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Solutions fortes et majorations asymptotiques
pour le modèle de Darcy Forchheimer

en convection naturelle

PIERRE FABRIE(1) (2)

Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol. X, nOl, 1989

Dans cet article nous établissons l’existence de solutions ré-

gulières uniformément bornées en temps pour un problème aux dérivées
partielles fortement non linéaire modélisant la convection naturelle en mi-
lieu poreux. Ce modèle a été formulé sous cette forme par NIELDS D.A. et
JOSEPH D.D. en 1985 [23] ; il s’obtient en couplant l’équation de l’énergie
et l’équation de Darcy-Forchheimer. Dans cet article on se limite au cas où
le domaine Q est un parallélépipéde de R3 ; en effet, dans ce cas, la solution
de l’équation de Darcy-Forchheimer est régulière [11]. Le théorème principal
de cet article établit une estimation Hl (0)) pour la température
et une estimation L°°(R+; (H1 (S2))3) pour la vitesse.

ABSTRACT. - We discuss a strongly nonlinear system of partial differential
equations which describes natural convection in porous médium. This model
was given by NIELDES D.A. and JOSEPH D.D. in [23] 1985 ; it is obtained
by coupling the energy equation and the Darcy-Forchheimer one. In this
work we study only the case where the domain is a rectangular parallelepiped
in R3. In fact, in this case the solution of Darcy-Forchheimer equation is
regular. The main result of this work is an Loo(R + ; Hl (S2)) estimation of
temperature and an Loo(R+ ; (H1 (S2))3) estimation of velocity.

Introduction

Nous étudions ici un système d’équations aux dérivées partielles qui
modélise la convection naturelle dans un milieu poreux soumis à un gradient
de température V T.
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Si, pour des nombres de Reynolds de pores inférieurs à l’unité, l’écou-
lement de convection naturelle est bien représenté par la loi de Darcy, au
contraire, dans le cas de nombres de Reynolds plus élevés des phénomènes
d’inertie doivent être pris en compte sous la forme d’un terme quadratique
supplémentaire dans l’équation du mouvement. Les équations représenta-
tives du phénomène dans le cas d’un fluide incompressible mais dilatable,
(~03C1/~p = 0) s’écrivent :

La première équation traduit la. conservation de l’énergie, la seconde la
conservation de la quantité de mouvement. Dans ce système, p désigne la
masse volumique, V = ~2, V3) la vitesse de filtration, ~r la pression, T
la température du milieu, 6 la porosité et  la viscosité. K et À sont les
tenseurs respectifs de perméabilité et de conductivité thermique. La chaleur
volumique du fluide est notée (pc)~, celle du solide ( pc)s et on définit alors la
chaleur volumique équivalente par la relation ( pc)* = + (1- ~) 
Cj est une constante adimensionnelle.

De façon très classique dans les phénomènes de convection on simplifie
ce modèle en faisant l’approximation de Boussinesq qui consiste à négliger
les variations de la masse volumique, sauf dans le terme moteur pg ; voir par
exemple [4].
On se limitera ici au cas d’un milieu homogène isotrope remplissant

une cavité parallélépipédique rectangle H dont l’un des axes est parallèle
à l’accélération de la pesanteur g. Sous forme adimensionnelle le système
s’écrit : 

-

où k est le vecteur unitaire porté par l’axe de la pesanteur. Outre la porosité
ê du milieu, il apparaît trois paramètres adimensionnels :



(T2 - Tl ) est l’écart maximum de température dans le milieu et L une
longueur caractéristique.

Dans l’ouvert n = ~(x, y, z) de frontière r , les

conditions aux limites rendant compte des parois adiabatiques et isothermes
sont :

v = 0 où v est la normale unitaire sortante à r.

Nous noterons désormais S = et J = 

On se ramène à des conditions aux limites homogènes en posant T =
8 + 1 - z/h. Le système que nous étudions s’écrit pour a > 1 :

Le cas 03C3 = 2 correspond au modèle physique présenté ci-dessus.

Énoncés des résultats

Introduisons tout d’abord quelques notations :

r = an frontière de SZ, r* = r~~arêtes~ 
’ 

’

rz désigne la réunion des deux faces du parallélépipède d’équations z = 0
et z = h



r xy désigne le manteau ; il est défini par r xy = 

H = {~~ ~ =0}; ~ le dual de H

, (LP)3
pour 1  o~  o0 on pose :

W~~ = {V, V E L~ ; div V = 0, = 0~ où ~y~ est l’application linéaire
définie de W~(div) = ~V; V E divV E L°~ dans qui
prolonge l’application V -+ V ~ ([14], lemme 1)

La formulation variationnelle du problème ~~ permet de préciser la
notion de solution :

DÉFINITION 1. - Nous appellerons solution faible sur ~0, T] du problème
7~~ un couple (8, V) défini par :

Nous démontrons dans cet article les deux résultats suivants :

THÉORÈME 1. Pour 8o donné dans L°°, 0  8 + 1 - z/h  1 et Yo
donné dans W2 le problème P03C3 admet une solution faible unique vérifiant :

De plus 0  8 + 1 - z /h  1 presque partout.

Pour des données plus régulières la solution est plus régulière et vérifie
les propriétés uniformes en temps précisées ci-dessous :

THÉORÈME 2. Si Bo est donné dans H n L°°, 0  80 + 1 - z/h  1

et si vo est donné dans W2 n (H1(S2)~3 la solution du problème P~ donnée



au théorème 1 vérifie en outre les propriétés de régularité et de majoration
asymptotiques suivantes :

Remarque 1. i) Avec 8o donné dans L2 et Uo donné dans W 2 on peut
définir une solution plus faible du problème ?~°~ où :

On ne sait pas montrer l’unicité globale de telles solutions.

ii) : Sous l’hypothèse du théorème 1 on ne peut pas définir
de solutions fortes car la condition de Neuman est vérifiée en un sens faible.

iii) : Sous les hypothèses du théorème 2 on peut écrire :

On a donc ainsi défini une solution forte du problème ?~~.

iv) : Le théorème 1 peut s’étendre au cas d’un ouvert S2
régulier avec une donnée au bord convenable pour la température; par contre
nous ne savons pas, dans un cadre plus général que celui présenté ici, obtenir
les résultats du théorème 2 : Ceci est le fait du terme quadratique dans
l’équation de Darcy-Forchheimer et du manque de régularité des solutions
de cette équation (voir par exemple [11]) .

Afin d’alléger les démonstrations des résultats ci-dessus nous introduisons
les notations complémentaires suivantes : 

’

Pour la définition des espaces nous renvoyons à [1] ou [21] par
exemple ; on note alors :



8 et V sont respectivement les dérivées par rapport au temps de 8 et V.
On désigne par ~.~~ la norme dans L°~ (resp. L~~. Le produit

scalaire dans Rn est noté ( . ) et la dualité entre H et H’ par  .; >.

Enfin remarquons que les conditions aux limites vérifiées par 03B8 permettent
de prendre comme norme équivalente sur H : ~ j V 8 ( ~ 2 .

Par la suite nous utiliserons de façon essentielle le résultat suivant :

. Théorème de décomposition de Helmotz ([14], théorème 2)

Enfin, notons B(V, 8) l’application bilinéaire définie par B(V, 8) = V ’ . V 8
et notons b(V, 8, p) la forme trilinéaire définie par

Démonstration du théorème 1

On obtient facilement les résultats d’antisymétrie et de continuité ci-

dessous :

LEMME 1.- i~ L’application (V, 8~ --~ est continue de

WZ x [H n dans H’.

ü~ La forme trilinéaire b(., ., .) est définie et continue de
~T2 x [H n x [H n L°°J dans R et vérifie en outre : :

On a, de plus, les majorations suivantes en dimension n = 3 :

Nous rappelons également le résultat de monotonie suivant : voir par
exemple ([27] p. 255).



LEMME 2. Pour tout couple (V1, Y2~ de R’~ on a :

La démonstration du théorème 1 s’obtient par une méthode de point
fixe ; les deux lemmes ci-dessous précisent donc un théorème d’existence et
d’unicité pour les deux équations découplées du problème ??° et donnent
des estimations à priori.

Le résultat suivant, démontré dans ([10], proposition 2) donne un théo-
rème d’existence et d’unicité pour l’équation de l’énergie, le champ des vi-
tesses V étant donné.

LEMME 3.2014 Pour tout V appartenant à C(0, T; W2) et tout 9o donné
dans L°°, vérifiant de plus 0  8 + 1 - z 1 h  1 p.p, le problème : :

pour tout p de L2(0, T; H)

possède une unique solution dans L2(0, T; H) n L°°(0, T; L°°) où 8 
. 

E

L2(0, T; H~) et où 8 vérifie de plus 0  9 + 1 - z/h ~ 1 p.p.
De plus, il existe deux constantes 1~1 et k2 ne dépendant que de la norme

de V dans C(0, T; W 2 ) et de la mesure de SZ telles que :

Par des propriétés de monotonie, de coercivité et d’hémicontinuité étu-
diées pour le problème stationnaire dans ([11], 1ère partie) et des techniques
très classiques (~19~, chap. 2) il est facile d’obtenir le résultat ci-dessous :

LEMME 4. - Pour toute fonction 8 appartenant à
C(o, T; L2 ) n L°°(o, T; LOO) vérifiant 0  8 + 1 - z/h _ 1, p. p et tout Tlo
donné dans WZ l’équation: : ,



pour tout W de T; 

possède une unique solution V dans L°°(0, T; WZ) n L03C3+1(0, T; W°+1 ) où
V E T; W1+~~~).

~e plus, il existe trois constantes k3, 1~4, k5 ne dépendant que de Ra* et
de la mesure de SZ telles que: :

Démontrons maintenant le théorème 1.

On considère la méthode de point fixe suivante :

Connaissant 03B8n et Vn on détermine 03B8n+1 et par :

. Pour tout p de L2(0, T; ~f) : :

. Pour tout W de 

Les lemmes 3 et 4 prouvent l’existence du couple et assurent

l’existence de constantes indépendantes de n telles que :



Nous allons maintenant montrer qu’il existe un intervalle (0 Ti) surlequel l’application (~V") -. (~+i,~+i) ~ contractante. On note
= ~ - ~ et = ~ - V.. Alors le couple (~, ~,,) vérine =

En faisant 03C6 = dans l’équation ( 11 ) et W = Vp+1,q+1 dans 12on déduit d’après les lemmes 1, 2 et 3 l’estimation suivante : :’

En majorant par où ~1 est la plus petite valeur
propre de l’opérateur -A de domaine H2 et en utilisant les inégalités deYoung on déduit qu’il existe des constantes k8 , k9 telles que :



On en déduit, pour T* l’estimation suivante :

avec kio = Max (k8, kg Ra*).
Si on choisit maintenant Ti = (21~10 )-1 on en déduit que l’appli-

cation (®p, Vpp) ~ (03B8p+1, Vp+1) est contractante dans L°°(o, Tl; L2) x
Loo(O, T1; Donc la suite (8P, est une suite de Cauchy dans

x En utilisant les estimations (13), (14) on
prouve que (8~, est une suite de Cauchy dans :

elle y possède donc une limite.

Ces résultats de convergence, complétés par des propriétés de conver-
gences faibles résultant des estimations (5) à ( 10) permettent de passer à la
lim.ite dans les équations définissant 8~ et Vn, ce qui montre que le couple
(8, V) est solution de sur [0, Ti]. Comme Ti ne dépend pas de 03B8 et de V
on obtient par recollements successifs d’intervalles de longueur Tl l’existence
d’une solution sur [0, T] pour tout T.

La différence BI -- 8~, - V2 de deux solutions de vérifie :

En sommant ces deux inégalités et en appliquant le lemme de Gronwall
(cf. [3], Annexes) à la fonction :

on en déduit l’unicité.

Ceci termine la démonstration du théorème 1.



Démonstration du théorème 2

Nous établissons maintenant le résultat principal de cet article : le

théorème 2. Nous commençons par construire un espace d’approximation
pour le problème Celui-ci nous servira également pour la discrétisation
du problème. L’existence d’un tel espace d’approximation est indépendante
de la géométrie de l’ouvert Q mais sa construction effective est directement
liée au fait que notre ouvert est un produit tensoriel d’intervalles. Disons
simplement ici que notre espace est construit sur un sous-ensemble de

fonctions périodiques.

On note :

Enfin on note A2 l’opérateur de domaine
D(A2) = {V E HB Rot (Rot V) E W2, (Rot = 0~ défini par :
pour tout ( U, V) de H1  A2 U, V >= 03A9 (Rot U. Rot V) dw.
LEMME 5.2014 Le système U forme un système orthogonal

et complet de WZ de H1 et de D(A2) = ~V E H2, (Rot = 0~.

Démonstration : Nous montrons d’abord que U est un

système orthogonal et complet de W~.



Pour cela on rappelle le lemme de décomposition : ([14], lemme 1)
L2 = G2 ® W2. On remarque ensuite que les fonctions : .

où ( ei, e2, e3 ) est la base canonique de R~ forme un système orthogonal
et complet de L2. On décompose ensuite chacune de ces fonctions en une
somme d’un gradient et d’une combinaison linéaire de le gra-
dient s’écrivant où 7ri,j,k = cos(iL-1 03C0x) cos(jL-1 03C0y)
On en déduit alors la densité de U dans Enfin on note

que A2 est un opérateur auto-adjoint non borné sur H1.

Il s’en suit alors que l’ensemble des fonctions propres de A2 forme un
ensemble complet et orthogonal dans W2, dans HB et dans D(A2). On
vérifie que les fonctions {03C9i,j,k} ~ {03C5i,j,k} sont fonctions propres de A2 et
comme d’après la première est dense dans on

a obtenu ainsi toutes les fonctions propres de A2 dans W2. Ceci termine la
démonstration du lemme 5.

LEMME 6. - Le système ~8i,~,k~ forme un système orthogonal et complet
de L2, de H et de H2.

Cette démonstration est classique, voir par exemple ([20], p. 44) les

fonctions étant les fonctions propres de l’opérateur de Laplace, de
domaine H2.

On note ici W; l’espace vectoriel engendré par les fonctions propres de
l’opérateur A2 de domaine D(A2 ) associé aux  premières valeurs propres,
.H~ l’espace vectoriel engendré par les fonctions propres de l’opérateur de
Laplace de domaine HZ associées aux premières valeurs propres.

P JL désigne alors la projection orthogonale de sur W~ et
la projection orthoganale de L2 sur 

Dans [11] nous avons montré que la solution V de l’équation :

appartient à (Hlô~(~))3 dès que f appartient à (H~o~(S2))3.



Nous avons ici un résultat analogue pour la solution de l’équation (1.2).Cependant, vu la géométrie particulière de l’ouvert n et les conditions aux
limites vérifiées par V et 0 on peut donner ici un résultat de régularité
globale plus direct.

Nous obtenons le résultat suivant : 
.

LEMME 7.- Soit 03B8 un élément de T; H) et vo élément de H1. .
Alors la solution V de l’équation :

appartient à LOO(O, T; n T; et on a l’estimation :

Démonstration : L’unicité se déduit du lemme 4 ; montrons la régularitéénoncée.

On cherche V~ appartenant à W; solution de : : -

en multipliant cette équation par -Q~~ ~ une intégration par parties donne :

Le terme intégral peut se transformer de la manière suivante :

d’où l’on déduit que 03A9(~|V |03C3-1V . ~V ) dcv est positif.



Donc, d’après l’inégalité (16) on a, en appliquant l’inégalité de Young :

Une intégration en temps donne alors :

Par ailleurs, on vérifie Il existe donc un élément
V de T; H~ ) limite faible de la suite ( V ) . D’autre part V vérifie pour
tout W de W~ :

où ~ est la limite faible de |V | °-I V  dans L1+1/03C3. Comme tj (W2 ) est
~C>1

dense dans D(A2 ) qui s’injecte continuement dans W~+1 on en déduit que
la relation (20) est valable pour tout W de Enfin, par un argument
classique de monotonie, on montre d’où l’on déduit

V = V. Enfin, comme la norme ~( ~l. ~, 2 est faiblement semi-continue, on
déduit de l’estimation (19) l’inégalité (16). Ceci termine la démonstration
du lemme 7.

LEMME 8. - On suppose que V appartient à L°°(0, T; et que Bo
appartient à L°° n H, vérifiant 0  80 + 1 - z/h  1 p.p.. Alors la

solution de l’équation : .

appartient à ~l L2 (0, T; H2) et il existe une constante k13
dépendant de la norme de V dans L°°(O,T; H1) et de T telle que: :

Démonstration : On considère le problème approché suivant : Trouver 8n
dans Hn solution de :



Pour obtenir une estimation sur on multiplie l’équation ci-dessus par
- 039403B8n. On obtient d’après l’inégalité (2) du lemme 1 :

D’où en utilisant les inégalités de Young :

Le lemme de Gronwall permet de conclure : pour t E [0, T]

En remarquant que On converge dans T; J7) faiblement vers 0, unique
solution de (21) on obtient le résultat énoncé. Ceci termine la démonstration
du lemme 8.

Maintenant que nous avons obtenu un résultat de régularité nous éta-
blissons les estimations asymptotiques du théorème 2. Pour faciliter la lec-
ture de cette démonstration nous en présentons chaque étape sous la forme
d’un lemme.

LEMME 9. - Pour 03B8 appartenant à L~(0, T; vérifiant 0 ~ 03B8 + 1 -
z/h ~ 1 p. p, la solution V de (15) vérifie :

et on a l’estimation suivante :

~ ~15 ne dépend que de la mesure de ~.

Démonstration: En multipliant l’équation (12) par V et en intégrant surQ on obtient 1

comme 0 est borné par 1 en norme L°°(R+ x S2 ) on a 8 ~ 2  Mes ( S~ 1 / 2D’où en utilisant l’inégalité de Young : 
’



En intégrant sur l’intervalle (0, t) on obtient :

(22) s’en suit immédiatement.

LEMME 1~. Soit V donné vérifiant (,~,~~ et 8 solution de (,~1’~ alors il

existe une constante k16 ne dépendant que de ~2 et de Ra* telle que: :

Démonstration : On multiplie l’équation (4.1) par 8 et on intègre sur H;
on obtient : 

_ ,

Comme 8 est majorée par un en norme x SZ~ on déduit d’après le
lemme 9 qu’il existe une constante k17 ne dépendant que de Ra* et de H
telle que :

en intégrant sur l’intervalle (s, t~ on obtient :

Comme 0 est majorée par un en norme x S2) : ~8(s)’2  Inl et
puisque 0~2014~l,ona:

LEMME 1 1 . - Soit Vo donné dans HI et 8 vérifiant (,~ 3~ alors la solution
V de (15~ appartient à 

Démonstration : On reprend l’inégalité (18) obtenue pour les solutions
approchées Vw que l’on peut aussi écrire pour V



En multipliant les deux membres de cette inégalité par on obtient :

En intégrant cette inégalité sur l’intervalle ~s, t)  s + 1, on a :

D’après l’estimation (23) on obtient :

Puisque d’après le lemme 7, V appartient à on peut supposer
sans perte de généralité que t est supérieur à 1. En écrivant alors l’inégalité
précédente pour s = t - 1, on obtient :

Soit E(t) la partie entière de t. Une récurrence montre alors que :

En majorant e - s _ I k par 1 _ on obtient :
A;=o 

1-e~ 
.

En remarquant que 0  t - E(t)  1 et en utilisant (16), on a :

D’où:



Nous pouvons maintenant terminer la 
démonstration du théorème. On

multiplie l’équation (1.1) par -A8, ce qui est loisible d’après 
le lemme 8

et on intègre sur l’ouvert n. On obtient l’inégalité de l’énergie 
suivant :

D’après l’inégalité (2) on a, par interpolation :

D’après le lemme 11, les inégalités de Young permettent 
d’écrire qu’il

existe des constantes k22 et k23 telles que :

En intégrant cette inégalité sur l’intervalle (s, t), s 
 t  s -I-1, on obtient :

D’où, d’après l’inégalité (23) on a :

En intégrant cette identité dans la variable s sur l’intervalle (t - 1, t) 
on

obtient :

Ceci termine la démonstration du théorème 2.
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