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Sur les familles exponentielles naturelles réelles
de grand-Babel(*)

CELESTIN CLOTAIRE KoxoNeNDJI(!)

RESUME. — Un grand nombre de familles exponentielles naturelles
(f.e.n.) sur IR dans la littérature ont des fonctions variances de la forme
RA + Q\/Z ou R, Q et A sont des polynémes de degrés <1, < 2, et <2
respectivement. Cette classe de f.e.n., appelée “grand-Babel” a été intro-
duite par G. Letac comme une généralisation raisonnable des classes de
Morris et de Mora. Elle est fermée par réciprocité et contient les classes de
Babel et de Seshadri. Ce travail est consacré a la caractérisation suivante
de la classe grand-Babel : pour tout polynéme T de degré < 4, considérons
la courbe gauche C7 de IR®A — u()) de vecteur tangent (A2, ), 1)/T(}).
Soit A donné; nous montrons qu'il existe au plus une f.e.n. F' de fonction
variance RA + QVA, qui admette une famille conjuguée au sens bayé-
sien, et qui soit une famille exponentielle générale (f.e.g.) dont la f.e.n.
associée soit concentrée sur Cr. Nous montrons aussi qu’il y a une cor-
respondance quasi bijective entre T et (R, Q). Tout cela est précédé de
considérations géométriques, d’exemples de f.e.n. de grand-Babel et de
techniques probabilistes de construction de ces exemples.

ABSTRACT. — It is shown that a large number of natural exponential
families (NEF) on IR have variance functions of the form RA + QVA
where R, Q and A are polynomials of degree < 1, < 2 and < 2 respecti-
vely. This class of NEF, called “grand-Babel” by G. Letac, generalizes the
Morris and the Mora classes, contains the Babel and the Seshadri classes,
and is closed by inversion. This paper characterizes the grand-Babel class
as follows: for all polynomials T of degree < 4, consider the curve Cp of
IRX = u(A) with »/()) = (32,X,1)/T(\). Given A, we show that there
exists at most one NEF with variance function RA + Qv/A which admits
a conjugate family in the Bayesian sense and which is a general exponen-
tial family such that its associated NEF is concentrated on Cr. We show
also that there is a quasi-bijection between T and (R, Q). This characte-
rization is preceded by some examples, a probabilistic construction and a
geometric study of the class.

(*) Recu le 16 septembre 1994
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Informatiques des données, Av. de I'Université, F-64000 Pau (France)
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1. Introduction

Nous commengons par rappeler le vocabulaire sur R des familles expo-
nentielles naturelles et de leurs fonctions variances. Sur R™ ou un espace E
approprié, on peut consulter [4] ou [22].

Soit M = M(R) I'ensemble des mesures p positives sur R (éventuelle-

ment non bornées) non concentrées en un point et telles que si la transformée
de Laplace L, :IR — ]0, +o00] est

L) = [ exp(beutde).

alors D'intérieur ©(y) de lintervalle {6 | L,(6) < +oo} est non vide. Pour
une mesure 4 (non-nécessairement une probabilité) fixée dans M, I’ensemble
F = F(u) des probabilités sur R :

p(dx)

P(6, p)(dz) = exp(fz) MOR

(1.1)

quand 6 varie dans ©(u), est appelé la famille exponentielle naturelle (f.e.n.)
engendrée par p. Il est clair que si u et y’ sont dans M, alors les deux
ensembles F(u) et F'(u') coincident si et seulement s’il existe (a,b) dans R?
tels que

¢'(dz) = exp(az + b)u(dx).

Etant donnée une f.e.n. F, 'ensemble Bp = {peM|F=F(u)} désigne
Uensemble des générateurs (ou bases) possibles de F. Evidemment F C Bp.

Notant pour u dans M, k, := Log L, la transformée cumulante de u;
k, est analytique et strictement convexe dans ©(u). De plus, pour § dans
O(p), la moyenne et la variance de P(6, i) sont simplement k/,(6) et k};(6)
respectivement.

Définissons maintenant la fonction variance d’une f.e.n. Tout d’abord, il
est raisonnable d’appeler l'intervalle ouvert Mg = kL (@(/1)) domaine des
moyennes de F'; il dépend uniquement de F et non d’un u particulier Bp.
Ensuite, si ¥, : M — O(p) est la réciproque de la fonction croissante k'L
et si on définit, pour m dans Mp,

P(m. F)(dz) = P(¥u(m), p)(de)
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alors 'application Mg — F, m — P(m, F) est une bijection; c’est la
paramétrisation de la f.e.n. F par la moyenne. Enfin, la fonction

ViE:Mp — 10, +o|, mH‘L(x—m)zP(m,F)(dx)

est appelée la fonction variance de F; il est alors facile de vérifier qu'on a

Vi(m) = k(v (m)) = Vme Mp. (1.2)

1
Yu(m)’

La fonction variance joue un réle important en théorie de familles
exponentielles. Depuis que C.-N. Morris (1982) a montré qu’elle caractérise
lafen. (i.e. Mp = MF,, VP = VF, si et seulement si F' = F}), la fonction
variance présente généralement une forme plus simple que les mesures
génératrices de la f.e.n. ou leurs transformées de Laplace. Cette observation
a conduit (en commengant par C.-N. Morris) a chercher a décrire les f.e.n.
ayant une fonction variance de forme donnée.

Ainsi, on a tout d’abord la classe de Morris [27], notée My, des f.e.n. de
fonction variance quadratique qui compte six types bien connus : normal,
Poisson, binomiale, binomiale négative, gamma et cosinus hyperbolique. En-
suite, nous avons la classe de Mora [25] (voir aussi [24]) notée M3 des f.e.n.
de fonction variance strictement cubique qui comporte également six types :
gaussienne-inverse, Ressel-Kendall, Arcsinus strict, Abel, Takacs, Arcsinus
large. Ces douze types de Mz U M3 sont des exemples fondamentaux de
f.e.n. réelles.

Notons que pour des raisons discutées ailleurs (e.g. [24]), il n’est pas trés
intéressant de classer les f.e.n., dont la fonction variance est un polyndome
de degré > 4. Signalons par contre, que les f.e.n. de fonctions variances
puissances (i.e. Vp(m) = Am®, (4, a) € IR?) et exponentielles (i.e. Vp(m) =
e™) ont été entiérement décrites par B. Jorgensen [13] (voir aussi Bar-Lev
et Enis [2]) et [14, § 2.8] respectivement.

Cependant, dans la discussion de l’article de Jorgensen [13], G. Letac a
mentionné I'importance des f.e.n. de fonction variance de la forme Py +QVA
ou Pi, Q et A sont des polynomes de degrés < 3, < 2 et < 2. Mais peu
de temps aprés, il a été observé dans Bar-Lev, Bshouty et Enis [1] et dans
Letac [21] que cette derniére classe de f.e.n. s’avere trop vaste pour étre
étudiée, et il existe une généralisation plus petite et plus réaliste des classes
Mo et M3. D’ou la définition suivante.
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DEFINITION 1.1.— Une f.e.n. F surR est dite de grand-Babel s’il eziste
trots polynéomes R, @ et A de degrés < 1, < 2 et < 2 respectivement tels
que VE soit la restriction sur Mg de

RA+QVA. (1.3)

De plus, on dira que F est dégénérée si A est le carré d’un polynéme de
degré < 1. Elle est dite non dégénérée dans le cas contraire. (Notons que le
mot “Babel” est formé des premiéres lettres des noms des auteurs de [1] el
de [21] cités ci-dessus.)

Cette classe de grand-Babel contient évidemment les éléments de Mo U
M3z qui sont évidemment les seuls dégénérés dans la classe. Elle contient
naturellement les dix-huit types de la classe de Babel (d’ou vient le nom
“grand-Babel”) décrits par Letac ([21] ou [22]) et caractérisés par des
fonctions variances de la forme (1.3), avec R(m) = b (une constante réelle),
Q(m) = am + ¢ et A(m) un polynome de degré < 2. Notons que la classe
de Babel (qui est a l'origine une extension de Mj) admet une sous-classe
remarquable notée Sy et formée des trois types “Hermite, Laguerre, non
central x2” dont les fonctions variances respectives peuvent se mettre sous

la forme
VA P(VA), (1.9)

ou A est un polynome de degré 1 et P un polynome de degré < 2. Enfin la
classe de grand-Babel contient aussi les types (SIG, SRK, SAb, STa, SSA
et SLA) de la classe de Seshadri et notée Sz ([16] ou [17]). Cette classe de
Seshadri est définie par les fonctions variances de la forme (1.4) avec P de
degré 3 et A de degré 1. La transformation de Lindsay de M3 ([18] ou [19])
prend ses valeurs dans S3. Les fonctions variances des éléments de S3 sont
donc de la forme (1.3) avec R et A de degré 1 et @ de degré < 1.

Une propriété importante de la classe de grand-Babel est qu’elle est
fermée par “réeiprocité”. En effet, rappelons d’abord l'action de cette
transformation sur les f.e.n. réelles introduites par Letac [20].

Soit F' et Fy deux f.e.n. sur R. Le couple (F, Fy) est dit couple réciproque
s’il existe un couple (p, 1) dans B x Br, (appelé aussi “réciproque” en
tant qu’élément de M x M) tels que :

i) les deux intervalles ouverts ©%(u) = {6 € O(y) | k,(6) > 0} et

©7 (u1) sont non vides;

ii) la fonction —k, : ©F(p) — ©%(p1) est une bijection de fonction

réciproque —k,, .
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De plus, on a la caractérisation suivante en terme de fonction variance :
le couple (F, Fy) est réciproque si et seulement si :

. ]\/I}' = Mpn]0,+oo[et MI-«I“; sont non vides,
o l’application m — 1/m restreinte & M ?; est une bijection dans M }'1 ,

e pour tout m dans J\if}', on a
(1
Vi (m) = m®VE (E) : (1.5)

On en déduit que si une f.e.n. F est telle que Vi = RA + QVA avec
deg R < 1, degQ < 2 et deg A < 2 et s'il existe une f.e.n. Fy telle que
(F, Fy) soit un couple réciproque, alors on a :

VF, = R1A1 + @1V AL,
avec

nim=n(E). im=wa(2) « s 1)

de degrés < 1, < 2 et < 2 respectivement.

Ce résultat permettrait la fabrication d’autres éléments de grand-Babel
directement a partir de ceux de Babel (ex. 2.7) ou de Seshadri. Notons enfin
que ce concept de réciprocité posséde quelques interprétations probabilistes
([20], [22] ou [24]). Dans la section 2, nous donnerons (voire rappelerons)
quelques exemples de f.e.n. de grand-Babel. Dans la section 3, nous don-
nerons quelques constructions probabilistes d’éléments de grand-Babel a
partir des éléments dégénérés de My et de M3. Ces exemples sont toutefois
insuffisants pour pouvoir décrire tous les types de la classe de grand-Babel.
Mais avant de montrer dans la section 6 le principal résultat de ce travail, qui
est une caractérisation de la classe grand-Babel, nous introduisons d’abord
dans la section 4 la notion de “caste” qui sera suivie dans la section 5 de
considérations géométriques associées a cette notion.

2. Exemples

Rappelons d’abord l'outil indispensable pour le calcul de la fonction
variance d’une f.e.n. de grand-Babel ayant une transformée de Laplace
explicite.
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THEOREME 2.1.— Soit A, B et C trois fonctions analytiques réelles
sur Uintervalle ouvert M, et notons

(A,B,C)= (BC' - CB', CA' - AC', AB' — BA"),
D=B?-4AC ¢ D=B?-AC.

Supposons que A el D n'ont pas de zéro sur M, et que D est strictement
postlive sur M. S1 x : M — R est une fonction continue telle que :

A2+ Bx+C=0 surM, (2.1)

alors il existe ¢ dans {—1,1} tel que x = (=B + eV/D)/2A4, et x est une
fonction analytique. De plus si ' n’a pas de zéro sur M, nous avons :

i) 1/x' = (CD+ (24B + BC)eVD) /2D,
i) x/x' = (BD — (2CC + BB)eV/D) /2D,
iii) x2/x' = (AD — (20B 4+ BA)ev/'D) /2D.
Démonstration. — Voir [17, lemme 2.1].

Comme exemples d’utilisation, citons les propositions 2.2 et 2.3 de [17].
C’est un résultat trés important par la suite et plus général que celui donné
dans le cas Babel ([22, chap. 5, th. 3.1]).

Donnons maintenant quelques exemples d’éléments de grand-Babel.

Ezemple 2.2 [15, sect. 6.2].— Soit a > 0 et
1 1
=-6_ b0+ =61
7 5 0-1 + aop + 5 01

Alors ©(p) =R, Ly(f) =a+chf, Mp=]—-1,1[et
e(m) = 1—:1—52— ((a2~1)m2+1~a\/(a2— 1)m2+1> sia#1

et
Vr(m) = %(l—mz) sia=1.

On remarque évidemment que, si ¢ = 1 alors F = F(u) est du type
binomial de M3, si 0 < a < 1 alors F est du type “trinomial” de Babel
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[22, chap. 5, sect. 6], et si @ > 1 alors F est du type “convolution de deux
binomiales” de Babel [22, chap. 5, sect. 7, (6)].

Ezemple 2.3.— Soit p = Y o7 o pnb, dans M définie par sa fonction
génératrice

exp(l1—v1—-2z)= Z pnz"

n=0
Alors O(p) =] — 00,0, k —V1—e?, Mp =10, 4oc[et
Vp(m):m(m2+l)+3m2 m2+1.

Une interprétation probabiliste de F' = F(u) est la suivante : soit (X,Y)
une variable aléatoire (v.a.) de R? telle que Y suit une loi gaussienne inverse
et Loi(X | Y) soit de Poisson de moyenne Y. Alors, on voit aisément que
Loi(X) € F par le calcul de E(:%X).

Ezemple 2.4 [8, corol. 5].— Soit B = (By) +>p Un mouvement brownien
standard. Notons : -

—Et: sup Bs, T:iﬂf{t>0‘Bt:—B_t:t}1
0<s<t

+oo _
n= / l{Bt>t} dt et &= inf{t > 0| Bt <t}.
0

Alors

E(ef™ | 7 < o0) = IE(e?") = IE(e%)

1+\/1—

pour # < 1/2. Par conséquent, si p est la loi commune de 7, £ et 7 (7 < 00)
alors Mp(,) = ]0, 400 [ et

VE(uy(m) = % (m(m2 +4m —4) + m?Vm? + 4m — 4) :

On peut consulter I’article de Imhof ([10, lemme 1] avec § = 1) pour la
densité de p.
Exemple 2.5 [12, (2.5)].— Jorgensen a considéré la distribution
AR (/\\/ 1+ :122’
dz) = exp (A(za+V1—a?)) dz,
plde) = =G exp (Aza+v )
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Kq(a) :/Oooexp (—% (y-l— ;j-)) dy

3iéme

A>0,]aj < 1et

est la fonction de Bessel modifiée de espece; p est un cas spécial de

la “distribution hyperbolique généralisée” de Barndorff-Nielsen [4]. Alors
@(,u)z ]_1a 1[,’6“(9): V1—62, ]WF'ZlRet

F(m) = (1+m?)*/*.

Notons que F' = F(p) est sa propre réciproque au sens (1.5).

Interprétation probabiliste : soit By et By deux mouvements browniens
standards indépendants, et soit

r=inf{t> 0| Bz(t)+t+1=0} et + oo sicet ensemble est vide.

Alors
Loi(B1(7) lr<4oo) € F = F(p).

Ezemple 2.6 [9]. — Soit X = (X")Z.o:1 une suite de v.a.i.i.d. de Bernoulli

telle que pour tout
1
n>1, P[Xp,=4=I1]= 7

et soit N = (N(t)) > un processus de Poisson standard, indépendant de

X. Si on note S(t) = X1+ -+ Xy (avec S(t) = 0si N(t) = 0) et
p1 = Loi S(1). Alors pour tout p > 0 la puissance P de pq est

pplde) = Y e PI(p)ou(de)

keZ
ol - . I\ 24
I.(t) = ———— | — =1_,(t
= §J!F(1+r+1)<2) 0

est la fonction de Bessel modifiée avec » € R4, et donc O(up) = R,
kyu,(6) = p(ché - 1), Mp,,) =R et

2
Vet (m) =1+ (2]
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De plus, si v; est la loi de 71 = inf{t > 0| S(t) = 1} restreint & 7, < 400
alors pour tout p > 0 la puissance p'“™° de vy est

e T

vp(dz) = P‘;_ Ip(z)1z50dx,
et donc
O(vp)=]—00, =1[, ky,(0) =pArgchf,
M) =10, +oo]
et

VF(VP)(m) = 7712 V I+ (pm)2 .

Il est clair que F(up) et F(vp) sont réciproques au sens (1.5). C’est un
exemple typique d’interprétation probabiliste de réciprocité donnée par
Letac ([20], [22] ou [24]).

Ezemple 2.7.— (Construction par réciprocité : une application du théo-
réme 5.3 de Letac et Mora [24].) Soit p; = exp(ty1) dans M avec t > 0 et
y1(dz) =1z50dz. On a:

[
Oue) = 1=00,0[, ku(0)=—=5, Mp(u) =10, +ool

VE(u)(m) = 2m, / —th

le processus a accroissements indépendants et station-

et

Soit X = (X (1)) ,50
naires gouverné par le semi-groupe de probabilités (P(6, pt)) 1 avec 8 <0,
et soit

i =inf{t |t — X(t) =1} et + oo si cet ensemble est vide.

Alors pour tout p > 0, on a:

i) laloi vp de 'image de 7 par z +— & — p est la probabilité

vp(de) = e”/eéo(dz) + pexp (91: + x_—_;_p) f(z? + pz) 1p50de
avec

f(z) = 7;) (n)2(n+1)

et & < —1 (notons que si —1 < # < 0, vp n’est pas une loi de
probabilité);
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ii) la transformée de Laplace de v}, pour § < 0 est

1 2
Ly, (s) = exp —g s+0—é—+\/(9——§) +2s(9+%>+52

pour tout s > p(1 + 8);

iii) la fonction variance est donnée sur Mp(,) = ]0, +oo[ par
2 3
m
Vi (m) = Z_m3/? (1 + -—-) .
F(UP) \/1_) p
Remarques. — Pour 1), on a utilisé un résultat di a Zolotarev et simple-

ment énoncé dans [24, th. 5.4, (5.17)]; pour ii), on s’est servi de la définition
de couple réciproque de mesures et on en déduit que

1 sif < —1

et pour iii), on a utilisé (1.5) puis la transformation affine (2.2) ci-dessous.
Notons que ce genre d’application du théoréme 5.3 (et éventuellement du
théoréme 5.6) de Letac et Mora [24] permet de construire des éléments de
la classe de grand-Babel a partir de ceux bien connus des sous-classes non
dégénérées de Babel et de Seshadri.

Nous terminons cette section en rappelant deux transformations élémen-
taires sur les f.e.n. (e.g. [22] ou [24]).

a) Affinité.— Soit F une femn. et 4 : R — R, 2 — a1z + ag avec
(a1,a0) € R* x IR. Alors I'image A(F') des éléments de F par A est une
fen. telle que M ypy = A(MF) et

Va(ry(m) = afVe ("’;1“") : (2.2)

b) Puissance. — Soit gy € M et Fy = F(u1). L’ensemble de Jorgensen
Ay, ou Af, est I'ensemble des réels p > 0 tels qu’il existe u, (notée aussi
pi?) dans M avec ©(up) = O(p1) et ky,(6) = pky, (6). Alors pour tout p
dans Ap, lafen. Fp = F(up) est telle que Mg, = pMp, et

m

Vi, (m) =, (2) (2.3)
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Notons que Ay, U {0} est un semi-groupe additif fermé de [0, +oo[ et que
la convolution pp * fiq est égale & ppy,. De plus, on a toujours N* C Ay, .
En particulier si Ay, =]0, +00[, p1 ou Fy est dit indéfiniment divisible.

3. Visite de I'origine de processus gouvernés par
les lois de Morris-Mora

Dans cette section, nous allons montrer deux résultats qui sont en fait
deux techniques de construction probabiliste d’éléments de grand-Babel non
dégénérés a partir de ceux de Mora Ma3.

Nous allons d’abord énoncer plus généralement chacun des résultats qui
seront suivis des remarques d’application concrétes. Ensuite, nous donnerons
des démonstrations plus loin. Nous noterons ici pour les v.a. X,

Lx(6) = E(e*Y)

la transformée de Laplace de X ; et donc kx (6) = Log Lx () la transformée
de cumulant de X, F(X) = F(Loi(X)) la f.e.n. engendrée par la Loi(X)
est parfois Vx = Vp(y) la fonction variance de F/(X).

ProPOSITION 3.1.— Soit py une loi de probabilité sur Ry et indéfini-
ment divisible et soit X = (Xt)t>0 le processus de Lévy gouverné par pj.
Notons, pour tout i =0 ou 1,

Ti:inf{t>0’t——Xt=i},

avec T; = +00 st cel ensemble est vide. Alors

1

De plus, si py est telle que Vp(,,y(m) = m?(a 4+ bm) avec Mpu,) =
10, +o0o [ et (a,b) € RE\ {(0,0)}, alors on a

Vet (M) = 50 (A(m)+ (m - a)/A(m) ), ¥me 0, +oc,
ot A(m) = m? 4 2(a + 2b)m + a?.
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Remarques. — Les f.e.n. de MaUMs3 (la classe Morris-Mora) engendrées
par une telle g7 de la proposition 3.1 sont de trois types et appelées

e gamma (a > 0, b = 0 et donc F(7g) est du type Ressel-Kendall de
Ms);

e gaussienne inverse (a = 0, b > 0);
e Ressel-Kendall (a > 0, b > 0).
PROPOSITION 3.2.— Soit 1y une probabilité concentrée sur N telle que

p1({0}) > 0, et soit X = (Xn):;l une suite de v.a. i.i.d. de loi py. Notons
So=0,5,=37_1(1—X) et pour tout i =0 ou 1 :

T; =inf{n > 0|58, =i},

avee T; = 400 st cet ensemble est vide. Alors

1

T k7, (6), V8eoT(T). (3.2)

De plus, st py est telle que :
i) VE(u)(m) = m(l +am). avec a >0 et Mp(,,) =10, +oo, alors

VF(TO)(m): a—’;—l—(m——-l)(m%—a), Yme]l,+oo[;

i) VF(M)(m) = m(l 4+ 26m + am?), avec @ > 0, 1 + 23 > 0 et
Mp(u,) =10, +oo[, alors

V(o) (m) = Crm(A(m) + (m + Co)A(m) ) , Yme 1, +oo[,

avec A(m) = m? +4(a + B)m+4(82 —a), C1 = 1/(2(1 + 28 + ))
et Co = —2(1 + B)

Remarques

A) Les fe.n. engendrées par une telle yqy de i) sont de deux types dans
M (classe de Morris [27]) : Poisson (a = 0) et binomiale négative (a > 0).
Ainsi, la v.a. Ty fournit une interprétation probabiliste des deux types
correspondants de M3 (classe de Mora [24] : Abel (a = 0) et Takats (a > 0).

B) Lesfen. F(py) deii) sont au nombre de quatre types dans M3 : Abel,
Takacs, Arcsinus stricte (3 = 0) et Arcsinus large.
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Démonstration de la propostion 3.1

Notons X¢ = t — X;. Puisque les lois de X1 et de 7 forment un couple
réciproque (d’aprés [20, th. 2.1], [24, th. 5.3]), on a

~kx, (~kn(0) =0, Vo€ O¥(n).

Soit T = inf{t > 0| X¢> 0} avec T = +00 si cet ensemble est vide.
Prabhu [28, th. 1] a montré que pour tout 8 € ©F(rq) et o € OF(Xy) :

kx, (=kn (0) — kx, (@)
B —kr(0) — a

IE (69T+QYT) —
Donc, pour § # 6’ dans ©F (1) NOF(X7) :

E(ePT+0(0=T)) = 1 _ kx, (—=kr (0)) = kg, (=kn (6)))

oy (0) + by (9)
_q —0+0
B _k"'l (0) + k7'1 (9/) '
En faisant tendre 8’ vers 6, on trouve
|E(69T0) =1- —,l—, Voe @+(Tl) .
7,0

D’on, la formule (3.1) est montrée; et donc, il existe un intervalle ouvert
non vide © tel que © C O(79) N O(7).

Par conséquent, puisque

R 10
S TACIAD VR

Voeo,

on a, en posant 7 = k7 (§) et m = k7, (f) pour tout 6 € O,

Vo (m)

m(m—1) 9

m=

et donc, on peut utiliser ici la formule de ’action des transformations des
f.e.n. sur les variances ([18, propo. 1.1] ou [19, th. 2.1]) :

Vi, (7) = Vﬁ(m)j—z . (3.4)
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Or, par (3.3), on a successivement
dm 1 ., .
dm = =) (0 () + (=2

= =" am (1) )

Donc, en notant Ui (m) = V7, (m)/(m — 1) et en réutilisant (3.3), la formule
(3.4) devient :
Vo (M) = m(m — 1)(U1(m) — ) . (3.5)

Supposons maintenant que Vx,(m) = Vp(,,)(m) = m2(a 4+ bm) sur
Mx, =]0, +oo[. Puisque X7 est 'image de X par z — 1—2z et (X1,71)
est un couple réciproque, on a respectivement par (2.2) et (1.5)

m-—1

VTl(m):mSVXl ('_‘77‘:1‘—), VmE]O,l[

= m(m — 1)? <a+bTm_—1>, Ymelo,1].

Donc, (3.3) est équivalent ici &
m?(a+b)—m(@+a+2b)+b=0 (3.6)

et permet de vérifier aussi que 1 € ]0, +oo [ (car (a,b) € RE \ {(0,0)});
la dérivée de U1(m) = Vi, (m)/(m — 1) devient ici :

Uj(m) = 2m(a +b) — (a + 2b). (3.7
Ainsi, la plus grande solution de (3.6) fournit m € ]0, 1[ en fonction de
m par
o m+a+ 2b+ \/A(T) = (),
2(a+0b)
ol
A(m) = 2 + 2m(a + 2b) + a? . (3.8)

(Notons que si b = 0, A(f) = (7 + a)? correspond au cas ou Xp suit
une loi gamma et fournit 7y qui suit une loi Ressel-Kendall). Finalement en
remplagant m par m(7) dans (3.7) puis dans (3.5) on vérifie facilement que

Vs, (77) = 7 <Tﬁ‘ ¢t AW)) VA,

2(a+b)

avec A(77) donné en (3.8) et pour tout m dans ] 0, +00[. Ce qui achéve la
démonstration de la proposition 3.1. 0O
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Démonstration de la proposition 3.2

Nous nous contenterons de montrer la formule (3.2). Pour le reste, il suffit
d’imiter la fin de la démonstration de la proposition 3.1 (i.e. appliquer (3.5)
au cas 1) et ii)).

Par le théoréme du renouvellement, on a :

_Z " P[S,, , VOeO(Tp). (3.9)
n=0

IE(eeTO)
Pour tout : =0, 1, 2, ..., notons X;,=1-X; et
9(z) = EGEXY), Jz]< 1 (3.10)

la fonction génératrice des v.a. i.i.d. X; de loi y1. On a donc

P[S, = 0] = (;:n (9(2)) ) L

Rappelons alors que la formule d’inversion de Lagrange (e.g. [7]) affirme :

1) qu’il existe un disque D centré en 0 et une fonction (implicite)
h: D — C analytique telle que h(w) = wg(h(w));

2) que si f est analytique au voisinage de 0 alors
£(h(w)) = 10)+ Z (£ reue)r)
Appliquons cela & f telle que f/(z) = 1/g(z) et f(0) = 0. On trouve donc

F(h(w)) = Z ~ (dd:n_ll (9()"" ) -

n=1
> n+l
w
_20:n+1P[Sn_O].

Puisqu’on a successivement

wh/(w) = h,(w) = ' (h(w (W) = 3 wt —
hw) (k@) = f'(h(w)) h'( )-TLZ:% P[Sn = 0],
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on déduit alors en posant w = e’ que (3.9) est équivalente a

1 _ wh'(w)
T—E@D) ~ h@) (3.11)

ou h est I'unique fonction analytique au voisinage de 0 satisfaisant h(0) = 0,
h(w) = wg(h(w)) avec g comme dans (3.10).

D’autre part, on a par (3.10)
T < evg(ev), vy eo(T)
et, puisque (X1, 7} ) forme un couple réciproque ([20, th. 2.2] ou [24, th. 5.6]),
on a
—kx, (=kr,(0)) =6, YoecOt(T).

Donc pour tout § dans ©1(T}), on a

g (ekrl (0)) e~k (6) = =0 (3.12)

Autrement dit, si h(e?) = e*n1 (©) et w = e alors (3.12) est équivalente a
wg(h(w)) = h(w) et on vérifie facilement que

wh!(w)
h(w)

= ¥, (6). (3.13)

Finalement en regardant (3.11) et (3.13), on obtient la formule (3.2). O

4. Castes

Dans cette section, nous donnons la définition étendue a la classe de
grand-Babel de la notion de “castes” introduite par Letac [22] et nous
montrons quelques propriétés élémentaires. Nous commencons par rappeler
comment on recouvre une f.e.n.  partir de sa fonction variance.

Si VF est une fonction variance définie sur un intervalle Mg, il y a quatre
étapes :

i) calcul d’une primitive ¥,(m) = [ dm/VE(m), ol u est dans Bp =
{peM|F=F(u)} (inverse de (1.2));
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i) calcul de la fonction réciproque k’ de v¥;
iii) calcul d’une primitive Log(L,(6)) = [ ki,(6) d6;

iv) reconnaissance du type de la f.e.n. engendrée par une telle u.

Supposons maintenant que Vg = RA + QV/A soit une fonction variance
de grand-Babel définie sur 'intervalle Mp.

La premiére étape de I'inversion ci-dessus est ici le calcul d’une intégrale
abélienne standard. Ceci conduit donc a la subdivision des f.e.n. de grand-
Babel suivante.

DEFINITION 4.1.— Soit F une f.e.n. de grand-Babel de fonction va-
riance VE(m) = R(m)A(m) + Q(m)\/A(m) sur Mp. Alors : F est dite de
caste m (resp. m2 +1, m? —1 et 1 —m?) s’il existe une affinité ¢ : R — R
telle que

A(p(m)) =m  (resp. m® +1, m?2—1etl-—m?);

F est dite de caste 1 si F' est du type normal ou du type cosinus hyperbolique;

F est dite de caste m? si F est de la classe de Morris-Mora et non de
caste 1.

Les castes 1 et m? sont dites dégénérées, toutes les quatre autres sont

dites non dégénérées.

Citons comme exemples des f.e.n. des grand-Babel de :

2

e caste 1 — m* : exemple 2.2 avec 0 < a < 1;

e caste m? — 1 : exemple 2.4, exemple 2.7 iii) ; proposition 3.1 avec a = 0
et b > 0; proposition 3.2 ii) avec a = 3?;

e caste m? + 1 : exemple 2.2 avec a > 1; exemple 2.3; exemple 2.5;
exemple 2.6 ; proposition 3.1 avec a > 0 et b > 0;

e caste m? : les six types de Ms, les types Poisson, gamma, binomiale
et binomiale négative de My;

e caste m : les neuf types de Sy U S3;

o caste 1 : les types normal et cosinus hyperbolique de M.

Rappelons que Mg (de la f.e.n. F telle que VF = RA + Q\/Z) est inclus
dans Ip = {m € R | A(m) > 0}.

Nous décrivons maintenant l’influence des trois transformations clas-
siques des f.e.n. sur les castes : affinité — puissance — réciprocité.
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PROPOSITION 4.2
i) Chacune des siz castes de la classe grand-Babel est fermée par affinité

et par puissance.

ii) Les trois groupes de castes suivantes sont fermés par réciprocité :

castes 1 et m2, caste m? + 1 et castes m, m2 —1 et 1—m?2.

Démonstration. — Elle est acquise pour les castes 1 et m? (e.g. [23]) et
nous la montrons pour les castes non dégénérées.

1) Soit F une f.e.n. de grand-Babel de caste donnée, c’est-a-dire il existe
une affinité ¢ : R — R telle que si Vg = RA + QV/A alors A(p(m)) définit
la caste.

Affinité. Soit A:R — R, & — ajx +ag avec a; # 0 (donc A~1 existe). Par
(2.2), 1l est facile de voir que si V) = RgA 4+ QavV A4, avec

m — ag

Aatm) =2 (B22) = A m) .

alors il existe 1 = Ao o telle que A 4(p1(m)) = A(p(m)).

Puissance. Soit p dans Ap et soit hp : R — R,  — pz (donc h;l = hl/p
existe car p # 0). Par (2.3) et ce qui précéde, il est immédiat que si

VE, = RpAp + Qp/Dp, avec

m

Aptmy =2 () = A4 (m)

alors il existe p2 = hy 0 ¢ telle que Ap(pa(m)) = A(p(m)).
ii) C’est une conséquence immédiate du théoréme 5.2. 0

Nous terminons cette section par les observations suivantes.

1) Les castes 1, m, m? formées d’éléments de My, M3, Sg, S3 et Sy
(ol S4 est définie d’une maniére analogue & S3) sont bien connues
maintenant a ’exception de Sjy.

2) La caste 1 — m? est rare dans la littérature. Le seul type a4 ma
connaissance est le type trimonial de Babel : exemple 2.2 avec 0 <
a <1

3) Les castes m? + 1 et m? — 1 dont les éléments sont assez nombreux
dans la nature pourraient étre décrites par le concept de réciprocité
(ex. 2.7).
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5. Géométrie des castes

Dans cette section, nous donnons la structure géométrique dans R3
(théoréme 5.2) des castes de grand-Babel; c’est un résultat préliminaire
au principal (théoréme 6.2) de ce travail.

Soit A un polynéme de degré < 2 positif sur un intervalle ouvert non
vide I tel qu’il existe une f.e.n. F de grand-Babel ayant VF = RA +QVA
sur Mp. A est donc une forme quadratique définie positive sur Mp. Ceci
conduit, & ’aide de diverses techniques de calcul de fonction variance de
grand-Babel (théoréme 2.1), & associer & A I'image d’une droite de R3 par
une forme quadratique.

Considérons donc l’espace R muni de la stucture euclidienne canonique
orientée (i.e. {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} est une base directe orthonormée)
et définissons les deux formes quadratiques ¢ et ¢ sur RR3 par : pour tout
¥ = (a,b,c),on a

g(&) = b2 —dac et §(&) =b%—ac. (5.1)

(Les signatures de ¢(&) = b2+ (a — ¢)?2 — (a + ¢)? et de §(&) = b +
((a - c)/2)2 = ((a - c)/2)2 sont (+,+,—).)

Notons alors par ¢( - ; - ) la forme polaire de ¢, on peut vérifier directement
que

GEND = (oF ) —a@a@, VE FER. (5.2)

Cette égalité fondamentale (5.2) qui relie les deux formes quadratiques ¢
et § est semblable & 1’aire du parallélogramme de cotés &, i dans R3 :

|zA gl = a*1a” - (2.5
ol (-, -) est le produit scalaire canonique de IR3.

Plus généralement, si ¢ est une forme quadratique sur un espace euclidien
orienté E de dimension 3, il existe une unique forme quadratique ¢ sur E
telle que

@AY = (o 9)° - d @@ -

Une maniére expéditive de le voir est de choisir une base orthonormale
directe de E telle que ’endomorphisme symétrique de E associé & ¢ soit
diagonal dans cette base. Si cette diagonale est (A1, A2, A3) 'endomorphisme
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symétrique associé a ¢ sera diagonal dans la méme base, avec pour diagonale
(=A2A3, —A3A1, —A1A2). Pour le voir il suffit d’observer 1’identité :

— A2A3(z2ys — x3y2)2 — A3X1 (z3yr — x1y3)2 ~ Mz (z1y2 — 3523/1)2 =
= (Mz1yr + Aozaye + )\3r3y3)2 +
- ()\123% + Aoz + /\395:%) (/\1!1% + A2y5 + /\3y§> .

Revenons aux formes quadratiques g et § définies sur R par (5.1). Remar-
quons d’abord qu’il est facile de vérifier directement que la transformation

R x IR® —R®, (&,81) — (¢(80), q(€0; 1), q(&1))

est surjective (méme pour €p et €] linéairement indépendants). Donc, étant
donné le polynéme A, il existe toujours (éy, 1) indépendant dans R3 tel
que

A(m) =q(ép + mé1), YmeR;

notons alors Ba ’ensemble des générateurs possibles (€p, €7) de A. Pour
tout (€p,€1) dans Ba avec (ép A €1) = (e, 3,7), on définit les quantités
suivantes :

~ 2/ n S
d:=G@Eo &) et ?::{ﬁ [av siay #£0 (5.3)
o0 sinon.

La proposition suivante montre la dépendance par rapport a A de ces
derniéres quantités d et 7.

PROPOSITION 5.1.— Soit A(m) = dg + dym + dom? avec d; € R,
i =0, 1, 2. Pour tout (€y,€1) dans B, on a :
i) q(éo A é1) = (1/16)q(do, dy1,d2), c’est-a-dire d= JA dépend unique-
ment de A et non d’un couple particulier (€y,€1) de Ba ;
i) 7 ="7g gz dépend uniquement du plan 'H engendré par (€g,€1) de

Ba.

€0,61

Démonstration
i) Puisque A(m) = ¢(€p + mé1) = ¢(&o) + 24(€o; €1)m + ¢(€1)m?, on a
- o \\2 - —~
a(do, d1,d2) = 4{ (a(20; &))" — a(@0)a(@)} ;
1, on obtient le résultat.

et donc par la formule (5.2) avec ¥ = ép et § =
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ii) Pour tout (&, €]) indépendant dans Hg, g, il existe A # 0 tel qu’on
ait €J A €] = Ay A é1); d'ot r-—: g = =Tz, -0

Ezemple. — Soit A(m) = m? + 1. Si on prend ép = (1,0,—1/4) et
&1 = (1,4/2,1/4), on vérifie que

Mais si on considére & = (1,1,0) et &' = (1,14 V2, (1+2V2)/2), on

aura alors

1 2 1 2
e -.”)EBA, -oér/\-.lu_( +2\/—, +\/_,\/§)7’:,\(é’0/\€1),

€, €6 2

et enfin

~
Ton on =

€0 161 2

Pour énoncer enfin le principal résultat de cette section, notons par :

eC={Fe IR3 | ¢(F) = 0} le cone isotrope de g,

o Cext = {7 €R3 | ¢(Z) > 0} l'extérieur de C,

ot ={7¥=(abc)ER?|g(F) <0et a+c>0};

o (. = {#=(a,b,c) €R®| ¢(&) <0et a+c< 0} les deux parties in-
térieures de C.

Nous désignerons aussi par Dg, ¢ la droite {é0 + méy | m € R}, Hey o
le plan engendré par (€p,€1) et passant par l'origine, et B} I’ensemble des
(€0, €1) de Ba tels que si (o, 8,7) = ép A €7 alors a8y # 0 (dans ce cas la
quantité 7 définie en (5.3) est un réel non nul).

et soit (€p, €1)

THEOREME 5.2.— Soit A un polynome de degré < 2
t 7 définies en (5.3).

dans B} auquel on associe les quantités réelles d et
Notons D =Dy, ¢ et H="Hg ¢ - Alors :

- 783 -



Célestin Clotaire Kokonendji

A) ily a équivalence entre :
1) A est dégénére,
i) d=0,
i) T =1,
1) H est tangent a C,

v) ou bien D est paralléle d la génératrice G de C contenue dans H et
A est de caste 1,

ou bien D coupe la génératrice G et A est de caste m? :
B) il y a équivalence entre :
i) A est de caste m? +1,
i) d<0,
w)0<r<l,
w) H\ {0} C Cext,
v) D C Cext;

C) iy a équivalence entre :
i) A est non dégénéré et n'est pas de caste m? + 1,
i) d>0
wi)r€e]—00,0[U]L, +o0[,

i
=/

A)
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w) H coupe symétriquement Cry en deuz droites Gy et Go de C,
v) ou bien D est paralléle ¢ Gy ou Ga, et A est de caste m;

ou bien D coupe G1 et G3 avec DﬂCi;t #0ouDNC, #0, et A est
de caste m? —1;

ou bien D coupe Gy et Gy avec D ﬂCi;t #0etDNC, # 0, et A est

de caste 1 —m?;

D) si Aq(m) = m2A(1/m), on a (&1,&) € B, -

\V

<)
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Remarque.— Le point D) du théoréme 5.2 permet donc de déduire
facilement (a travers les exemples de figures ci-dessus) la proposition 4.2 ii).

Démonstration du théoréme 5.2.— Notons €; = (a;,b;,¢;), i = 0,1 et
e Aér=(a,8,7)
A) i)¢ii) : Immédiate d’aprés la proposition 5.1 i).

ii)iil) : Immédiate d’apres 1’égalité c?/(a’y) =7 —1,car ay #0.

ii)=-1v) : Supposons d= 0, c’est-a-dire 32 = ay. Pour montrer que H est
tangent a C, il suffit de montrer que la forme quadratique ¢ restreint a H
est dégénérée de signature (+,0). En effet, soit & = (21, 2, z3) dans HNC,
c’est-a-dire (a'z', éo A é'1> =0 et ¢(Z¥) = 0, ou encore

ary + fBra +ye3 =0 (%)
a,% — 4123 =0. (%)

Puisque 3 # 0, (%) implique que
-1
zg = F(Qxl + yz3).

Et donc, par (*), la forme quadratique g restreint & H (d’une maniere
générale) est

(%) = 25 — dz123
_ 1
T

_ 1 of ay—287 (=
_ﬂ_Z(xl 133)<a,7._262 72 )(133)

et de déterminant est

(a2x% +2(ay — 28H)z 23 + 721,'%)

8% det[q] = 4(ay — B°)
= —4g(ég N é7).

D’ou, sous I’hypothése 82 = oy, la forme quadratique q| est dégénérée de
signature (+,0).
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iv)=v) : Supposons H tangent a C. Puisque
D:{é’o+me1 |m€R} CH

avec A(m) = ¢(€o + méy) = (do + mdl)z, on a donc :

e ou bien di = 0, c’est-a-dire ¢(€1) = 0; d’ott, D est paralléle 4 la tangente
G a C contenue dans H;

e ou bien d; # 0, c’est-a-dire ¢(€1) > 0; d’olt, D coupe G.

v)=ii) : Sous I’hypothése v) A est dégénéré. Donc, la proposition 5.1 i)
implique que d = da = 0.
B) i)<»>ii) : Immédiate d’apreés la proposition 5.1 1).

il)&iil) : St d= 5% —ay <0, cest-a-dire 0 < 82 < ay, on a évidemment
7= B%/(ay) € ]0, 1[; et, réciproquement.

ii)<>iv) : Puisque d’aprés (5.4) la forme quadratique g restreint & M \ {0}
est de signature (4, +) si et seulement si —# = ay — 32 > 0, on en déduit
cette équivalence.

iv)&v) : Triviale (car D C H \ {0} et H = (0,D)).
C) i)<ii) : Immédiate d’apreés la proposition 5.1 i).
ii)<ii) : En effet, puisque afy # 0, on a

2
ﬂ2>a7>0¢>?:g—€]1,+oo]
d:ﬂz—a7>0 & ou 7 )
;82>a7etay<0<:>?:g—7€]—oo,0[

D’ou I’équivalence montrée.

i)<iv) : Clest acquis car cette équivalence se traduit comme suit : la
forme quadratique g3y est de signature (+,—) si et seulement si —d =

ay — 32 < 0 (voir formule (5.4)).

iv)<v) : Cette équivalence est immédiate aprés avoir observé les trois
points suivants, avec

A(m) = q(éo + &) = do + dym + dym? .

1) A est de caste m < da =0 et d>0& €1 € C. Bien entendu on peut
avoir en plus dg = 0, mais dans ce cas €p € C n’est pas colinéaire a €7.

- 787 -



Célestin Clotaire Kokonendji

2) A est de caste m? — 1 < dy > 0avecd > 0 < €1 € Cext avec
H N Cmt # 0 < D coupe une seule nappe (Cy,,, ou Cit.) de C.

3) A est de caste 1 ~m? & dy < 0 avec d > 0 © & € Cpp avec
H UCext # 0 < D coupe les deux nappes de C.

D) Trivial. O

6. Théoréme de caractérisation

Cette section est consacrée & la caractérisation (théoréme 6.2) des f.e.n.
de grand-Babel & A fixé. Pour cela nous avons besoin de préliminaires en
théorie bayésienne des familles exponentielles. Commencons par la définition
d’une famille exponentielle générale sur R™.

Soit un espace mesuré (2,£, v) et une application  : Q — IR” mesurable
telle que la mesure image t.v = p (de v par t) est un élément de M(R™).
Alors I’ensemble F(t,v) des probabilités sur Q :

v(dw)

P(6,t,v)(dw) = exp {(6,t(w))} L0’

(6.1)

quand 6 varie dans ©(p), est appelé la famille ezponentielle générale (f.e.g.)
engendrée par (t,v). Dans ce cas, F(p) = F(t«v) est appelée la fe.n.
associée a la fe.g. F(t,v).

6.1. Théorie bayésienne

On considére deux espaces métriques séparables munis de leur tribu de
Borel (A,0(A)) et (X,0(X)). Un noyau de transition K = (KA)/\eA de A
vers X' est une application (X, S) — K,(S) de A x X — [0, 1] telle que :

i) A+ R,(S) soit o(A)-mesurable,

i) S — K (S) soit une probabilité.
On munit Pespace (A,O’(A)) d’une probabilité II dite a priori, ce qui
équipe I’espace produit (A x X, o(A) ® o(X)) d’une probabilité Py définie

par

Pri(d), ds) = II(dA) K (ds) . (6.2)

En d’autres termes si (X,Y) est une v.ade A x X’ telle que Py = Loi(X,Y),
alors Loi(X) =l et Loi(Y | X = ) = K.
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L’idée bayésienne consiste alors, en partant de la loi de probabilité
Pnp = II @ K définie en (6.2) sur un produit A x A de deux espaces
mesurables, d désintégrer ce P suivant X, c’est-a-dire a introduire :

o la mesure image Wy de Py par (A, 8) — s,
e un noyau de transition o= (ﬁs)s ex de X vers A tel que

Pr(dA, ds) = Wip(ds)IT5(dA) . (6.3)

Ce noyau de transition II est unique dans le sens suivant : si II’ =
(ﬁ’s) scx @ laméme propriété, alors 1" = 1T, presque sirement par rapport
a Wr. La probabilité ﬁs(d)\) est appelée la loi a posteriori sur A (en ayant
observé s de X').

Aprés ces notions de probabilités a priori et probabilités a posteriori
sur ’espace des parameétres A, définissons ce qu’est une “famille a priori
conjuguée” . En statistique bayésienne, c’est un critére de sélection judicieux
des lois a priori (étant donné un noyau de transition).

DEFINITION 6.1.— Soit K = (K/\)AGA un noyau de transition de A
vers X et soit F une famille de probabilités a priori Il sur A. Alors F sera
dite conjuguée @ K si pour tout Il dans F et pour toute observation s dans
X, la probabilité a posterior: I, est encore dans F presque surement par
rapport ¢ Wrg.

6.2. Deux exemples de famille conjuguée a
une famille exponentielle

e En pratique on part d’un modéle exponentiel naturel F = F(u) sur R™
comme noyau de transition, et on se contente de considérer pour ce premier
exemple la famille F des lois a priori II sur ©(m) suivante :

«) on se donne une mesure positive v(df) sur O(u) telle que si ¢t : § —
(6, —ku(8)), alors p := t,w € M(R™t1); (ainsi la f.e.n. associée F(p)
est concentrée sur le graphe de ¢ restreint & O(u));

B3) on définit alors pour tout (p,z) € R x R™ avec (p,z) € ©(p) :
[(df) = [, »(df) = K(p, z) exp{ (0, z) — pkn(6)}v(dF), (6.4)

ou K(p,z) est la constante de normalisation; on remarque que
{pe | (p,z) EO(p)} est une fe.g. avec @ = O(p) et t(f) =
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Diaconis et Ylvisaker [6] prennent v(df) = 1g(,)(f) df et montrent en
plus que si F' = F(p) est steep (i.e. le domaine des moyennes Mf de F est
égal a l'intérieur de I’enveloppe convexe fermée du support de F), alors

@(p):){(p,a:)EIRlen|p>0etx€MF}.

Autre choix : Jeffreys [11] a considéré v(df) = 4 /k};(f)df si n = 1.

On observe alors que pour tout v satisfaisant ()
F= f(l/, /1) = {prl' | (p,x) € @(t*lj)}

est conjuguée & F = F(u). En effet, puisque pour tout I = I, , € F et
pour toute observation Y € R”

Mpe(d6)Pri(6, 1) (dy) =
= K(p,2)exp{(d. 2 + ) — (p+ 1)ku(6) }r(df)nu(dy) .

On en déduit facilement que

Iy = Up41,04y
est dans F presque slirement par rapport a

K(p, )

i T )

p(dy) -

e Le second exemple est celui qui est important pour la caractérisation des
f.e.n. de grand-Babel.

Soit un polynéme T de degré < 4 et un intervalle ouvert J C R ne
contenant pas de zéros de T'. Soit

A= (X)) = (ug(A), ur(A), ug(A))

I'application de J dans R? telle que le graphe de @ soit la courbe gauche
Cr de R® de vecteur tangent @'(\) = (A%,),1)/T()). L’application @ est
définie & une constante additive prés. Soit également une mesure positive v
sur J telle que p = v € M(R3) et considérons la f.e.g. F de probabilités
a priori II sur J définies par

M(dA) = T (d)) = K(A)exp {(m) : 71’)} v(dA), (6.5)
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ot 4 € O(p) et ou K (_Z) est la constante de normalisation. Une écriture
plus détaillée de (6.5) avec A = (a,b,c) est
H(d)‘) = Ha,b,c(d’\)
= K(a, b, ¢)exp{auz(A) + bui(A) + cug(A) pr(dX).

Comme exemples de polynoémes T remarquables associés a v(dA) = dA,
citons :

1. La famille gaussienne inverse généralisée

On prend T(A) = A2 et J = ]0, 400 [. On voit alors que la famille F de
probabilité a priori Il =II, 3 . avec

I, 5.0(d)) = K(a, b, ) el 1y L (3 da

est la famille gaussienne inverse généralisée si a < 0 et ¢ > 0. Rappelons
que la gaussienne inverse classique est obtenue pour b = —3/2.

2. Les familles hypergéométriques

On prend T(A) = A(1 — A)(1 — Az) avec z < 1 et J = ]0, 1[. On vérifie
que F, définie par

M, o(dN) = K(a,b,0)AP71(1 = 2271 (1 = Az) ™% 139 4((A) dAA,

est une famille hypergéométrique avec a > 0 et ¢ > b.

3. Autres exemples

T(A) = A2(A%2 = 1) sur J = ] 1, oo fournit une famille 7 de distribu-
tions simplexes due & Seshadri, T(A) = A3 et T(A) = Asur J = ]0, +oo]
donnent respectivement des exemples dus a Larcher et Haphen [26].

Ensuite on considére (comme noyau de transition) une f.en. sur R
F = F(u) = {P(\, p) | A€ J} telle qu’il existe une droite D = Dg, & =
{éo+ & |z €R} de IR3 vérifiant ceci : si p = @.u avec u € Bp et
v:R—D, £+ &+ xé1, on a alors

/ exp{auz(X) +bui(A) + cug(A)} p(da, db, de) =1, VAeJ,
D
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ce qui est équivalent a
/D LN Ty =1, Vres

ou encore

Le(d(A)’€°+$€l)u(dx) =1, VielJ. (6.6)

Dans ce cas la famille F des probabilités a priori (6.5) est conjuguée a
F = F(p), o p satisfait (6.6). En effet, puisque pour tout Il = Il € F et
pour toute observation ¢ € R :
M7 (d) P, p)(dz) = K(A) T 4) IR0 (d ) u(de)
= K(A) {8 A+&+28) (40 u(de)

(car (6.6) implique que 8(x) = (u(}), €1) et —k,(8(X)) = (@), &)). On
en déduit aisément que la probabilité a posteriori correspondante

est dans F presque sirement par rapport a

K(A)

Wh(dz) = —
m(dz) K(ZA + 8+ 281

p(de).

Cet exemple est da essentiellement & G. Letac qui a étudié avec S. K.
Bar-Lev et P. Enis un probléme plus général. Ainsi, on peut consulter le
travail original [3] (ou encore [22]) sur le fait qu’étant donné (T'; ép,€1),
I’ensemble des p € M = M(R) satisfaisant (6.6) est souvent vide.

6.3. Caractérisation des f.e.n. de grand-Babel

Voici maintenant notre résultat principal (nous gardons les notations
introduites & la section 5) :

THEOREME 6.2. — Soit T un polynéme de degré < 4, J un intervalle
ne contenant pas de zéro de T et @ : J — R> telle que sa dérivée soit

o [ A A 1
T = (To) T m)> '
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Soit (€p,€1) un couple de vecteurs indépendants dans R3 tels que les
quantités det? correspondantes et définies en (5.3) soient respectivement
dans R\ {0} et R. On note A(m) = Ag z (m) = q(&o + me1) avec q défini
en (5.1).

Supposons qu’il existe p dans M vérifiant

L exp {{€o + z€1, @A)} p(dz) =1 (6.6)

pour tout A dans J. Alors F = F(u) est une f.e.n. de grand-Babel non
dégénérée avec Vi = RA + QVA sur Mp.

Inversement, si F est une f.e.n. de grand-Babel non dégénérée avec
VF = RA + QVA sur Mg et si on considére (€g,¢)) dans B tels que
de plus la quantité associée ¥ n’appartienne pas d {2, (3 £/5)/2}, alors
il existe un unique polynome T de degré < 4 tel qu'il existe y dans Bp
vérifiant (6.6).

Avant de faire la démonstration, voici une série de cinq remarques.

Remarques

1) Un résultat analogue pour caractériser les f.e.n. de grand-Babel dégé-
nérées (i.e. de Morris-Mora) est donné par Letac [22, th. 4.2]. Il suppose
que le polynéme T est de degré < 3 et, puisque c’est commode de travailler
dans un plan pour le cas dégénéré (voir théoréme 5.2. A)), il considére le
plan euclidien orienté R? et donc @ : J — R? est tel que

a’up(ﬁ,ﬁ), Vield.

2) Une interprétation de la réciprocité des f.e.n. de grand-Babel dans ce
cadre de caractérisation est donnée par le résultat suivant.

COROLLAIRE 6.3.— Soit F une f.e.n. de grand-Babel. Si (T; €p,é€1)
définit F comme dans le théoréme 6.2, et s1 Fy est la f.e.n. réciproque de

F, alors (T'; €1,€p) définit Fy.

Démonstration du corollaire 6.3.— Soit (i, 1) dans Bg x Br, un couple
réciproque tel que (6.6) soit satisfaite pour u avec (T'; €p, €1). On a, pour
tout A dans J,

k(& 7)) = (Ao, TN
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Puisque —k, (—ky, (9)) = 6 pour des 6 dans ©F(u), on en déduit (aussi &
I’aide du théoréme 5.2 D et par prolongement analytique) que

—ky, ({80, @A) = (&1, @A), VArelJ.
Autrement dit, (6.6) est satisfaite pour uy avec (T'; é1,€p). 0
3) () est définie & partir de T'(A) & une constante additive T eR3 prés;

cette constante change p (s'il existe) en ', mais on a F(u) = F(p'). En
effet, puisque p et ' de M vérifient (6.6), c’est-a-dire pour tout A € J :

1= /IR exp {(é’g + xé7, i(A))} p(dz)

- /IR exp { (0 + 21, 03 + T) b (da).

Il est clair que pour tout A € J :
[ewp {0 d) = -
exp (€0 +xe1 ., u plde) = ——
IR #(R)L,((E1, C))

est une constante réelle positive; il existe donc a, b € R tels que p'(dz) =
e+ (de) et done F(u) = F(u').

4) Changer

<A2 A 1 ) . (32(,\) Bi1()) Bo(/\))
T(A) T\’ T(X) TN TN T )

ol B3, By, Bg forment une autre base de I’espace des polynomes de degré
< 2, revient a faire une transformation linéaire de R3 et & modifier €y et & ;
cela ne fournit donc pas une généralisation du théoréme 6.2. On décide de
fixer le polynéme T et la courbe gauche Cp = #(J), et de faire bouger €y et
€1. Pour ce fait, la partie inverse du théoréme 6.2, telle qu’elle est énoncée,
nous permet d’échapper aux trois valeurs nuisibles 2, (3 £ v/5)/2 de 7 grace
a la proposition 5.1 1i).

5) Dans ce théoréme 6.2 de caractérisation de la classe de grand-Babel, il est
clair que A dépend uniquement de (€p, €1) étudié en détail dans la section 5;
et donc, il est raisonnable que les polynomes R et @ a cing parameétres
dépendent du polynéme T & cinq parameétres aussi. Ainsi, la partie inverse
du théoreme 6.2 ne fait que mesurer la qualité de la correspondance entre
les polynomes T et (R, Q). Autrement dit, le sens inverse du théoréme 6.2
montre dans quelles conditions le procédé (du sens) direct pouvait atteindre
toutes les f.e.n. de grand-Babel.
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Démonstration du théoréme 6.2
Sens direct. Notons 8;()) := (&, @(X)), i = 0, 1. I est clair que les 6;(}),
i =0, 1 sont analytiques réelles sur J; et donc (6.6) implique que

ku(81(X)) = —bo()
est analytique réelle sur ©(u) D #;(J). Par une premiére dérivation de k,,
la moyenne m(\) = kj, (61())) donnée par
_ o)
1()

m(A) =

est analytique réelle sur J' = {A € J | 61()) € ©(u)}; et par une seconde
dérivation de k, la fonction variance Vi, (m(X)) = kj;(61()) restreinte a

M= m(J') est donnée par :

/ 0!/ /\ _ !
() = B 1((9)1 (;;3(»91(»

Si nous désignons par (a;, b;,¢;) := &;, i = 0, 1, les coordonnées des €&;
dans la base canonique de R®, on a pour tout A € J :

(6.7)

1) = B ) = a A2 bd e i
6;(X) = o avec P(A)=a X +bA+¢ i=0,1,
et Po()
_ _ _to
m=m(A) = PV (6.8)
Donc, (6.7) devient alors
Po(M)PI(A) = PV PV
VE(u) (m(Y)) = ; ),
. (PO
et &4 I’aide de (6.8) on peut encore écrire
P M)\ 2T\
Vp(u>(m):—(P6+mP{)( 1§ )) —A%l (6.9)

Soit (a, B,7) := € A €1 et soit A(m) := ag + may, B(m) = by + bym,

C(m) := cg + mecy une paramétrisation affine sur R de la droite D =
{é0 + méy | m € R}. 1l est alors facile de vérifier que A = Az 7 s’écrit
A(m) = B%(m) — 4A(m)C(m), ¥V m. (6.10)
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L’orthogonalité de €y A €, avec D se traduit par
aA(m)+ BB(m) +yC(m) =0, Vm, (6.11)
et la formule (6.8) devient
A A(m)+AB(m)+C(m)=0, VielJ'. (6.12)

Par conséquent, pour ¢ fixé dans {~1, 1} et deux intervalles ouverts J; C J
et My C M tels que
-B+eVA

A=A(m) = 52

définit une bijection de M sur Jq, on a

_—B—E\/Z

A_l
2C

et donc
Pi(})

A

=aA+b; +epd7!

_C—aA+ eBVA
- 2AC '

En introduisant d = 6% — oy, qui est # 0 par hypothése, on peut vérifier
directement & partir de (6.10) et (6.11) qu’on a

(YC - ad)® - B2A = 4dAC .

Ainsi, on trouve finalement

-1
(@) = 513(70 —ad—epVA). (6.13)

Par ailleurs, on peut vérifier successivement que

(Po+mP))—=A=(224+B)? - A
=44(AN2A+)B+C)
=0.

D’ou,

Pi+mP] =eVA.
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Finalement, & partir de la derniére égalité ci-dessus et du carré de (6.13),
Iexpression (6.9) de Vp(,)(m) devient avec TA)/A? = 12X + 1A + 1o +
t_lx\_l +t_2/\_2 :
, 1
Vr((m) = = <—2ﬁ(7C —ad)A + (vC — ad)? + 62A)5\/K) X
X (t2A2 +t A +tg+t_g a7t +t_2A"2) :
(6.14)

Il faut maintenant montrer que les coefficients de 9, t1, tg, t—1, t_2 dans
(6.14) sont de la forme RA + Qv/A ot R et Q sont des polynomes en m de
degrés < 1 et < 2 respectivement.

Notons que le coefficient de tg est de la forme requise (rappelons qu’on a
explicitement la forme des fonctions variances reliées a la famille gaussienne
inverse généralisée avec T(\) = A?). Il suffit alors de faire les calculs pour
les coefficients de t5 et 1, puis on déduit en interchangeant A et C', € et —¢
pour obtenir les coefficients de ¢t et 1_7.

Puisque afy # 0 (par hypothése), nous simplifions la notation en

introduisant

a::%A et c::-;-C.

Ainsi —B = a + ¢ puisque 7 = 3?/(ay), on a

A:(a+c)2—4Fac et ,\:%M.
a

Tout calcul fait, on obtient a une constante multiplicative preés les coeflicients
de ty. t1, tg, t_1, t_o comme polynomes de a et ¢ suivants;

2
:?tz :2(a+ (1 —27)e) A + (a2 + 2(1 — 2P)ac + (1 — 27 + 27%)c?) eVA

2—,\151 (@ =7F)A + (a® + (1 — 3F)ac + 7¢?) VA
%to :(a - ¢)A + (a* = 2Fac + *)sVA

%t_l ((—Fa+ ¢)A = (Fd® + (1 = 3P)ac + ¢*) eVA
a2

2
i 2((1 — 2M)a + ) A — ((1 — 27 + 72)a® + 2(1 — 2P)ac + ) eVA.

Ce qui achéve la démonstration du sens direct.
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Inversement. Supposons que VF = RA + QVA soit une fonction variance
d’une f.e.n. F de grand-Babel non dégénérée. Soit (€p, €1) dans B tel que
7 soit différent de 2 et (3 & v/5)/2. Il s’agit de mesurer la correspondance &
caractére biunivoque de ce procédé (sens direct du théoréme 6.2) entre T et
(R, Q). Cela nous conduit tout d’abord a montrer que :

i) a = (a/B)(ap + ma1) et ¢ = (v/B)(co + mcy) constitue une base de
I’espace P des polynomes en m de degré <1,

ii) (a2, ac, c?) est une base de l'espace Py de polynémes en m de degré
< 2.

En effet, i) est acquis car

a 7
a0 —S°
8 g8 oy
det(a,c) = gal ch =-7 #0.
B B
Pour ii), on a besoin du lemme suivant.

LEMME 6.4.— Soit A et B deur vecteurs de Uespace Py des polynomes
de degré < 1 et soit n € N*. Si A et B sont indépendants dans Py alors
An AR An=kBk . B7" le sont dans Uespace P, des polynémes
de degré < n.

Démonstration. — Si on considére la base canonique (1, m, m?, ..., m")

de I’espace P, le résultat énoncé est immédiat par une vérification (e.g. par
récurrence sur n € N*) de la jolie formule :

n{n+1)
det(A™, A"7'B, ..., AB™™!, B") = (det(4,B))” 2 .0

Revenons 4 ii). Puisque a et ¢ sont indépendants dans Py d’apres i), le
lemme 6.4 s’applique avec A = a, B = c et n = 2. Ainsi découle ii), c’est-a-
dire (a2, ac, ¢?) forme une base de I’espace P, des polynémes en m de degrés
< 2. Par conséquent, la matrice :

2 2(1 — 27) £ €2(1 —27) (27?2 =27+ 1)
1 -7 € e(1 - 37) er
G= 1 -1 € —e27 13
-7 1 —e7 e(3r—1) —¢
2(1 — 27) 2 e(2F =72 —1) €227 -1) —
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issue de la formule (6.15) a pour déterminant

det G = —8(F — 1)}(F—2) [ 7= %5 . #5
Puisque par hypothése on a aussi 7 # 1 & cause de la non-dégénérescence de
A (théoreme 5.2 A), la matrice G est inversible. D’ou, I'inversion du procédé
T — (R, Q). Ceci achéve la démonstration du théoréme 6.2. 0
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