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Perturbations singuliéres de problémes aux limites,
non linéaires,
“paraboliques dégénérés-hyperboliques” ()

MaRIE-JosEE Jasor()

RESUME. — On étudie ici, dans un domaine borné, un probléme de
perturbations singuliéres pour une classe d'équations paraboliques non
linéaires dégénérées du second ordre lorsque les effets de la diffusion
sont négligeables devant ceux de la convection. Ce travail est effectué
pour des conditions de bord de type mélé. On établit, dans un espace
approprié, la convergence de la suite de solutions de ces problémes vers
la solution entropique du probléme hyperbolique non linéaire du premier
ordre. Compte tenu du caractére non linéaire de 1’équation et du type de
condition au bord considéré, les estimations obtenues sur cette suite de
solutions sont de type local. On utilise pour cela la notion de fonctions &
variation bornée et une classe de fonctions, introduite par F. Mignot et
J.-P. Puel pour étudier des problémes hyperboliques linéaires du premier
ordre, ayant pour principale propriété celle de s’annuler dans un voisinage
de la surface définissant la couche limite.

ABSTRACT.— This work is devoted to singular perturbations problems
in some bounded domain which are governed by degenerated nonlinear
parabolic equations of the second order. Diffusion effects are negligible
front of convection effects and mixed boundary conditions are taken into
account. In an appropriated space, we establish that these “parabolic”
solutions converge to the entropic solution of the associated hyperbolic
reduced problem. Then, the principal difficulty is to find sufficient esti-
mates allowing the above result. In that aim, we specially use a space
of functions having bounded variation and a certain class of functions
introduced by F. Mignot et J.-P. Puel in order to study linear hyper-
bolic problems of first order whose principal property is to vanish in a
neighbourhood of the boundary layer surface.
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0. Introduction

Ce travail a pour objet I’étude de probléemes de perturbations singuliéres
pour les équations paraboliques dégénérées :

0S5,
ot

lorsque E dérivée de A s’annule au plus en un ensemble fini de points de
[0, 1]. B est un champ vectoriel de R”, 1 < n < 3, de divergence nulle,
un domaine borné de R", de frontiére I' et T un réel strictement positif. Se
est supposée vérifier une condition de bord mélée soit :

CA(Se)

Se=0sur]0,T[ xTe, -E———=Osur]0,T[ x (T'\Te).

+div(w(S:)B) = c AA(S:) sur]0,T[xQ,e>0, (L)

En ingénierie pétroliére, ces équ itions fournissent un modéle simplifié de
P’écoulement de fluides (’eau et I ruile) incompressibles non miscibles en
milieu poreux, lors de la récupération assistée d’huile par injection d’eau.
Dans ce cadre physique, Sc représente la saturation réduite de Il’huile,
0<8 <1 —B est un gradient de pression, par exemple le gradient de la
pression globale fictive introduite dans [4], v la fraction de flux de l’huile et
la fonction A dépend de la différence de pression capillaire entre les phases.
Enfin, I'c correspond 4 la partie de I' ol sont implantés les puits d’injection
d’eau. Le coefficient € est en général petit (c.-a-d. les effets de la capillarité
entre les deux phases sont négligeables). Le cas limite € = 0 correspond 4 la
situation ou les effets de la capillarité sont totalement négligés. Le but de
notre étude est donc de comparer le modeéle obtenu lorsque € est strictement
positif ot (1¢) est une équation parabolique dégénérée, au modele obtenu
lorsque ¢ = 0 ol (1p) est alors une équation hyperbolique non linéaire du
premier ordre. Divers travaux ont été publiés sur I’étude du comportement
de la famille de solutions (Se)€>0 quand ¢ — 0% dans le cas ol au moins
I’une des deux applications A ou v est linéaire. Cependant, dans le cas
doublement non linéaire et dégénéré envisagé ici, cette étude n’a été faite,
3 notre connaissance, que pour 2 intervalle réel [15] ou pour des conditions
aux limites du type Dirichlet homogéne [9]. Le travail développé ici pour des
conditions aux limites de type mélé, mieux adaptées a la réalité physique,
s’étend en fait & d’autres types de conditions aux limites (par exemple
de type unilatéral). La classe des problémes pouvant étre traités par les
méthodes proposées est donnée en conclusion de cet article.

- 268 -



Perturbations singuliéres de problémes aux limites

Hypothéses générales et cadre fonctionnel

2 est supposé de classe 0(4)'1 [19]. 7" désigne le vecteur normal extérieur
défini en presque tout point de I'. On note

VtE]O,T[, Qt.:]o,t[XQ, Et=[0,t]xI‘
Q@=1]0,T[xQ, £=[0,T]xT.

B désigne un champ vectoriel de (C2(Q))™ qui vérifie : divE = 0. On
définit alors deux parties de ' :

oI_ = {.'c er| B-7w< 0} qui représente la;gartie de I’ ou les carac-
téristiques de I’opérateur hyperbolique v — B - Vv sont rentrantes,

o I'c une partie ouverte de I' qui contient la fermeture de I'_.

On suppose en plus que I'_ est de dI-mesure strictement positive. I'e est
donc aussi de dI'-mesure non nulle.

Enfin, les deux fonctions numeériques A et v vérifient les propriétés :

o v est lipschitzienne, croissante sur [0, 1], nulle en 0,

o A est de classe C! sur [0, 1], strictement croissante et nulle en 0.

V désigne ’espace {v € H1| vlr = 0} muni du produit scalaire :

(@ =X [ g ae= [ vuvves

ou la dérivation est prise au sens des distributions. ', étant de dI'-mesure
strictement positive, la norme induite par ce produit scalaire est équivalente
a la norme induite par celle de H*(Q). Identifiant L2(Q) & son dual, on
dispose des inclusions V C L?(Q) C V', linclusion de V dans L2() étant
continue & image dense. On note (-, -) la dualité V, V.

Pour terminer, on désigne par BV(Q) ’espace des fonctions localement
intégrables sur @ dont les dérivées premiéres sont des mesures de Radon
bornées sur Q. On rappelle que BV(Q) N L1(Q) est un espace de Banach
pour la norme :

lellgy azr = llullz: + TVo(w)
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ou

TVo(u) =

= sup{/QudiVsodwds, o= (01, .-, Pnt1) € (CE@Q)™, [l
et

ol = o, s (0 ).

On utilisera différentes propriétés de cet espace, et principalement la
i r q s s

compacité de linjection canonique de BV(Q)N L1(Q) dans L1(Q). On peut
trouver par exemple ces propriétés dans [2], [5] et [20]

Pour tout € > 0, on consideére le probléme variationnel (P¢) associé & (1)
défini comme suit.
DEFINITION. — Trouver S. telle que

0<8: <1 p.p. dans Q, % € L2(0,T; v,

(1)
A(S:) € L*®(0,T; V)N HY(Q), (2)
YVveV pp.te]0, T,
(% o) +el(aso + ®
—-/QV(Se)_ﬁ-Vvd:c+/ru(5'e)v—§-’ﬁ’da=0,
S.(0,-)=S p.p. dans Q @

ott Sg est un élément donné de V tel que 0 < Sp <1 p.p. dans Q

Le résultat principal, établi & la section 3, est la convergence dans L?(Q)
(pour tout p € [1, 400 ) de la suite de solutions (S.) 50 Vers la solution §

du probléme aux limites, non linéaire, hyperbolique du premier ordre relatif
a Péquation (1g) :

%‘j +div(¥(9)F) =
S|p=0

(1o)
S(0,-)=S p.p.dans Q
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satisfaisant la condition appropriée d’entropie. La notion de solution entro-
pique de ces problémes est définie dans [10] pour le probléme de Cauchy et
dans [2] pour le probléme aux limites avec conditions de Dirichlet lorsque
2 est borné. On sait que ces problémes ont des solutions peu réguliéres qui
sont obtenues par la méthode de viscosité artificielle et définies dans I’espace

BV(Q).

La difficulté essentielle est ici, de trouver des estimations suffisantes pour
la suite (S’s)€>0, afin d’établir ce résultat de convergence, les méthodes de [2]
n’étant pas directement applicables compte tenu du caractére non linéaire et
dégénéré de I’équation (1.). Aussi, de fagon analogue au cas unidimensionnel
[15] ou au cas de conditions aux limites de type Dirichlet homogéne [9],
on cherchera tout d’abord & la section 1 des estimations a priori pour le
probléme (1.) non dégénéré (c.-4-d. sous ’hypothése 36 >0,V re [0, 1],
A'(r) > 6). Sachant que le cas non dégénéré fournit une approximation du
cas dégénéré, on en déduit  la section 2 des estimations dans le cas dégénéré.
Cependant, les méthodes utilisées ici sont nouvelles vu les difficultés dues
au manque de régularité dans le cas multidimensionnel des solutions de (1)
associées & des conditions aux limites de type mélé. Aussi, on parvient &
obtenir des estimations de type local dans BV(Q) moyennant I’'utilisation
de fogc;,tions-poids décroissantes le long des caractéristiques de ’opérateur
v = B -V, introduites dans [18] pour étudier des perturbations d’équations
hyperboliques linéaires du premier ordre.

1. Estimations a priori dans le cas non dégénéré

Pour les raisons évoquées dans ’introduction, on va supposer ici que les
équations (1) sont non dégénérées. Cela revient & écrire (dans les sections
1 et 2 et uniquement dans celles-ci) que A’ vérifie :

36>0,Vrel0,1], A'(r)>S$.

On dispose, en utilisant les résultats de [6], du résultat suivant.

ProrosITION 1.1 (Existence et unicité). — Pour tout € > 0, le probléme
(P:) admet une solution unique Sc telle que :

S. € L®(0,T; V) et 885;5 € L¥Q). (1.1)
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En outre, si S¢ (resp. S.) désigne la solution de (P;) relative  la donnée
initiale Sg (resp. Sp), alors :

vielo,T], /Q (Se(t, 2)-5alt, )T de < /9 (So(z)-So(2) " dz (1.2)

Estimation a priori de 35. /0t dans L}(Q)
Il découle du résultat (1.2) et de sa démonstration le théoréme suivant.

THEOREME 1.1.— Si on suppose A(Sp) dans W21(Q), il eziste C > 0,
indépendante de ¢, telle que

Ve>0,Vhe]0,T[,Vte[0,T—h], |Se(t+h)=S:(t)|;. <Ch
‘ 1.3

08

5 <C. (1.4)

Leo(0,T;L1(Q)

Ve<l1, "

Estimation a priori de V3. dans (L] (Q))"

loc

Les résultats classiques de régularité sur les problémes elliptiques, (1.1)
et les travaux de O. A. Ladyzenskaya et N. N. Ural’Ceva [12] permettent
d’énoncer la propriété de régularité qui suit.

PROPOSITION 1.2.— Pour tout € > 0,
A(S:) € L* 0,T; H3/2"7(Q)) pour tout n > 0

et
AA(Se) € L3(Q).

De plus, A(S:) € L?(0,T; HX(S')) pour tout ouvert Q' inclus dans Q
vérifiant

Q' est conneze de classe Wq2, g>3
(P1)

Y CcQUT, etdQNAQY c T\ V(T \Te)
V(T'\Te) désignant un voisinage de I' \ T dansT.

Le manque de régularité sur @ de S. nous améne & prendre en con-
sidération VA(S,) au lieu de VS, et & chercher des estimations de type
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local & partir du résultat de régularité énoncé dans la proposition 1.2. Pour
occulter le manque de régularité de A(S.) au voisinage de I' \ T'¢, on intro-
duit la classe de fonctions ¢ définie par F. Mignot et J.-P. Puel [18], lide &
Popérateur linéaire v — B - V. Ces fonctions vérifient la propriété (A1) :

(i) e W2®(Q),0< ¢ <1, p.p. dans Q, et il existe 2'(¢) un ouvert
inclus dans 2 ayant la propriété (P;) définie & la proposition 1.2 tel
que suppp C

(ii) B - Ve <0 p.p. dans Q,

(iii)go:Op.p. sur {eT|B -7 >0}

Sous l’hypothéje (H)} “pour presque tout z de Q la caractéristique de

I'opérateur v — B - Vv passant par z rencontre I'_ ”, elles possédent aussi
la propriété suivante.

PROPRIETE 1.1

(1) Il existe un ensemble de mesure nulle Z C Q tel que, pour tout
z € (Q\ Z)UT_, il existe @ satisfaisant (A1) telle que p(z) # 0.

(i1) Il existe une suite ((pn)n satisfaisant (A, ) telle que (gon)n tende vers
1 partout sur I'_ et presque partout sur Q.

On obtient alors le résultat suivant.

THEOREME 1.2. — On suppose ’hypothése (H) vérifiée. Pour toute fonc-
tion ¢ vérifiant (A1), il existe C(p) constante strictement positive indépen-
dante de ¢ mais dépendante de ¢ telle que :

Ve<1, ”¢’2 VSE"(L”(O,T;Ll(Q)))" <C(p). (1.5)

La démonstration de ce théoréme longue et technique fait 1’objet de la
section 2.

2. Démonstration du théoréme 1.2

Il suffit d’établir le résultat lorsque A et v appartiennent & Cz([O, 1))
avec alors A~! dans C%([0, A(1)]) et par suite vo A™1 € C%([0, A(1)]).
En effet, I'utilisation de suites réguliéres approchant A et v permet ensuite
de conserver une estimation de VS, dans (L (0,T; L} .(Q)))" pour A et
v respectivement dans C1([0, 1]) et C°([0, 1]).
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On considére le changement de fonction u = A(S.) et on note

=471 e g=vol.

On se propose donc d’établir que, pour toute fonction ¢ venﬁant (A1),

@2 VSe (c-a-d. ¢? V¥(u)) est borné dans (L°(0,T; Lloc(Q))) indépen-

damment de ¢ et de la constante de viscosité 6. On fixe ¢ et ' un ouvert
satisfaisant (P1) tels que

suppp C Q' et T'\T.CQ\suppe
(avec I' = 8Q' et T, = I NT. de d[’-mesure non nulle). On pose ensuite :
eVtel0,T],
Q,=10,t[xQ, =] ,t]xI’

Q=10,T[xQ, ¥=_",T]xIMetX,=[0,T]xT;,
[

oV ={veHQ)|v IP"' 0},
e Zm = H™(Q') NV’ muni de la norme usuelle de ™ ('),
E=(61,...,&n) €ER™ tel que

n 1/2
€] = (Ze?) :
=1

e pour 1 > 0,

€l
In(|€|) '—'/0 sgy(r)dr,

ot sg, est ’approximation lipschitzienne impaire de la fonction sgo
définie pour r positif par sgn(r) = min(r/n, 1).

Pour finir, on introduit la fonction test w; définie pour presque tout ¢
dans ]0, T'[ par

0 2, . _ 9
w,—axj(gavj), Vi=1,...,n, avecv,_aﬁjIn(Wul).
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On remarquera que d’aprés la proposition 1.2, u|9, est dans
w(0,T; Zq, LA )) (ce qui n’est pas le cas de S.) et que par conséquent

p?v; € L2(0,T; HY(Q')) N L=(Q)

grace a la régle de dérivation des fonctions composées [5]. On remarquera
aussi que pour toute fonction v € L2(0,T; V), p%v € L? (0,T; HA(Q).

Pour établir I’estimation recherchée sur ¢? V¥(u), on considére 1’égalité
vérifiée par u dans L%(Q’) :

%\Il(u) + div(g(u)?) —eAu=0 (2.1)
que ’on multiplie scalairement par dans Z;‘___l w; dans L%(@}). 1l vient :

Z/ 5 Y(u)w; de ds +

7=1

n n
+Z/ div(g(u)?)wjd:cds—eZ/ Auw;jdeds=0.
5=1"@t =17@¢

(2.2)

On est conduit & transformer chaque terme de (2.2) par des techniques
essentiellement basées sur des intégrations par parties. L’objet des trois
lemmes suivants est de justifier les transformations effectuées sur chaque
terme de (2.2).

LEMME 2.1.— Vt€ ]0,T], on a
E / ~ Y(u)w;drds <
—~ JQ! ot
J=17%t

<~ / ¥ (u@®) I (| Vu(t)]) ¢ do + /Q W (u(0) I (|7 u(0)]) ¢? de +
+ (/Q lg—tw’(u) d:cds) g

Preuve.— On va démontrer (2.3), dans un premier temps, pour v €
D([0, T]; Z3). On pose :

—~ 0

wj = 8_ (925;) avec v =

(2.3)

a{ L(vv)), 1<j<n.
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Aprés une intégration par parties par rapport & la variable d’espace, ¥ étant
de classe C%,ona, Vte )0, T,

n a .
- E o 5 Y(v)w; dzds =
(2.4)

n
= -a— / _al 2.~ / 22
_‘;/‘atq’(v)ax‘, 14 U]dQ?dS'{"/éé‘I’ ('U)SO Bt In(lvvl)dzds‘

Ensuite, aprés une intégration par parties par rapport a t du deuxiéme terme
du membre de droite de (2.4) et aprés avoir remarqué que

VreeRY, 0<rsgy(r)—In(r) < g, (2.5)
on aboutit & (2.3) pour v € D([0,T]; Z3). On en déduit le résultat du
lemme gréce 4 la densité de D([0, T']; Z;) dans W(0,T; Z3, L3(Q)) et &

la continuité de I'injection de W(0,T'; Zz, L3(®')) dans C ([0, T]; V') (cf.
[14]).D

LEMME 2.2.— Vt€ ]0,T], ona
i —

2/ div(g(u) B)w;jdeds <
=174

n
9 —
S—ZL'Vy(u)a—B¢2vjdzds+
=1 t J

(2.6)
+ (/ |Vg'(u) - ﬁldz ds+/ |g'(0)§)-ﬁ’|dads) 7,
Q! I 2
/ —d
+2 [ wg'(u)I,(|Vu|) B - Vededs.
@
Preuve.— Dans un premier temps, on montre (2.6) pour v dans

L%(0,T; Zm), avec m > 3. La régularité de v entraine que g(v) €
L2(0,T; CI(W)). En intégrant par parties par rapport & la variable d’es-
pace, grace 4 la régle de dérivation de la composée d’applications [5] et au
fait que H1 N L est une algébre, on obtient V¢ € ]0, T],
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n
E/ div(g(v)?)@dzds:
j=1 Q:
—/ Vy'(v) - §¢2|Vv|sgn(|Vv|) dzds +
Q:
— | J@)*VI,(|Vy]) - B ded
Q,y(v)sp n(IVel) - B dzds (2.7)

—Z/ Vy(v) - ——-Bgo s deds +

+§ L, (956)- B)o?in;docs

Si on applique & nouveau la formule de Green au deuxiéme terme d second
membre de 1’égalité (2.7), il vient, Vt € ]0, T[,

—/ g'(v)goZVIn(IVvl) - Bdzds =
Q:
— 2 ’ =
= / K4 L (|Vv])Vg'(v) - B dzds +
@ (2.8)
+ 2/ 0g'(v) I, (|Vv|) B - Vpdz ds +
Q:

- / 70 I,(1Vv)) B - 7 do ds.
£

Par conséquent, les résultats (2.5), (2.7), (2.8), (A1), le fait que g soit
croissante et I’implication

vll’", =0= (5—; = gSn,- sur T, et |Vo| = '-g—:i

sur F;) (2.9)

permettent d’établir (2.6) pour tout v € L2(0,T; Zn,) avec m > 3. Pour
finir la démonstration de ce lemme, on utilise la densité de Z,, dans Z,,
donc celle de L?(0,T'; Zp,) dans L2(0,T'; Z3).0
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LEMME 2.3.— Vt€ ]0,T], on a

n
- Z Auwjdzds <

dcr ds + (2.10)

5/ AP I (|Vul) dz ds + C/
Q:
Ou

Oy
—2/ anL,(a )dads

avec C une constante strictement positive, dépendant uniquement de 2.

Preuve.— On démontre (2.10), dans un premier temps, pour v €
L2(0,T; Zm), avec m tel que H™(Q') C CHQ') (si on se réfere & [19], on
trouve qu’il suffit par exemple de choisir m > 4). En intégrant par parties
par rapport 4 z dans Q', on trouve pour tout t € ]0, T'],

—Z Aviv; deds =
j=1 Qt

n

-E / ( )go de:cds—E / Avgozé}-njdads.
. !
J=17"e

Si on effectue ensuite une intégration par parties par rapport a « pour le
premier terme du membre de droite de (2.11), on obtient, V¢t € ]0, T'],

Z/’ (8v><p v;drds =
/ \ VIn(IVvI)d:cds—Z / ( ) Vi deds..
+Z/' an(ax) 2*ulads

En falsant une autre intégration par parties par rapport & & pour le premier

(2.11)

terme du second membre et en tenant compte du fait que dp/On AT =0
€

(par choix de '), on obtient 1’égalité qui suit : V¢ € ]0, T'],

- / Ve? VI, (|Vv|) deds =
% 5 (2.12)

®

=/Q; AL (|Vv)) d:z:ds——2/2,e Y3 I,(|Vv|) do ds.
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Par conséquent, d’aprés (2.9), (2.11) et (2.12), on peut écrire, V¢t € |0, T'],

n
— Z Avw;deds =
L ov
=- E/ ' ‘P2V<W) -Viojdrds + / / AQ?I(|Vv|) dzds +
j=1 t J Qt

0 ov
-2/ B‘PI,,(

on

9% sgn ([0v/0n]) 3w
2[3%p _ 4,1 290 ([0v/3n]) Bv
+/z; 4 [3122 A”] Bofon] B 9748

On tient compte alors du fait que I, est une fonction positive et convexe
et du fait que, puisque v € L2(0,T; C%(Q')), on a I’égalité :
9%y v
— —Av| < Ci{=—
dn? Y1="13n
ou C est une constante dépendant seulement de I'. On en déduit que (2.10)

est vraie pour tout v dans L?(0,T'; Zy,). Comme précédemment, on conclut
a l’aide de la densité de L2(0,T'; Zy,) dans L2(0,T; Z5). O

’) dods +

p.p.t€]0,T[, p.p. sur I}

On va pouvoir maintenant transformer ’égalité (2.2). On obtient moyen-
nant 'utilisation des lemmes 2.1, 2.2 et 2.3, pour tout > 0 et tout
t € ]0, T], I'inégalité suivante :

[ ¥ @) (Fu) o ds <
, n b —
< /‘;I ¥ (u(0)) I, (| Vu(0)]) ¢* dz — ; /;)é Vo(u) - 52; Byv;dzds +

+ 2/ gog'(u)I,,(]VuD? -Vededs+ (/ |g'(0)—§ -7 |de ds)v g+
Q: .

+e/ AL, (|Vul) dz ds +ec/ dods +

(4 (8o
Ou D do ds (2.13)

890

avec C > O 1ndependante de € et §.

+|Vg'(u)- B|) dz ds) >
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En désignant toujours par C toute constante indépendante de € et § on
a les majorations suivantes :

1) comme v est de classe C sur [0, 1] et g=vo ¥, on a

SC/ ©?|V¥(u)| dz ds,
Q:

n
Z/ Vg(u)~-8——§<p2vjdzds
=l oz;

2) ainsi que

5/@ AQ? I, (|Vu|) dz ds| < 5”A¢2||°o/q‘?, I,(|Vu|)dz ds ;
t t

3) grace 4 (A1), on a

/ g’ (W), (|Vu|) B - Vedzds < 0;
Q:

4) aprés avoir remarqué I'inégalité du/On < 0 sur T}, appliqué la formule
de Green par rapport a z et utilisé ensuite (2.1), (A1) et I’estimation
(1.4) sur 85, /0t, on a alors

/ ou
el ¢
A

3 dods < C(1+€||Ago”°°) .

Alors on obtient, & partir de (2.13), aprés passage & la limite sur 7,
/ ¥ (u(t)) [ Vu()|p? dz <
QI

< /Q , ¥ (w(0)) |[Vu(0)|p? dz + C /Q ; p?|V¥(u)| dz ds +

+C(p) <e / V| de ds + 1)
Q:

olt C(p) est une constante dépendant de ¢ mais indépendante de ¢ et 6.
Puisque S, = ¥(u), il vient ,Vt € 10, T],

/|VSE(t)|¢2dw§/ |VSo|g02dx+C/ ©?|VSe|de ds +
Q! o Q!
+eC(p) /Q ,IVA(SE)Id:cds+C(go).
t
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On utilise alors ’estimation hilbertienne suivante.

LEMME 2.4.— La solution S, de (Pc) vérifie
e:/ |VF(S.)|*deds < C
Q

ot F(r) = [y /A'(s)ds et o1 C est une constante indépendante de ¢ et 6.

Preuve. — La fonction w = fOS° v(s)ds est dans L>®(0,T; V)N L*®(Q)
et vérifie Vu = v(Se)VSe. Par utilisation de la formule de Green et de
Pégalité div B =0, il vient :

Se
—/V(Ss)_ﬁ‘VSedz+/—Bﬂ)‘W (/ V(s)ds) de=0 pp.te]0,T],
Q r 0

(2.14)
En utilisant le fait que v eﬂ une fonction croissante sur [0,1], S; €
L>®(0,T;V)avec Se >0et B-7 >0sur I'\T_, (2.14) donne :

-/Qu(ss)ﬁ’-vssdwfrﬁ.m(se)sedazo pp.te]0,T].

Si cette derniére propriété est appliquée & (3) pour le choix loisible v = S,
on trouve

/Q|Se(t)|2dx+2e/Q |VF(5€)|2dxdsg/Q|so|2dz pp.te[0,T].
t

On en déduit I’estimation recherchée. O

On termine alors la démonstration du théoréme 1.2 4 1’aide du lemme de
Gronwall.

3. Estimations a priori pour la suite (Se)5>0

On revient & I’étude du probléme dégénéré (P.). On rappelle le résultat
classique d’existence (cf. par exemple [4] et [6]).

PROPOSITION 3.1.— Pour tout € > 0, le probléme (P;) admet au moins
une solution S¢ telle que

S.€C([0,T]; L)), A(Se) e Cs([0,T];V).
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De plus, pour tout € < 1, S, satisfait les estimations,

<C et M2A(S) 1 g) + €4S | o7y < C

9.
ot

L2(0,T;V")

Pour tout € > 0, la solution de la proposition 3.1 est définie par la
méthode de viscosité artificielle, comme limite dans LP(Q), p € [1, +oo[,
d’une suite de solutions de problémes régularisés non dégénérés notés
('Ps,g) 550 obtenus en remplagant dans (P¢), A par Ag = A+ 61,

Les estimations hilbertiennes de S, données a la proposition 3.1 ne sont
évidemment pas suffisantes pour étudier le comportement de la suite (Se)
lorsque ¢ — 0%. Cependant, & partir des résultats de la section 1 (théorémes
1.1 et 1.2) que ’on peut appliquer aux solutions des problémes régularisés
(Pc5), on obtient, en utilisant notamment la s.c.i. de la variation pour la
convergence dans L1, le résultat suivant.

THEOREME 3.1.— Si on suppose So € W21(Q) et A(Sp) € W2H(Q),
(P:) admet au moins une solution S. satisfaisant les propriétés de la
proposition 3.1. De plus :

S. € BV(0,T; L}(Q))
Ve<1,Vhe]0,T[,Vte[0,T—-h], (3.1)
1Se(t + k) = Se () 11 gy < Ch

avec C > 0 constante indépendante de €. Pour toute fonction ¢ satisfaisant

(A1) :
90255 EBV(Q) etVe<1, ”50256"Loo(oyT;BV(Q)nLI(Q)) <C(p) (32)

avec C(p) > 0 constante indépendante de € mais dépendant a priori de .

Remarque 3.1.— Etant donné que pour toute fonction ¢ satisfaisant
(A1), il existe Q' un ouvert ayant la propriété (P;) tel que suppy C
(3.2) implique qu’alors S, est borné dans BV(Q')NL!(Q’) indépendamment
deg, o0 Q' =]0,T[ x Q.
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Unicité. — Le probléme d’unicité de la solution pour les équations pa-
raboliques dégénérées a fait ’objet de nombreuses publications, principa-
lement dans le cas du probléme de Cauchy. Diverses techniques ont été
utilisées et adaptées & ces équations. On peut citer [1], [3], [8], [11], [13] et
[16]. La principale difficulté de ces problémes est la conjonction du manque
de régularité de 0S./9t et du caractére non linéaire de 1’équation. Les mé-
thodes citées ci-dessus ne permettent plus de conclure ici, dans le cas de
conditions aux limites de type mélé, & cause de la présence du terme de
bord dans la formulation variationnelle de (P.). On dispose cependant ici
d’un résultat d’unicité obtenu & partir des travaux de [7]. Pour cela, on fait
Phypothése que

vo A~ e C®V3([0, A(1)]) (H1)

THEOREME 3.2.— Sous (HI), le probléme (P;) admet une solution
unique dans BV(0,T; L1(Q))

On va pouvoir maintenant passer 4 1’étude du comportement de la famille
Se lorsque € — 0.

4. Convergence de la suite (S;)

THEOREME 4.1.— La famille de solutions (S€)€>0 des problémes (Pg)

étudiés est compacte dans C([0, T]; L1(Q)). Chaque fonction limite S
vérifie :

SeBV(Q)NL®Q), 0<S<1p.p dansQ,

Sec(o,7]; LY() (4.1)
%—f +div(r($)B) =0 dans D'(Q), 4.2)
S(0,-)=So p.p. dans Q (4.3)

0t @ =]0,T[ x Q avec Q' un ouvert quelconque, vérifiant (P;).
Preuve. — Puisque S, prend ses valeurs dans [0, 1], on sait qu’il existe
une sous-suite extraite de (S€)€>0 notée (55)5 et S€[0,1], tels que :
Se converge *-faiblement vers S dans L*°(Q).
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Or, on a aussi établi, d’aprés le théoréme 3.1 que pour toute fonction ¢
vérifiant (Ay) il existe C(p) > 0 indépendante de ¢ telle que :

Ve<l, |[¢2Se]|pewqor;Bv@)nri(a)) < C®)-

- Le fait que (S,;)5 soit uniformément équicontinue de [0, T'] dans L1(R)
(cf. (3.1)) assure, & partir de (3.2) et de la compacité de I’injection de
BV(Q) N LY(Q) dans L1(Q) (grace au théoréme d’Ascoli) que pour toute
fonction ¢ satisfaisant (A;),

©2S. converge vers S dans C([0, T]; L}(Q)) .

Alors, en utilisant la suite (‘Pk)k vérifiant la propriété 1.1(ii), on obtient
que
Se+— S dans C([0, T]; LY(Q)) .

On en déduit les résultats (4.1) & (4.3). O

Remarque 4.1.— On peut établir le résultat de compacité dans
C([0,T]; L}(R)) en prenant appui sur des travaux récents de P. Bénilan
et R. Gariepy (& paraitre au J. Diff. Eq.) permettant de montrer que, pour
tout ¢ > 0, S. € L*®(0,T; Wl})’(}(ﬂ)) puisque A(S.) € L*(0,T; V) avec
A fonction strictement croissante dont la dérivée s’annule sur un ensemble
Lebesgue négligeable puisque fini ici. La suite (S;) est donc bornée dans
L*(0,T; WI})’CI(Q) N LY(Q)) et équicontinue de [0, T'] dans L}(Q) d’otr la
propriété de compacité dans C([0, T']; L1(9)).

On va maintenant apporter quelques précisions sur la notion de solution
entropique associée & (4.2) et (4.3) tenant compte de la croissance de v.
Tout d’abord on rappelle la définition de cette solution.

DEFINITION 4.1.— Une fonction S € BV(Q) N L*°(Q) est la solution
entropique du probléme (Py) associé a (4.2) et (4.3) si:

o pour toute fonction @ € 02(] 0,T[x —ﬁ), ® positive ¢ support compact
dans 10, T[ x Q et pour tout k € [0, 1],

/ (|s- H22 4 v(s) = v(k)| B - v<1>) dz ds +
Q ot
+/ lv(S) - v(k)|@F - 7 dods > 0
by

e S(0, -)= Sp p.p. dans Q.
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On remarque que, pour ce probléme, comme S > 0 la condition de bord
s’écrit en notant 7S la trace de S sur ¥ au sens de BV(Q) (cf. [20]) :

ker[%a’u’isl{[u(k) - v(79)] B. ﬁ’} =0 p.p.surZ. (4.4)

Par conséquent, comme v est croissante sur [0, 1], avec ¥(0) = 0 et par
définition de I'., (4.4) devient :

v(vS)=0 pp.sur ]O,T[ xT_. (4.5)
Ainsi, la fonction v étant croissante, & partir de [2], on va montrer que le

probléeme (Pg) associée & (4.2), (4.3) et (4.5) est équivalent au probléme
(Pg) répondant & la définition suivante.

DEFINITION 4.2.— Une fonction S € L>(Q) est solution de (P}) si :
e S € BV(Q') et si pour tout ouvert Q' vérifiant (Py ), pour toute fonction

®€C¥]0,T[ xQ), ® positive & support compact dans 10, T[ x &
telle que ® = 0 sur '\ T, et pour tout k € [0, 1],

/ (lS—ch%—f+ IV(S)—V(’C)IE)‘V¢> drds +
Q (4.6)
+/E [v(S) - V(k)’@? -wWdods >0

e S5(0,-)=So p.p. dans Q.

THEOREME 4.2.— (P§) admet une solution unique. Cette solution est
lunique solution du probléme (Py).

Preuve.— Si S est solution de (Pg), alors S vérifie : pour tout ouvert
Q' satisfaisant (P1), S € BV(Q') et, V& € C%(]0,T[ x Q), & > 0,
suppp C ]0, T[xQ, ®=0,sur &'\ X, Vke]0,1],

/ (lS AL |v(S) —v(k)|B - v<1>) dzds +
Q ot
+/ [»(S) - v(k)|@B - W dods > 0.
A :
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Or, par la propriété (P;),
/ |v(S) - V(k)|<1>§ -Wdods = / lv(S) - u(k)|<I>—§ -wdods.
) ! )

Ainsi, S est la solution de (Pg).

Unicité de la solution de (Py).— Considérons u et v, deux solutions
de (P§). Soit un ouvert quelconque vérifiant (P1), @' = ]0,T[ x Q et
® € D(Q’). Par la méthode de S. N. Kriizkov, il vient

[, (1= s2 4 o) -0 5 -90) des 0.

Soient ¥ € ’12_(]0, T[), ¥ >0, ¢ ayant la propriété (A;), ¢ = 0 sur I\ T}
et po € C?(QY) défini par :

e pr=1sur IV, p, = 0sur {z € | dist(z,I') > 0 };

00<ps <lsur Vet I/\pa | Lo < €/0 (c est une constante indépendante
de o, cf. [2]).

Par le choix ® = ¥(1 — p, )¢, il vient comme B V¢ < 0 p.p. dans Q' :
/Q' lu — v|¥' () (1 - po(z))pdz ds >
> /Q [0(w) = v(0)| B - Vpop(z) (t) de ds

Par la propriété des traces dans BV(Q'), on obtient lorsque § — 0% :

/Q u— oW (1)p(z) de ds > /E Jv(w) - v(v)|(z)¥()B - 7 de ds.
Or, par la propriété (Aj)(iii),

/E (W) = v) (@O B - 7 dzds =
= /E p() = (o) |p(@) e B - 7 deds.
D’ou, d’aprés [2, p. 1032],
/Q Ju— ol ¥(2)p(e) dz ds 2 0.
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En choisissant une suite (¢y,) telle que ¢, — 1 p.p. dans  (prop. 1.1(ii)),
il vient :

V¥eD(]0,T[), ¥>0, / |u — v|¥'(t)dtds > 0
QI

d’ot u = v p.p. dans Q.

Conclusion. — La solution de (Pp) est solution de (Pg) et est 'unique
solution de (Pg). Les problémes (Pp) et (Pg) sont donc équivalents. O

THEOREME 4.3.— La suite (Sc) e>0 converge dans LP(Q), pour tout p

dans [1, +oo[ et dans C([0, T]; L*(Q)) vers l’unique solution entropique
de (Py), donc de (Pg).

Preuve.— D’aprés le théoréme 4.1, il existe une suite extraite de (Se)€>0

notée encore (S.), convergente dans C([0, T']; L1(R)) vers une fonction S
vérifiant (4.1), (4.2) et (4.3). Pour établir que S est solution de (Pg), il
suffit donc d’établir (4.6). On se donne k € [0, 1], un ouvert Q' et une
fonction ® > 0 ayant les propriétés de la définition 4.2 et la suite (S, s)
de solutions des problémes régularisés (P, s) convergeant vers Se. Puis, on
multiplie I’égalité :

a-g;,S + div (V(Ss’b‘)?) - 5AA5(55,6) =0 dans DI(Q)

par la fonction test pour ve = —sg,(S; s — k)@ pour 5 > 0.

Apreés avoir intégré par parties, on a

/ I(Scs — k)%;{) dzds +
Q t

+ fQ [¥(Se.5) — v(K)]89n(Ses — k) B - VO dzds +
+ /Q [6(Se.s) = v(k)] 56,(Ses — k)@ B - VS, 5 deds =

- /Q A5(5..5)8|VS, 5%50" (Sers — k) dz ds + 4.7)
+ s/Q 59n(Ses — k)VAs(S, 5) - V@ drds+
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9
—f /E' an A5(Se,5)59n(Se,s — k)@ dods +

+/ v(k)sgn(k)®B - 7 dods.
U

On remarquera d’abord que le premier terme du second membre de (4.7)
est positif, puisque, si on fait tendre n vers zéro, les deux premiers termes de
(4.7) donnent (parce que v est croissante) le premier terme de (4.6) avec S, 5
au lieu de S, le troisiétme terme tend vers zéro d’aprés le lemme de Sacks.
La limite des autres termes restant est facilement obtenue. On a donc

/ (|sss K 4 (Ses) - v()| B - vq>) dz ds >
Q s 8t [}

> ] v(k)®B - Wdods+¢ / §9(Se.5 — F)VA5(Se 5) - V@ de ds +
2 Q

+ 5/ 9 As(Sc 5)s9(k)® dods. (4.8)
A on !
On remarque ensuite que pour A > 0 fixé

9
6,/2‘:'5 a—nA5(5515)<1> dods =

=—/ Ssgagpkdxds—/ v(Se.5) div(p)\<1>1_3})d:cds+
Q' 7 Ot Q' ’

+ 6/ VAg(Seyg) -V(®py)deds
QI

ol p) a été défini dans la preuve du théoréeme 4.2.

De plus, en utilisant ’estimation hilbertienne classique de et/ 2A5(S€,5)
dans L%(0,T; V), on trouve

£1/2 / (59(Ses — F)VAs(Se6) - V& + VA5(Ses) - V(@py)) de ds| <
Q' )

<C|Ve| e
oll C ne dépend ni de 6 ni de ¢.

Aussi, ) étant fixé, & I’aide des convergences assurées, quand § — 0% par
la sous-suite (S, 5) et quand € — 0% par la sous-suite (S¢), on trouve

/{|s-k|%—‘f+|u(5)-u(k)|§’-v¢> dzds—/ v(k)®F - W dods >
Q E’

——/ ( 8£pA+V(S)V(<I>p,\)--§) dzde.
Q' \ Ot
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Maintenant, on fait tendre A vers zéro dans le second membre de
I'inégalité. Le premier terme tend vers zéro et le second terme a pour limite
- I v(7S)®B -7 do ds car S est dans BV(Q’), B € (C%(%))" et p) tend
vers 0 partout sur £2'. On aboutit alors & (4.6). La solution limite S est ainsi
I'unique solution de (Pg). Par conséquent, toute la suite (S€)€>0 converge
vers S dans L1(Q). L’utilisation du théoréme de convergence dominée assure
alors la convergence dans LP(Q), pour tout p € [1, +oo [, de (SE)D0 vers
S. Ceci achéve la démonstration du théoréme 4.3. O

En guise de conclusion, on remarquera que les techniques développées
dans ce travail permettent de dire de fagon plus générale que les résultats
obtenus restent vrais pour tout probléme parabolique régi par 1’équation :

a8
ot

+div(y(S: B)) = ¢ AA(S:), (1)

avec la condition S‘IF; =0et {€l| B -7 <0} C I'. admettant
une solution dans W(O,T; V,LZ(Q)) au sens faible, c’est-a-dire telle que,
pp.t€]0,T[,V®e€ H}Q),

aSe -

E,{) — | v(Se)B -V®de+¢e | VA(S:) -V®dz=0. (2¢)

Q Q

C’est par exemple, le cas des problémes & effets de puits (ou d’extrémité),
lors des écoulements eau-huile des problémes décrits dans I'introduction ([4],
[6] et [17]). Par I’intermédiaire de conditions de bord unilatérales sur la zone
de production (notée I's), on traduit le fait que, pour ces problémes, I’eau

ne peut sortir par cette zone tant que sa saturation n’est pas maximale. Ce
type de probléme est modélisé par le systéme (K.) non linéaire suivant :

¢ trouver S, telle que 0 < S. <1 p.p. dans @,
355 € L*0,T; V'), A(S:) € L*®(0,T; VNK)
YVveK,pp.te]0,T],

< —
(35 v a5} - [ (150 0) T ¥l A(S0) e

+e((A(Se), v — A(se))) 2 0
L S:(0, -) = Sp p.p. dans

ou K={veV|v>0surI}.
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L’interprétation (formelle) des contraintes en saturation sur [0, T'[ x I's
est la suivante :

S. >0, 8%,4(55) + (¥(Se) = v(1) B -7 20

Se (Bin A(Se) + (v(Se) - u(l))) B.w=0.

K étant un cone convexe fermé de sommet 0, toute solution de (K.) vérifie
’égalité (1¢) au sens de D'(Q) et (2.). On peut ainsi appliquer & la suite
(S€)€>o le résultat de convergence du théoréme 4.3.
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