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Solutions C~ d’une classe de problèmes de Cauchy
quasi-linéaires hyperboliques du second ordre

sur un conoïde caractéristique(*)

MARCEL DOSSA (1)

E-mail : mdossa@uycdc.uninet.cm

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XI, n° 3, 2002
pp. 351-376

RÉSUMÉ. - Nous décrivons un résultat d’existence et de régularité C°°
pour le problème de Cauchy associé à une classe de systèmes d’équations
aux dérivées partielles hyper quasi-linéaires hyperboliques du second or-
dre, les données initiales étant portées par un demi-conoïde caractéristique.

ABSTRACT. - We describe an existence, uniqueness and C°° smoothness
result for the Cauchy problem linked to a class of systems of second order
hyperbolic hyper quasi linear partial differential equations, with Cauchy
data given on a characteristic conoid.

1. Introduction

Le résultat qu’on se propose de présenter ici est un résultat d’existence
et de régularité C°° portant sur l’étude d’une classe de systèmes d’équations
aux dérivées partielles hyper quasi-linéaires hyperboliques du second ordre
et pour des données initiales prescrites sur un conoïde caractéristique. Il
s’inscrit dans le cadre d’un programme d’études mathématiques portant
sur les problèmes de Cauchy caractéristiques non linéaires et dont l’ultime
étape serait la résolution sous des hypothèses de différentiabilité minimales
sur les données du problème de Cauchy sur un conoïde caractéristique pour
les Equations d’Einstein. Ce résultat relativement ancien de [5], malgré son
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applicabilité évidente (cf [7], [8], [11], [12], [13]) n’a fait l’objet jusqu’à main-
tenant d’aucune publication détaillée (en dehors de la brève note [6]). Il nous
parait donc important de combler cette lacune dans le présent travail.

Considérons donc dans le domaine Y intérieur à un demi-conoïde C de
de sommet 0 et d’équation

le problème de Cauchy pour un système de N équations aux dérivées par-
tielles (Er ) de N fonctions inconnues (wr ) de n + 1 variables réelles xa de
la forme suivante :

de type xO-hyperbolique avec A°° > 0 et la forme quadratique AijXiXj
définie négative (i, j = 1, 2, ..., n), avec des conditions initiales de la forme
suivante :

~ wr = wr sur C, C étant un demi-conoïde de sommet 0,
J caractéristique pour l’opérateur différentiel ..

les données de Cauchy wr étant définies ( )~ dans un voisinage de 0 dans 

Sous des hypothèses de classe Coo sur les données wr, fr), on
se propose de montrer qu’il existe un voisinage (Y) de 0 dans Y dans
lequel le problème (1), (2) possède une solution unique (wr) de classe
C°° dans (Y) (y compris au sommet 0 du conoïde C).

La démonstration de ce résultat reposera sur une combinaison conve-
nable de deux résultats antérieurs dus respectivement à F.G. Fried-
lander [9] et à F. Cagnac [1].
Le résultat de Friedlander dit, grosso modo, que lorsque les équations
(Er ) sont linéaires et les données sont C°°, le problème ( 1 ), (2) pos-
sède une solution unique définie et de classe Coo dans Y (y compris
au sommet 0 du conoïde C).

Décrivons maintenant le résultat de Cagnac. Dans [1], sous des hy-
pothèses de différentiabilité finie sur les données wr, fr), il traite le

cas n = 3 du problème de Cauchy (1), (2) en transformant ce problème
en un problème à données initiales nulles qu’on peut résoudre à l’aide de
la théorie de Leray [10]. Plus précisément, recherchant des solutions du



problème (1), (2) dans l’espace de Sobolev hilbertien classique 
(t > 6), F. Cagnac montre d’abord, sous des hypothèses de différentiabilité
de classe C2t, C’2t-2~ C2t sur les données (A~‘w, fr, wr) et moyennant la
condition supplémentaire suivante notée (Ot ) :

« les wr vérifient au point 0 les équations (Er) et toutes les équations
dérivées jusqu’à l’ordre t - 2 » que (cf. propositions 3.2, 3.4) :

1 ) la donnée de permet de déterminer de façon
unique les fonctions (1  .~  t) égales aux restrictions
au conoïde C des dérivées DôwT des fonctions inconnues wr /~B2) le polynôme de Taylor à l’ordre t en 0 de la fonction { )
inconnue wr est égale au polynôme de Taylor d’ordre t en 0,

de la donnée de Cauchy wr. .

Posant alors wr = vr + F. Cagnac introduit de nouvelles fonctions in-
connues (vr) vérifiant un problème de Cauchy à données nulles (Dôvr = 0
sur C { o  .~  t ) ) , qu’on peut résoudre dans Ht+ 1 (Y ) à l’aide de la théorie
de Leray ; cela impose aux fonctions (cvr ) de vérifier les conditions :

Tenant compte de (3), F. Cagnac construit finalement sous la condition (Ot )
et les hypothèses de différentiabilité de classe respective C3t+2, 
(t > 6) sur les données wr), les (wr) sous la forme :

le facteur Rr du reste étant choisi de façon que, malgré le point singulier 0,
sommet du conoïde C, cvr appartienne à Ht+2.

Utilisant les résultats de [1] et [9] décrits ci-dessus, notre méthode de
solution du problème (1), (2) consiste, dans un premier temps, à construire,
sous la seule hypothèse que les données (A03BB , fr, wr) sont de classe C°°, une
nouvelle donnée initiale (wr ) de classe C°°, telle que :

. = ZUr I C

. {wr ) vérifient au point 0 les équations (Er )
~ et les équations dérivées de tout ordre.



On en déduit d’après [1] :

(i) la détermination unique des fonctions (f E N) égales
aux restrictions au conoïde C des dérivées Dôwr
des fonctions inconnues wr

(ii) la coïncidence de la série de Taylor au point 0 de wr
avec celle au point 0 de la fonction inconnue wr

Comme dans 1 ~ , on pose ensuite

et on transforme le problème (1), (2), en un problème (*) d’inconnues (vr )
à données initiales nulles sur C :

Comme dans [12], en utilisant un argument de domaine de dépendance
de solution de systèmes hyperboliques, on réduit le problème (*) en un
problème de Cauchy ordinaire à donnée initiales nulles portées par l’hyper-
surface spatiale d’équation x° = 0 qu’on peut résoudre à l’aide de méthodes
classiques (cf. [4], [10], [3]).

Cela impose aux fonctions auxiliaires cvr de vérifier, vu (3) :

On choisit les wr sous la forme :

Les wr sont alors astreintes aux conditions :

Leur construction se fait au moyen d’une variante du lemme classique de
Borel (cf. proposition 2.8).

Le plan du travail est : :

2. Quelques préliminaires techniques pour les chapitres suivants.

2.1 Notations, définitions, hypothèses.



2.2 Représentation paramétrique des conoïdes caractéristiques C déterminés
par les données (A~‘~‘, wr ). .

2.3 Le résultat d’existence C°° de F.G. Friedlander [9].

2.4 Quelques variantes du lemme classique de Borel.

3. Détermination des restrictions au demi-conoïde C des dérivées suc-
cessives de la solution (wr ) du problème (1), (2).

3.1 Quelques résultats utiles de [1].

3.2 Quelques notations et définitions.

3.3 Les résultats obtenus.

4. Résolut ion du problème de Cauchy (1), (2). .

2. Quelques préliminaires techniques pour les chapitres suivants

2.1. Notations, définitions, hypothèses

HYPOTHÈSE ap (p > 2)

Les A~~‘ (xa, ws ) sont définies et de classe CP dans un domaine U x W
où U est un ouvert de ]Rn+l contenant 0, où W est un ouvert de ]RN.

Dans U x W les ws ) définissent une forme quadratique définie
de signature +-...-; . Aoo > 0, AijXiXj définie  0 (1, j = 1, ..., n).

Il existe un point (ar ) E W tel que :

(à un changement de variables linéaires près, ces dernières hypothèses sont
toujours vérifiées).

HYPOTHÈSE /3p (p > 0)

Les fonctions f r (xa, ws, wsv) sont définies et de classe CP dans un do-
maine U x W x W’ où W’ est un ouvert de si p = 0 , les fr sont
lipschitziennes par rapport aux wsv . -

HYPOTHÈSE qp (p > 2)

Les wr sont des applications de U dans W de classe CP et telles que :
wr(o) = ar le point (arx) = E W’.



Notation. On note respectivement A~~~, a~~>, l’ensemble des déri-
vées jusqu’à l’ordre f par rapport à toutes leurs variables des fonctions
respectives A~‘~‘, wr, fr aux points respectifs (0; ar), 0, (0; ar; 

2.2. Représentation paramétrique des conoïdes caractéristiques C
déterminés par les données (A~‘~‘, wr ) .

DÉFINITION 2.1. - Une hypersurface (~) de U (C d’équation :

est dite caractéristique relativement à l’opérateur différentiel A03BB (x03B1, wr)
si S est solution de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre : :

les A~‘~‘ étant pris pour les arguments

Une hypersurface caractéristique est engendrée par des bicaractéristiques.
Les bicaractéristiques passant par 0 admettent des représentations paramé-
triques q°), projections sur U, des bandes caractéristiques de (7), qui
sont solutions du système intégral :

On appelle demi-conoïde caractéristique de sommet 0 déterminé par les
données (A~‘~, la réunion C des bicaractéristiques issues du point 0
(Ai ) 0).



Sous les hypothèses (ap, qp) (p > 2) sur les données (A~‘~‘, wr), il existe
un voisinage (C) du point 0 dans C, qui admet une représentation par une
équation

où S vérifie les propriétés suivantes :

- S est définie et continue dans un voisinage D de 0 dans ]Rn

- S est de classe CP dans D- ~0~ et ~ = -q2
- S admet un développement limité en f. r. h de xi, s (fractions ration-

nelles homogènes en xi, s de dénominateur s~) de la forme :

où Sk est une fonction universelle des arguments xi , s , 

f.r.h de degré l~ en x2 , s et polynomes en 

Les dérivées de S admettent aussi des développements en f. r. h de xi, s
dont les parties régulières s’obtiennent à partir de (12) par dérivation terme
à terme.

Notations géométriques

2.3. Le résultat d’existence Coo de F.G. Friedlander [9]. .

Dans ce paragraphe, on va rappeler un résultat de F.G. Friedlander
[9], qui servira dans la suite .Il s’agit d’un théorème d’existence relatif
au problème de Cauchy linéaire hyperbolique du second ordre avec des
données Coo sur un conoïde caractéristique. Mais auparavant, on va in-
troduire quelques notations et définitions utiles pour la formulation de ce
résultat.

Dans tout ce paragraphe, on considère un espace-temps constitué
d’une variété Coo M de dimension munie d’une métrique g de signature
(+-....-). On notera V la dérivation covariante dans la métrique g.



DÉFINITION 2.2. - On appelle domaine géodésiquement convexe de
(M, g) tout ouvert connexe S2o de M telque deux points quelconques p et q
de Qo sont reliés par une unique géodésique entièrement contenue dans Qo .

DÉFINITION 2.3. - Soit Qo un domaine géodésiquement convexe de
(M, g).

Soit q un point de 03A90. On appelle demi-conoïde isotrope futur issu de
q et on note C+(q) l’ensemble de tous les points p E Qo qui peuvent être
atteints par des géodésiques isotropes, orientées vers le futur et issues du
point q.

On appelle demi-conoïde isotrope passé et aboutissant à q et on note

C- (q) l’ensemble de tous les points p E S~o qui peuvent être atteints par des
géodésiques isotropes, orientées vers le passé et aboutissant au point q.

On appelle domaine de dépendance futur D+(q) l’ensemble de tous les
points p E S~o qui peuvent être atteints par des géodésiques temporelles,
orientées vers le futur et isssues du point q.

On appelle domaine de dépendance passé D- (q) l’ensemble de tous les
points p E ~o qui peuvent être atteints par des géodésiques temporelles,
orientées vers le passé et aboutissant au point q.

On appelle émisssion futur de q et on note J+ (q) la fermeture de D+ (q)
dans Qo : J+ (q) = D+ (q). .

On appelle émisssion passée de q et on note J- (q) la fermeture de D- (q)
dans Qo : J- (q) = D (q)

Un ouvert connexe S2 de (AI, g) sera appelé un domaine causal si :

(i) : il existe un domaine géodésiquement convexe Qo de (M, g) tel que
S~ c SZ o .

(ii) : : pour tout couple (p, q) E 522, J+(q) n ~I - (q) est un sous-ensemble

compact ou vide de Q.

PROPOSITION 2.4 (cf. théorème 4-4-1, page 147, de ~9~ ) . Tout point
d’un espace-temps (M, g) possède un voisinage qui est un domaine causal.

PROPOSITION 2.5 (cf. théorème 5-4-2, page 194, de [9] et aussi Chapitre
6 de ~9~). Soit SZ un domaine causal de 

Soit po un point de Q.



Soient :

. B un champ de vecteurs C°° sur S2

. C, uo, f des fonctions C°° sur SZ

Alors :

(i) : il existe une unique fonction u telle que :

(ii) : : comme J+ (po) = D+ (q), u vérifie donc au point po, sommet du demi-
conoïde C+ (po ), l’équation (E) et toutes les équations dérivées de tout
ordre.

Remarque ,~.6. L’examen de la démonstration de la proposition 2.5
telle qu’elle est exposée dans [9], montre qu’en fait, u est définie et de classe
C°° sur SZ tout entier.

2.4. Quelques variantes du lemme classique de Borel.

PROPOSITION 2.7.2014 Lemme de Borel généralisé

Soit n un entier > 0.

Soit une famille de nombres complexes.

Alors il existe une fonction f E telle que, = aa,
Va E Nn+l.

PROPOSITION 2.8. - Soit une suite de fonction sur ~T,
nulles au point 0 ainsi que toutes leurs dérivées de tout ordre. Soit 9 une
fonction C°° sur R, à support compact, telle que

Alors il existe une suite d’entiers naturels croissant suffisamment vite
de façon que

soit une fonction de classe C°° sur SZT = ~0, T[ telle que : 0 ~~T =
~.~ E ~1.



.Remanie ~.P. - La proposition 2.8 est une variante du lemme classique
de Borel.

Preuve de la proposition ~.~ - Soit une suite dentiers naturels.
W ~ N, soit ~ la fonction de classe C~ sur ~~ = [0, T[ x 2)~ définie par :

On se propose de montrer que si on prend la suite croissant
+00

suffisamment vite et tendant vers l’infini, alors la série définit une
Q=o

fonction v de classe Coo telle que :

Montrons d’abord qu’il existe une suite d’entiers naturels telle

que pour tout f et tout multi-indice /3 de longueur  .~ - 1, on a :

En effet, pour tout multi-indice (3 de longueur  .~ - 1 on a, grâce à la
formule de Leibniz :

avec :



D’autre part on peut associer à tout tk E Nn une constante Ktk > 0
indépendante de kl et x, telle que :

De plus on a :

on déduit alors de (15),(16),(17),(18),(19) et (20) :

avec :

(21) entraine alors :



Posons :

Alors en substituant (23),(24),(25),(26) et (27) dans (22) on obtient si
~~1:

Si l’on choisit alors kf de façon que :

+00

La série E est alors normalement convergente et définit une fonc-

tion continue



+00

De plus, si j3 E la série E est normalement convergente
~=o

sur SZT car :

La deuxième somme du membre de droite de (31) est normalement

convergente sur S2T d’après (30).

+00
En particulier pour tout f E N on a : = E 

~=o

Or on a pour tout m E N

Comme = 1 on a :



3. Détermination des restrictions au demi-conoïde C
des dérivées successives de la solution (wr )
du problème de Cauchy caractéristique

A propos de ce problème, F. Cagnac a établi les résultats suivants :

3.1. Rappels de quelques résultats utiles de [1]

PROPOSITION 3.1 (cf. ~1~, pages 26, 27, et 28). Si les A~‘~‘, fr, wr
vérifient les hypothèses a2, ’Y2, il existe un domaine (C’) c (C), voisinage
de 0 dans C, sur lequel sont déterminées de façon unique les dérivées Dowr
des fonctions wr

- qui sur (C’) prennent les valeurs 
- qui sur (C’) - ~0~ ont des dérivées premières continues et bornées,

des dérivées secondes continues, et vérifient les équations (Er) .

Si l’on pose xr = [Dowr] la restriction de Dowr à (C’), les fonctions
xr sont de classe C° sur (C’) - ~0~ ; les ~~. admettent des développements
limités au voisinage de 0, en ~l, ou en f.r.h de xi, s jusqu’à l’ordre 1 ; la
partie régulière du développement limité de ~r coïncide avec celle [Dowr] à
l’ordre 0 : xr (o) = Dowr (o) .

PROPOSITION 3.2 (cf. ~1~, pages 31-32)

1) Si les A~‘~, fr, wr, vérifient les hypothèses ap, ,C3~_2, -yp (p > 2),Si
les A~q-3>, f tq-3>, (2q  p) vérifient au point 0 les équations
(Er) et toutes les équations dérivées jusqu’à l’ordre q - 3,
alors sont déterminées de façon unique sur (C’), les dérivées jusqu’à
l’ordre q des fonctions wr telles que :

- les wr sont définies dans un voisinage de (C’) ou dans un do-
maine ayant (C’) pour frontière.

- dans ce domaine les w~. ont des dérivées jusqu’à l’ordre q + 1 
qui sont des fonctions localement sommables et y vérifient les
équations (Er ) .

- Sur (C’) - ~0~, elles ont des dérivées jusqu’à l’ordre q qui sont
bornées.

- Sur (C’) elles prennent les valeurs = wr .



Si l’on pose = , restriction de Dl0wr à (C’) 1  l  q, les
fonctions ~~~) sont de classe sur (C’) - ~0~ :

- les ~~~) admettent des développements limités au voisinage de 0
en al, , ou en f.r.h de xi, s jusqu’à l’ordre p - .~, et leurs dérivées
admettent les développements limités dérivés ;

- la partie régulière du développement limité de coincide avec
celle de jusqu’à l’ordre q - 1 - .~.

II~ Si en outre pour q  r’  p, les A(’’’-2), f(r’-2) ~ a(r’) ~ vérifient au
point 0 les équations dérivées des (Er) jusqu’à l’ordre r’ - 2, alors
il y’a coincidence des développements limités de et de 

jusqu’à l’ordre r’ - .~.

Remarque 3.3. - Dans [1], les propositions 3.1 et 3.2 ont été, en fait,
énoncées sous les conditions plus restrictives n = 3, r’ = q ; mais leurs

démonstrations, dans [1], montrent qu’elles sont aussi vraies dans le cas
plus général n > 1, r’  p.

PROPOSITION 3.4 (cf. ~1~, page 36). . - Sous les hypothèses de la partie I
de la proposition précédente, si des fonctions wr sont telles que

- elles sont définies dans un voisinage de (C) ou dans un domaine ayant
(C) pour frontière,

- Sur (C) elles prennent les valeurs ,

- Sur (C) - ~0~ elles ont des dérivées jusqu’à l’ordre q + 1 localement
sommables, et telles que : = 1  .~  q

Alors sur (C) - ~0~, les fonctions wr vérifient les équations (Er) et les
équations dérivées par rapport à x° jusqu’à l’ordre q - l. .

On se propose de montrer, dans la suite de ce Chapitre que les condi-
tions de type algébrique qu’on a dû imposer dans les deux propositions
précédentes aux A(q-3), f (q-3), ne sont pas nécessaires pour la

détermination ( 1  .~  q) . .

3.2. Quelques notations et définitions

Soit p > 2. Considérons des données (A~‘~‘, ,fr,wr) vérifiant les
hypothèses ap, Qp-2, qp .



On note :

~~ = le polynôme de Taylor d’ordre p de ~4~ au point (0, ar).
polynôme de Taylor d’ordre p 2014 2 de /r au point (0, ~ 

= le polynôme de Taylor d’ordre p de ~ au point 0.

On notera aussi : .4~ = ~~; /~,(~) = /~; = 

Il découle des hypothèses (ap) et (qp) que :

où (r~~‘~‘ ) est la métrique de Minkowski sur 

on en déduit que la métrique hyperbolique au
point 0, est aussi hyperbolique dans un voisinage D de 0 dans U.

On notera (p)C le demi-conoïde de sommet 0, orienté vers les 0, car-
actéristique par rapport à l’opérateur différentiel .

D’après les résultats du Chapitre 2, le demi-conoïde de sommet 0

admet une représentation paramétrique de la forme :

où :

. (p) S est définie et continue dans un voisinage de 0 dans 

. est de classe C°° dans ~p~D - ~0~.

. admet un développement limité en f. r. h de xi, s

dont la partie régulière coïncide avec celle de S {x° = est l’équation
du demi-conoïde caracréristique C, de sommet 0, orienté vers les 0

déterminé par les données (A~‘~‘ , wr ) )
Les dérivées de admettent aussi des développements en f. r. h de

x2, s dont la partie régulière s’obtient à partir de (32) par dérivation terme
à terme.

On notera (p)y l’intérieur du demi-conoïde .


