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Approximation diophantienne
et distances ultramétriques non standard®

SANDRA DELAUNAY (V)

RESUME. — Le but de ce travail est la construction de nouveaux outils
pour l’étude de I’approximation diophantienne. Il s’agit d’exprimer les
propriétés d’approximation par des propriétés topologiques a ’aide de
«distances » & valeurs non standard.

ABSTRACT. — The aim of this work is the construction of new tools to
study diophantine approximation. We express the diophantine properties
through topological ones with “distances” taking non standard values.

0. Introduction

Dans tout ce texte, Z désignera soit ’anneau Z des entiers, soit un
anneau de polynoémes k[T] ou k est un corps commutatif quelconque, @
désignera le corps des fractions de Z c’est-a-dire Q ou k(T') et R désignera
soit le corps des réels R, soit le corps des séries formelles de Laurent en 1/T,
k((1/T)). Nous appellerons encore rationnels les éléments de Q.

Nous considérerons alors sur R les relations d’équivalence suivantes :
Soient (o, 5) € Rx R

1) a~g B < (El(a, b,¢,d) € Z*, |ad — bc|#0 tels que 8 = :2:2) on
note QH,(R) = R/ ~p.

2 an~p f = (El(p, q) € Z* x Z* tels que B = Sa), on note QL1 (R) =
R*/ ~1="Pg(R).

(*) Regu le 14 mai 2004, accepté le 2 mai 2005

(1) Université de Lille 1, UFR de Mathématiques, 59655 Villeneuve d’Ascq cedex
(France).
E-mail : sandra.delaunay@math.univ-lillel.fr
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Notre propos est de munir ces ensembles quotients de topologies uni-
formes permettant de rendre compte des approximations des éléments de R
par ceux de Q. Ce point de vue nouveau sur I’approximation, reprenant les
classifications de Mahler, est dii & Patrice Philippon et a été développé dans
un article intitulé « Classification de Mahler et distances locales» ([PPH]),
dans lequel il étudie 'espace K M1, quotient de C par la relation d’équivalence
suivante :

a ~ 3 <= (« est algébrique sur Q(f) et (3 est algébrique sur Q(a)).

Cette relation classifie les nombres complexes selon leur dépendance algé-
brique et nous développons ici ’analogue du travail de P. Philippon pour la
dépendance linéaire et rationnelle.

Cette approche des problemes d’approximation diophantienne par une
traduction topologique est tout & fait nouvelle et pourrait fournir des outils
originaux pour ’étude de l'irrationalité et de la transcendance. En parti-
culier, on aimerait pouvoir caractériser topologiquement la nature des nom-
bres et, par exemple, exprimer le degré de transcendance sur @ d’un sous-
corps de C en termes d’invariants topologiques. En 1’état actuel, on peut
déja réinterpréter sur les espaces QL et KM les résultats d’irrationalité
et de transcendance, ainsi que les méthodes classiques de démonstration de
ces résultats.

La généralisation des relations d’équivalence définies ci-dessus a des n-
uplets et ’étude des ensembles QL,, et KM, correspondants doivent per-
mettre de traduire de la méme fagon les résultats d’indépendance linéaire et
algébrique. Nous reviendrons sur la construction des espaces QL,, dans un
prochain article. En effet, on s’attend a ce que ce soit I’étude des applica-
tions continues entre les différents espaces @QL,, et KM, qui fasse apparaitre
des invariants topologiques significatifs pour la théorie des nombres tran-
scendants.

Apres avoir fait quelques rappels sur ’approximation et les fractions con-
tinues (§1.), nous commencerons par définir sur QL; un ordre d’approxima-
tion qui exprime par une valeur non standard la mesure d’irrationnalité
infinie ou finie d’un élément de R, et nous en démontrerons les propriétés es-
sentielles (§2.1.). Nous munirons alors QL d’une «distance » ultramétrique,
a valeurs non standard, puis nous étudierons la topologie uniforme induite
par cette «distance». Nous vérifierons, en construisant des exemples, que
cette topologie n’est pas triviale (§2.2.). Dans le §3., nous étudions de
méme 'ensemble QH; et sa topologie. Certaines applications continues sont
traitées rapidement dans le §4. Pour ne pas alourdir le texte, nous avons re-
porté en annexes une présentation sommaire des hyper-réels (§5., annexe 1),
la définition et les propriétés des espaces I'-hypermétriques (§6., annexe 2).
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1. Fractions continues. Mesure d’irrationnalité

Nous munissons le corps @ d’une valeur absolue que nous noterons | |
et R est le complété de @ pour cette valeur absolue. Dans le cas de R il
s’agit de la valeur absolue archimédienne usuelle, dans le cas de k((1/T)), il
s’agit de la valeur absolue définie par le degré, pour f = agT¢ + ...+ ag +
a1/T+...+a_,/T"+...ona|f| =|T|¢, avec |T| > 1.

Soit £ € R, son développement en fractions continues fournit une suite
Dn/qn d’éléments de @ dite de meilleure approximation dans le sens ou si ¢’ €
Q est tel que |¢'| < |gn|, alors pour tout p’ € Z, |¢’6—p'| > |gn€ —pnl|-([VDP]
pour le cas des séries formelles, [DES] pour le cas réel).

DEFINITION 1.1.— On appelle mesure d’irrationnalité de &, Uinfimum
des exposants X pour lesquels il eziste ¢ = c(€, \) telle que

e P

. > Y(p,q) € Z x Z*.

lg]*’

Dans le cas réel, le théoréme de Roth nous dit que les nombres algébriques
ont une mesure d’irrationnalité égale a 2. D’apres un théoreme de Kintchin,
il en est de méme pour «presque» tous les irrationnels ([CAS.]). Par contre,
le théoréme de Roth n’est plus vrai dans le cas de k((1/T)) lorsque k est de
caractéristique finie non nulle( [L.d.M]).

THEOREME DE ROTH. — Soient a un nombre algébrique irrationnel et
€ un réel, € > 0, il existe une constante ¢ = c¢(a, ), telle que

c
q2+6

a—£’>
q

V(p,q) € Z x N,

Ce théoréme montre que certains nombres trés bien approchés par des
rationnels sont transcendants, ce sont les nombres de Liouville. Par exemple :

pour a > 1 entier
- +o0
—k!
T = E a ®.
k=1

ak!—h!

En effet, en posant g = a*' et pp = 22:1 ,ona

Dk 400 ~+o00 9 1
0<z——== Z a_h!éa_(k“)Zahg TS -
& h=0 Ak Ik
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Nous allons, dans les paragraphes qui suivent, munir les ensembles quotients
définis dans 'introduction, d’abord d’un ordre d’approximation puis d’une
distance qui traduise ces propriétés d’approximation. Un élément trés bien
approché sera & une distance infiniment petite de @* = 1. Un élément
«mal approché», par exemple un élément ayant une mesure d’irrationnalité
finie, en sera «loin ». Notre distance va permettre de distinguer entre eux les
éléments ayant des mesures d’irrationnalité infinies. En raffinant la méthode,

on pourrait distinguer les mesures d’irrationnalité finies.

2. Approximation linéaire

2.1. Définition de I'ordre d’approximation
DEFINITION 2.1.— Soit @ € R\ Q et n € N*, on définit

O(n;a) = max —loglag —p|.
loglg|<n

Remarque. — Pour a € @, on convient de noter O(n; a) = +oo pour n
assez grand. C’est-a-dire que 'on ne tient pas compte des approximations
de « par les rationnels distincts de lui-méme.

O(n;a)

On s’intéresse a la suite : ( o

) , en effet, pour p, et g, réalisant
neN*

le max on a

—10g |gna = pul O(n;0)
log |gn| n
d’ou —Omie)

Iqrta _pnI < ,in "

On pourrait définir Pordre d’approximation en considérant la limite
supérieure de cette suite mais, cela ne permettrait pas de distinguer les
nombres de Liouville des rationnels, ni les nombres de Liouville entre eux.
Si par contre, on considére toute la suite, ce qui nous fournit le maxi-
mum de renseignements sur les approximations, on ne pourra pas écrire une
«bonne » définition ; ¢’est-a-dire qui ne dépende pas de ’élément choisi dans
les différentes classes d’équivalence et qui vérifie une inégalité ultramétrique.
Comme il nous faut voir « 2 la loupe » ce qui se passe au voisinage de Q* =1,
nous allons étoffer ’ensemble des valeurs prises autour de zéro, ceci en tra-
vaillant dans *R I’ensemble des hyperréels. C’est d’ailleurs d’un quotient de
*R dont nous aurons besoin. (¢f. annexe 1 pour la définition de *R).
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Si A* est I’ensemble des hyperréels limités d’inverse limité (dits hy-
perréels appréciables), on pose

T = ("Ry)* /AL

I' est donc un groupe multiplicatif contenant : des infiniment petits (& con-
stantes de A% pres), 1 auquel s’identifient tous les éléments de A% et des
infiniment grands (& constantes de A% pres). (La structure de I' est étudiée
en annexe 1)

On note w la classe dans *R de la suite (n)pen+, et pour k € N*, kw

est la classe de la suite (kn)nen+. On note O, () la classe dans *R de la

suite (O(n; @), cn- €t O‘”T@‘) la classe dans *R de la suite (@) " On
neN*

notera par ailleurs (O, («)) la classe de O, («) dans T'.

LEMME PRINCIPAL. — Pour a € R\ Q, on a

1) <Q”u@> >1dansT

2) Siny < ng sont deux entiers positifs alors, dans *R,
ou bien Op,u,(@) = Op,w(e)

ou bien Op,, (@) < now + log 2
Ce qui se traduit dans I par :

(@) = (Onu(@))  ou <M>:1.

w

Démonstration. —

1) Par définition, on a pour n € N*,

O(n;a) = max —loglag —p| = —log|ag,, — pr.|,
log |g|<n

Pr,. /Gr, est une réduite de o et on notera p,, +1/qr,+1 la réduite suivante.

On a e” < ¢, +1 donc,
1

lagr, — pr,| < 77—
|qrn+1|
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- implique

—log |agr, — pr,| > log |gr, +1] >1.
n n

Ce qui prouve que, dans I" , on a bien <—%l> > 1.

2) Opyu(@) = (O(n2n; a)), cn- dans *R. Mais, par définition, on a

O(ngn;a) = max —log|ag — p|
log |q|<nan

alors, si ny > np, pour tout n:  O(nan;a) > O(nin;a) et donc Op,,(a) >

Or,w(a).

Considérons alors I’ensemble
E={neN/ O(nin;a)= 0(nzn;a)}.

Soit U, 'ultrafiltre définissant *R, (cf.Annexe 1), ou bien E € U et, par
définition Op,,() = Onyu(@), ou bien E ¢ U mais, comme U est un
ultrafiltre, £ € U or

E={neN/ O(mn;a) < O(nan;a)},
donc, pour tout n € E, on a

max —log|lag—p| < max —log|lag—p|.
log|gl<nin log |g|<nan

Soient p1,q1,p2,q2 réalisant ces maximums (respectivement). Comme ce
sont des réduites distinctes, (p1,q1) =1 et (p2,92) =1 et on a l'inégalité

lagr — p1| > |agz — pal -

Or
LQ2(QQ1 —p1) — q1(agz — p2)| < @2 |agr — p1| + q1 |aga — paof,

e

|q1p2—p1g2|

d’ou ’encadrement
1< |@1p2 = p1ge] < (@1 + @2) lag — p1] -
Ainsi, pour tout n € E on a
1< 2e™" g —pi1l.
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Ce qui nous donne en prenant les logarithmes
0 < log2 + non + log lagy — pa|.

C’est-a-dire .
O(min;a) <ngn+log2 Vne E
d’ou
Onyw(0) < now +1log2 dans *R,

et donc, en divisant par w, on obtient dans I'

<a”—w(a)><1carn2+l(-)—g—g€.4*.
w w

Ce lemme étant démontré, on donne alors la définition suivante :

DEFINITION 2.2. — Pour a € R\ Q, on pose
pla) = max{<—0k“’(a)> , ke N*}
w
dansT. Si a € Q, alors, on pose : p(a) = +o0.

Le lemme permet d’affirmer que ce maximum existe bien, en effet

ou bien, dans I', on a <O’°: °‘)> = 1 pour tout k € N*, et, dans ce cas

pla) =1.

ou bien, il existe k1 € N* tel que <O—’°1:—(9‘l> > 1, alors, d’apres le lemme,
pour tout k > k1, on a

(222 (22)

et il suffit de prendre le plus petit k& tel que <O—’°:’7@> > 1, et,
pla) = <9%&l> pour ce k.

Nous allons montrer que cette définition ne dépend que la classe d’équiva-
lence de a dans QH; (R) que nous noterons par la méme lettre que 1’élément
de R*.

PROPOSITION 2.1.— Soient o et B des éléments de R\ Q. On sup-
pose qu’il existe (a,b,c,d) € Z*,|ad — bc|#0 tels que B = %, on a alors
pla) = p(B).
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b
Démonstration. — On suppose 3 = aot , d’ou
ca+d
O(n;8) = max —log|Bq—pl|
log |q|<n
= max —log| aath |
" loglal<n & qca+d P
= max -log|g(aa+b)— p(ca+ d)|+ log|ca+ d|
log [g|<n
= max —log|(ga — pc)a+ (gb— pd)| + log|ca + d|
log|g|<n

Or, d’une part, log [ca + d| = Cy, ou C; = C1(a,c,d) est une constante
qui ne dépend pas de n. D’autre part, on peut écrire les majorations sui-
vantes :

|ga — pc| < Coe™ et |gb — pd| < Cse™,

ou C; et C3 sont également des constantes. On a donc, pour n assez grand

log|ga — pc| < 2n et log|gb — pd| < 2n.

Ce qui montre que pour tout £ € N* on a dans I’

(2t < <02k:<a>> et p(B) < pla).

w

Mais, comme on montre de méme ’inégalité dans l’autre sens, on a I'égalité

pla) = p(B).
Ainsi ’élément p(a) de I" ne dépend que de la classe de o dans QH;(R)

et Papplication p est bien définie sur les quotients QL;(R) et QH1(R). Nous
démontrons également les propriétés suivantes

PROPOSITION 2.2. — Soient a et 8 des éléments de R, on a
1) p(aB) 2 min(p(e), p(8))-
2) p(a:+ B) = min(p(a), p(B))-

Démonstration. —

1) On montre que
Va,B € R, p(af) 2 min(p(a), p(B))-
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Soient k1, ko deux entiers positifs, a, 8 deux éléments non nuls de R. Si
p(a) ou p(B) = 1, l'inégalité résulte du lemme principal. Supposons donc

p(a) et p(8) > 1.

Par définition, on a pour n € N*

O(kin;a) = max —loglag —p| = —log|ag1 — pi|
log |g|<kin
et
O(ken; 8) = max —log|Bq —p| = —log|Bgz — p2 -

log |g|<ken
On écrit alors
lag1 (Bg2 — p2) + p2(aq1 — p1)|

< |eqi||Baz — p2| + |p2||lagr — p1l
< max(|ag], |pa|) max(|agr — pil,1Bg2 — p2l)-

|aBq1q2 — p1p2|

D’ou
—log|aBq1g2 — p1p2| > — log(max(|aq: |, |p2|))
+ min(— log |ag: — p1|, —log |Bg2 — p2l)-

On a donc, pour ‘tout n € N*,

O ((k1 + k2)n; aB) > min (O(kln; a) Ok ﬂ))

)
n n n

7

1 1
+ min (_loglal _loglgi| Oglpzl)'
n

n n
Or,
lp2| < |Bg2 — p2 + Ba2]
< |Bg2 — p2| + 18]
< 1+|Bgsl
< (14 06)lgel
D’ou

O ((k1 + ko)) (O(kln; a) O(kan; ﬂ))

’
n n n

log(1
+ min (_loglal . og(1+16]) kz)
n n
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On a, dans *R
o w w w
Otatkae(aB) o (O’“ (@) O ('B)) — max(ks, k2) — ¢
w w w

ou ¢ est un infiniment petit. Cette inégalité est vraie pour tout k; et ks, elle
est donc vraie en particulier pour les entiers réalisant le maximum dans la
définition de p(a) et p(B) (resp.). Comme p(c) et p(B3) > 1, on a dans T

p(efB) = min(p(a), p(B))-

2) On montre que

Va,B € R*, p(a+ B) > min(p(a), p(B)).

pla+8)=p(a(1+2)) > min (starp (1+2)).

Mais, d’apres la proposition 2.1,
«a Qa

pla-+9) > min (p(a).p (£) ) > min(o(a).o(9).

Car, d’apres la proposition 2.1,1,

p(£) > min(o(a). pis))

Donc

D’ou
p(e+ B) = min(p(a), p(B)).

Ce qui acheve de démontrer les propriétés de p.

Remarque. — Si a a une mesure d’irrationalité finie, alors, @ est fini
et, donc, p(a) = 1. Mais, il peut arriver, en raison du choix de ultrafiltre
qui définit *R, que p(a) = 1 pour un « dont la mesure d’irrationnalité est
infinie. Il suffit que I'ultrafiltre ne contienne pas les entiers naturels n qui
correspondent aux trés bonnes approximations de «. Toutefois, si a a une
mesure d’irrationnalité infinie, il existe un ultrafiltre qui définit un *R (et
donc un T') tel que p(a) soit un infiniment grand.

Nous allons maintenant, pour chacun des ensembles quotients définis
dans l'introduction, définir une distance & valeurs non standard et étudier
les topologies uniformes ainsi définies. :
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2.2. Distance non standard et topologie sur QL;(R)

D’apres la proposition 1.1, 'application p est bien définie sur QL;(R) et
permet alors de munir cet ensemble d’une «distance » a valeurs non standard
de la manieére suivante :

DEFINITION 2.3.— Pour « et 3 dans QL1 (R) on pose
dL(a) 1) = ﬁ
et

dp(a, B) =dg (%, 1) = p(l%)

Cette application dy,, dont il convient de noter qu’elle dépend du choix
de V'ultrafiltre définissant *R, est & valeur dans I'U{0} et 1 désigne la classe

de Q*.

PROPOSITION 2.3. — L ’application de QL1(R) X QL1 (R) a valeurs dans
' U {0}, notée dr, vérifie les propriétés suivantes : pour o, 3, et v dans
QL1(R) on a

1) dp(a,) =0 <= a=p,
2) dr(a, B) = dr(B, o),
3) dL(aHB) < max (dL(OZ,’)’),dL(’}’, B))

Démonstration. —

_ 1 "
,1) = 0 et, pour @ € R*,

1) Par définition : dr(a,8) = dL(
pla) =+00 <= a=Q".

IR

2) Evident, car pour o € R, on a p(a) = p ().

3) Compte tenu des définitions, I'inégalité ultramétrique découle directe-
ment de la proposition 2.2.

Topologie uniforme sur QL;(R)

La distance que nous venons de définir munit 'ensemble QL1 (R), d’une
structure uniforme, et 1'on considere sur QL;(R) la topologie déduite de
cette structure uniforme ([BBK]).
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Pour tout € € T" on note V. I’ensemble suivant

Ve = {(e, ) € QL1(R) x QL1(R) / d(e, B) < e}

L’ensemble £ = {V;; € € T'} est un systéme fondamental d’entourages. On
notera que les ensembles

{Vl/ﬁ’ N e *N},

(1/N étant 'image dans T' de 1/N), forment également un systéme fonda-
mental d’entourages.

Soit @ € QL1(R) , pour € € T, on note
Ve(a) = {8 € QL1(R) / dr(a, B) <€}

et

B(a) = {V.(a), e €T}.
Il existe une unique topologie telle que pour tout o dans QLy(R), B(c)
soit le filtre des voisinages de « ; c’est la topologie déduite de la structure
uniforme.

PROPOSITION 2.4.— La topologie ainsi définie n’est pas triviale.

Démonstration. — Nous allons démontrer que pour tout € € I, € infini-
ment petit, il existe « € QL1(R), a1, tel que d(a,1) < e.

Soit £ € T, € = {(&,), €w € *R, et &, est la classe d’une suite de
réels (€, )nen que nous pouvons choisir décroissante. Soit (ax)ren une suite
d’entiers non nuls, pour 7 € N, on pose

2j 2j+1
’
’l,[)j = E ar et ’l/Jj = E ag.
k=0 k=0

On définit alors
—+o00 400
o= Zt_’/’f et o = Zt_’l’a,
i=0 i—0

ot 'on prend ¢ = 10 dans le cas réel et t = T dans le cas de k((1/T)). Nous
allons montrer que I'on peut construire par récurrence une suite (ag)ren
telle que, ou bien o, ou bien ¢’ soit dans la boule de centre 1 et de rayon
de QL1 (R). On considére les ensembles

+o00 too
B = Jw;logt], ¥} log|t|[NN et E' = | J[w}log|t], ;1 log |¢[NN,
=0 =0
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par construction, on a E N E’ = () et, comme N\ (E U E’) est fini, ou bien
E, ou bien E’ est dans l'ultrafiltre U définissant *R.

Soit j € N, pour tout n € [¢);log |t|, 9} log [¢[[, il existe g, = [t|¥s et p,
tels que log g, = v¥;log|t| < n, et

2
lgna — pr| < |t|#s+1= |t|a21+2+a2a+1 )

On a donc, pour tout n € [1); log ||, ¥ log [¢|]

. IOg lqna - pn| ¢]+1 7/)]
n ¢j

De méme, pour tout n € [} log|t|,1;11log ][, il existe g;, = t¥7 et ol
tels que log g;, = 9} logt < n, et

2 2

|t|¢;+1—¢; = Itla2]+3+a2j+2 ’

lgno' —pr] <

On a donc, pour tout n € [ log [¢], ;41 log |t|[

loglgne’ —phl _ i1 — ¥
> .

n Yit1

Ainsi, en prenant pour n; la partie entiere de 1 log [t| et pour n;; celle de

tj41log|t|, compte tenu de la décroissance de la suite €,, on impose

Vi = 1 Vip — ¥ 1

et > .
0 / =
1/)3 ETL; 77[)j+1 Enypr

Donc, pour n € [1); log|t|,4; log |¢|[, on a

d)]-!-l "p] 1 i

>
’d}; / 5n; ~ En ’
et pour n € [} log [t|, ;41 log [t|[ on a
i1~ ¥ 1 1

> L1
¢J+1 En]+1 En

Ainsi, en posant A’, = partie enti¢re de 1/¢,, et A;11 = partie entiére de
p 5 1% n 7+ p
1/én,,,, on impose
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/!
azj+2 = Aj(ao + a1 + - agj41) — azj41
et agjys = Ajr1(ao+ a1 +---agjy2) — 2542 ,

et, ces relations définissent, par le choix de ag et a; une suite (ax)ken & partir
de laquelle on définit o et o’. Sachant que E ou E’ est dans l'ultrafiltre U
définissant *R, alors, si E € U, on a

1 — 1
EC {nEN/ 3Gn,pn/ loglgn] < n et _ log|gn = pu| > —} eu,

n En

ce qui prouve que

d’ou

O‘”(a)>sl et, donc max{<OL(a)>,k€N}>é,

w

c’est-a-dire
d(a,1) <e.

Si E' € U, alors, de la méme maniére on a d(a’,1) < ¢, la topologie que
nous avons définie n’est donc pas triviale.

3. Approximation rationnelle

De méme que nous venons de munir ’ensemble QL;(R) d’une topolo-
gie définie & partir d’une «distance» non standard, nous allons maintenant
munir 'ensemble @ H; (R) d’une topologie analogue et, pour cela, nous com-
mencons par définir un ordre d’approximation mutuelle.

3.1. Définition de I'ordre d’approximation
DEFINITION 3.1.— Notons
Z*(n) = {(a,b,c,d) € Z*, max(log|al,log|c|,log|d|) < n,|ad — bc|7#0}.

Soient o et B € R, n € N, on définit 'ordre d’approzimation rationnelle
mutuelle de la maniere suivante :

On(n;a,B) = (a,b,cr,fil)aexz%n) —log [caf + dB — ac — b|.
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Pour a ~g 8 on convient de noter Og(n; a, ) = +o00 pour n suffisamment
grand.

Il s’agit maintenant de définir un pg(a,8) qui ne dépende pas des
représentants choisis dans les classes d’équivalence modulo ~g et tel que
pour tout «, on ait pg(a, 1) = p(a).

Comme précédemment, on note Oy (e, B) la classe dans *R de la suite
(O, 0))en- e (Onw(a, B)) la classe de On o, (a, B) dans T

DEFINITION 3.2.— Pour a et 3 non équivalents modulo H, on pose

prten ) = max { ( Q2200 ) e}

w

dans T'.
L’existence d’un tel maximum est assurée par le lemme suivant :

LEMME. — Soient « et 3 dans R tels que a et B non équivalents modulo
H, on a les propriétés suivantes :

1) <0H—ww(a’—ﬁ—)> > 1 dansT.

2) Siny < ny < ng sont trois entiers positifs, alors, dans *R, on a
ou bien Of nyuw(, B) = Ob ngw (e, B),
ou bien Oy nyu(a, B) < 20h n,w(a, B) + Cwns,
ou bien Og n,w(a, f) < Bngw + A

avec C = 18, A = 1og[4608(|a| + 1)}, B = 9.

Ainsi, dans T, si <—(M> > 1 alors, ou bien
w

(car O n,yw(a, B) < O nyw(e, B)) ou bien

(Gl _ (Ot
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Considérons alors ’ensemble

(Fregn). wer)

si, Vk € N*, <%‘#—)> =1, alors pg (e, 3) = 1 sinon, il existe ny tel que

<—1—OH’" ‘”(a’ﬁ)> > 1, alors, ou bien Vn > n; ——O”m:')(a’ﬁ) = _—OH'"I:(O"ﬁ) =

w
cH,n w(a,ﬂ) oH,n w(ayﬂ)
2 > < 1

w

pH(a, B) sinon il existe ny tel que
<OH,nw(a7ﬁ)> — <0H,n2w(a,ﬂ)

w w

> mais

alors, Vn > ng > = pu(a, B) d’ou l'existence

de pu(a, B) dans tous les cas.

Démonstration. —

1) Soient a et 8 non équivalents modulo H, n € N. Par définition,

Ogn;a,B) = ax -1 +dB—aa—b| > ax —1 —p|.
pio )= max  —loglcaf+df-aa=t > max ~loglgaf-p

C’est-a-dire
On(n;a, B) > O(n, ap).

Ce qui prouve que, pour tout n, on a

Op(n; o, B) S O(n,aB) 51
n = n = .

<(9H,w(a»/3)> >1.

w

Ainsi, dans ', on a :

2) Soient n; < ng < mg, trois entiers positifs et U 'ultrafiltre définissant
*R. Notons

E= {TL € N/OH(’I’LQTL,(X,ﬂ) = OH(n3n; «, IB)

ou bien Opg(nan;a,B) < 20x(nin;a, ) + Cnng}.

Si E € U, on est dans I'un des deux premiers cas, sinon, en raison de la
propriété des ultrafiltres, £ € Y. Pour n € F, on a donc

On(nan; o, B) < Og(ngn; a, )

et
Og(na2n; a, B) > 20k (nin; a, B) + Cnng.
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Soit n € E, on omet les indices n et on note a1, by, c1, di, ag, by, ¢, dy et
as, bs, c3, ds les éléments de Z réalisant les maximums dans les définitions
de Oy (nin;a, B), Og(nan;a, B) et Og(ngn;a, B). On a

—log|csaB + d3B — aza — bs| > —log|coaf + daff — aza — b
>—2loglciafB+ di18 — a1 — by| + Cnan.
C’est-a-dire

lcsaB+dsf—asa—bs| < |caaf+daf—asa—by| < e~ O™ |cyaf+dy f—aia—b; |2
(3.1)
Notons, pour i = 1,2,3 : ¢; = ¢;(e, ) = ciafB + d; — a;a — b, et

Q1(a) = (c2atda)d3—(cza+ds)p2 = (cza+ds)(aza+bs)—(cza+dz)(aza+bs).

Qz(a) = (C3a+d3)¢1—(61a+d1)¢3 = (c1a+d1)(a3a+b3)—(03a+d3)(a1a+b1).

Vérifions que ces polynémes ne peuvent pas étre identiquement nuls. Par
exemple

C3Q2 — C2a3 = 0
Q1=0 <= { c3by — cabs + dsas — dsag =0

dzby — d2b3 =0
as ag
— WHeqQ [®]|=k Z
ds da
En effet
€30y —coa3 =0 <= Jk; € Q, (Ccl:>=k1 (Zz),
et

daby — dobs = 0 <= Tk, € Q, (33) — & (32),
3 2
mézalors, on a
c3by — cobs + dzas — d2(l3 =0 <— (kl — kz)(Cng — azdz) =0,

Or, par hypothése, coby —aada#0, donc k; = ko. Compte tenu des définitions
des coefficients des ¢;, on a |k| > 1, mais cela contredit alors I'inégalité (3.1).
On montre de méme que Q3 # 0.

Considérons donc les polynémes non nuls ¢); et (2, on a les majorations
suivantes :
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Qi(e)] < lesa + dsllga(a, B)| + e + dal|s(a, B)]
< e (la] + Dlga(a, B)] + e (lal + 1)|¢s(a, B)]
< 2(lal + 1), (a, B2

et

1Q2(a)| < ez +dsl|¢1 (e, B)| + |1 + da|¢s(e, B)|
< €™ (la] +1)[g1(e, B)] + €™ (lof + D)3 (e B)]
< € (la] +1)(1 4 e7")| ¢y (e, B)
< 2" (|af + 1) o1 (e, B)].

Car, dés que n est assez grand, il est clair que |¢1(a, )| < 1 et, donc que

|$1(ex, B)I? < |1 (a, B)I.

Si Q7 ou Q2 est une constante non nulle, alors, on a |Qi(e)| ou
|Q2(c)| > 1 d’ou

—log|¢1(a, B)| <log (2(laf 4 1)) + nng. (1)

On suppose les polynémes @); et Q2 non constants.

1) Supposons @ et ()2 premiers entre eux, leur résultant est non nul et on
obtient ([MIW], p.147) :

1 < 2304e*™ max(|Q1(a)|, |Q2(c)|),

c’est-a-dire
1 < 4608e"™3 (|a| + 1)|¢1(a, B)|-

D’ol, en prenant les logarithmes

—log |¢1(a, B)| < log 4608 + log(|cr| + 1) + Inns. (I2)

2) On suppose maintenant que (1 et Q2 ne sont plus premiers entre eux. Ils
ont alors au moins une racine commune, nous noterons r la racine commune
la plus proche de a. Tout d’abord, remarquons la chose suivante : on a
Q1(r) = Q2(r) = 0, donc, si ¢17 + d; = 0, alors, comme Q2(r) = 0 et que
a1d; — ¢1b1#0, on a cs3r + dg = 0 puis, comme agds — c3bs#0, cor +dp = 0.
Ainsi, ou bien pour tout ¢ = 1,2,3 on a ¢;r + d; = 0, ou bien pour tout
¢t =1,2,3 on a ¢;r + d;#0. Notons r; Pautre racine de @); éventuellement
confondue avec 7.
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2.1) On suppose |a — r1| < |a — r| c’est-a-dire que r+#7r1, r n’est pas la
racine de @); la plus proche de « et r1#ry . On a alors

o — [ < Qu(a),

donc,
o — 71| < v2(a] + 1)et= "2 ¢y (o, B)|,

en raison de la majoration de |Q1(c)|. Remarquons tout d’abord que I’on
peut minorer la distance |r — 71|, en effet, on a

1
‘7' _ Tll > 56——271113

Par ailleurs, r; étant la racine de @); la plus proche de o, compte tenu de
la majoration de |@1 ()|, r1 est «trés» proche de «, et donc, r n’est pas
«trop» proche de a, en effet, on peut écrire

a7 > |r = r1| = o — 11| > 1/2e72"™ — \/2(Ja] + 1)e =55 |y (a, B),
donc,
1 _ _mnn
o= 7| > 5e7 (1= v/2(Ja] + 1)~ g1 (0, B))).
Il existe donc N > 0 tel que pour tout n > N on ait
1 _
la—7r| = 1€ Inns

Nous allons alors distinguer trois sous-cas :

a) Q2 = (c1a3 — c3a1)(X —r)?, la majoration de |Q2(a)| implique alors

la — 7| < V222 \/|a] + 1|1 |2,

on a donc

Ir—r1] < la—r|+la—ri| < V2e"*/2 \/Ja[ + 1|/ *+/2(ja] + 1)e =95 g,

c’est-a-dire

1< 2v2¢5/2 /o] + 1|12 + 2/2(Ja] + D)e®=mms/2|g, |,

mais, si C > 5 et n est suffisamment grand, on a

1< V/(la] + 1)e™m g, |2,
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et, en prenant les logarithmes

—log |¢p1(a, B)| < log(|a| + 1) + 6nns. (Is)

b) Q2 = (C1b3 — c3by + dias — dgal)(X — ’I‘) la majoration de |Q2(a)|
implique alors

1
Ze—2nn3 < |C¥ — 'rl < 2enn3(|a| + 1)|¢1|,

ce qui nous donne, pour n assez grand
1< 8e*™ (|a] +1)|¢1 (e, B),
d’ou

—log |¢1(c, B)| < log5(|al + 1) + 3nns. (14)

¢) Q2 = (c1as — c3a1)(X — r)(X — r2) ol ro#r et ro#r;. Notons que
dans ce cas, les racines r, r; et ro sont rationnelles. En effet, Q; et Q2
étant a coefficients entiers, si leurs racines ne sont pas rationnelles, elles
sont conjuguées, et donc, s’ils en ont une commune, ils ont les deux mémes.
Les racines r; et 7o étant rationnelles et distinctes, on a

1
|1y —rg| > 16_4""3

On a pour tout n € E et n > N
la —rlla = 12| <|@2(a)| < 2™ (|| +1)]41(a, B)],
d’out compte tenu de la minoration de |a — 7|,
o — 72| < 8e*™2(laf +1)|¢1 (e, B)-
On a donc
[r1=ra| < la—r1|[+|a—ra| < 8(Ja]+1)e*"™|¢1|++/2(jof + 1)e =% g1 (o, B)],
d’ou, dés que n est assez grand
1< 33¢™™(|a| + 1)|¢].
Ce qui nous donne
—log |¢1(c, B)] < log (33(|a| + 1)) + Tnns. (Is)

~ 648 -



Approximation diophantienne et distances ultramétriques non standard
2.2) On suppose maintenant |a — 7| < |a —r1].

2.2.1) Si pour i =1,2,3 ¢;r +d;#0 ; on a

azr+by  axr+by air+b
csr+ds  cor+dy  car+di’

nous noterons s cette valeur et il est clair que ¢;(r,s) =0 pour i =1,2,3 .
On a donc

|p1 (v, B) |p1(c, B) — p1(r, 3)]

|(cla + dl)ﬁ - (ala + bl) - (Cl’l' + dl)s + (alr + bl)l

= [(ar+d)(B-s)+cla—r)f—a(a—r1)|

< <c1r+d1)(ﬂ—%)|+lc1(a—r>ﬁ|+|al<a—r>l

< +§1 \(car + da)B — (azr + ba)| + |ex Bl — 7]
Haalla— 1]

< %'|02(r—a)ﬁ+az(a—r)+¢z(a,ﬁ)l

+leflla—r|+lafla—r] .
Mais r est racine de polynomes du second degré dont les coefficients sont
majorés par 4e2"™3, on a alors

Ir] < 12e*™ d’ott |17 + dy| < 13€3™™2
et, d’autre part, comme r est algébrique, on peut majorer

cr +d;

< 180e™"s,
cor + doy

Et, on peut écrire

|#1(c, B)] < 1815™2(|6] + 1)]ax — 7| + 180e" "™ |41 (o, B)*  (3.2)

Nous allons alors distinguer deux sous-cas :

a) On suppose que 7 est I'unique racine de Q;, c’est-a-dire que I'on a : ou
bien
Q1 = (czag — caa3)(X —7)? avec czay — cpa370,
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ou bien
c3az2 —coaz =0¢et Q1 = (C3b2 — cobs + dzas — d2a3)(X — 'I‘).

Dans les deux cas, la majoration de |Q;(c)| nous donne une majoration de
|o — r| qui, reportée dans 'inégalité (3.2) rend cette derniére contradictoire
des que n est assez grand et C' > 17.

b) On suppose maintenant que ¢); admet deux racines distinctes, r et r;.
La racine r étant la plus proche de a. On a alors :

o — 7| < V2(Ja] + 1)et =D ¢ (a, B)|

Cette majoration de |a—r| rend, 14 encore, l'inégalité (3.2) contradictoire
dés que n est assez grand et C' > 17.

2.2.2) Si pour i =1,2,3 ¢;7 + d; = 0, alors,
¢i(o, B) = ci(a —7)B — aza — by = ci(a — 1) — ai(a — ) — a;r — by,

et
Q1(a) = (a —r)(cs(aga + be) — ca(aga + bs)).

Et, nous allons alors aboutir & une contradiction. En effet, comme
a;d; — ¢;b;#0, on a a;r — b;#0. D’ol1, la minoration

1
e L = < lair — by

Mais, d’autre part, on a la majoration
lair — bi| < |¢i(a, B)| + |(cif — ai)(a —r)|.
On distingue alors deux cas

— Si cz3ay — coaz =0, Ql(a) = (a — T)(C3b2 — ¢obs + d3as — d2a3), d’ou,
compte tenu de la majoration de |Q1(c)|,

o — 7| < 2(|af + 1)t~ ™2 gy (o, B2
On a donc, par exemple en prenant i = 3
lagr — bs| < [@s(e, B)] + (18] + 1)e"™|a — 7],
c’est-a-dire
e < |agr—bs| < e "1 (@, B)P+2(jal+1)(18]+1)e " g (e, B) .
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Ce qui est contradictoire des que C > 2 et n est assez grand.

- Si cgag—cpa3#0, Q1 (@) = (c3ap—coa3)(a—r)(a—r1) ot ry = S2ha=gsba,

Or, on est dans le cas |a — 7| < |a@ — 1], donc on a |a — 7|2 < |Q1(a)] et
cette majoration de |a — 7| nous ameéne 14 encore & une contradiction.

Ainsi, dans tous les cas, en considérant les inégalités (I1), (I2), (I3), (I1)
et (I5), on obtient pour n assez grand

—log |¢1(a, B)] < log(4608(|a| 4 1)) + Inns.

Ce qui démontre le lemme, en effet si n; < ng < ng sont trois entiers positifs,
alors, dans *R, on a la propriété suivante :

des que OH,ngw(an@)#OH,n:;w(ay IB), ou OH,ngw(aa ﬁ) < 20H,n1w(avﬁ) +
18wng, alors on a

OH nyw(a, B) < 1og[4608(|a| + 1)] + wns.

PROPOSITION 3.1.— Soient a, B et 7y des éléments de R, on a
1) pu(e, B) 2 min(pr (e, 7), pa(7, B))-
2) pu(a,1) = p(a).

Démonstration. —

1) Soit k; (resp. ko) lentier strictement positif tel que pu(a,7)

(resp. pu(7y,0)) soit égal & la classe dans I' de I’hyperréel QM‘E(L’"L
(resp. %2:_(0‘_7))

Soit n € N, notons

On(kyn; ,7) = — loglerary + dyy — arer = by | = — 1o | gy, )
et

O (kan; B,7) = — log [c2By + day — aga — ba| = — log |ryn (8, 7)|-
De ) 1

- 2ot | = g mntel
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et
c aja+ by a1+ by aafi — b
P a+d; 2ca+d; 2 2
a1a+b1 a1a+b1
< - d Gt 0 (3, 7
cof8 (7 cla+d1) +da (7 ot ds + |Bran (B, 7)]
on tire

[(cear — craz)af + (c2b1 — diaz)B — (c1be — doar)a — (dibe — dab1)| <
(le2B] + |d2])|Pkyn (0, ¥)| + |cra + di||Pkyn (B, 7)]-

On a ainsi une relation quadratique en « et 8 dont les coefﬁaents sont
majorés par 2e(F1t52)%et qui est majorée par

Cekn max (|¢k1n(aa 7)') |¢k2n(ﬂ, 7)') )
ou C est une constante qui ne dépend que de a et de § et k = max(ky, k2).

Ainsi, pour tout n € N*, on a

O((kr + ko)rs e, ) o o (O(kln; 7). O(k2n; 7, ﬂ)) _lgC
n n n n
Ce qui prouve que
pr (e, B) > min(pg(a,7), pr (Y, B))-
2)Soit « € R, et n €N, on a
O(n;a) < Og(n; o, 1) = max —log|(c—a)a+ (d—-0b)| < O(2n;a),

(a,b,c,d)€Z(n)
ce qui implique I'égalité py(a,1) = p(a).
COROLLAIRE. — Soient a, o', B et 3 des éléments de R tels que o ~g

o et B~y B, ona

pH(a7ﬂ) = pH(al, ﬂ/)

Démonstration. — D’apres l'inégalité démontrée dans la proposition 3.1.,
on a

pu(a, B) > min(pg (e, &'); pu(d, B)),
or, pg(a,a’) = +oo, donc pu(a, B) = pu(e/, B). Mais, de méme, on a

PH(a ’ﬂ) mln(pH(a 7/3 ) PH(ﬂ’,ﬂ)) 2 pH(aINBI)7
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car pg(B3,0') = +00. On a donc
pH(a) :6) 2 pH(ala ﬁ/)

Et, de la méme maniere, on peut démontrer I'inégalité inverse, d’ou I’égalité.

Ce corollaire prouve que la définition de py(a,8) ne dépend que des
classes d’équivalence modulo ~g des éléments o et (3 et, ainsi, py est
défini sur QH1(R) x QH1(R), c’est ce qui va nous permettre de définir
une «distance» ultamétrique sur QH; (R).

3.2. Distance et topologie sur QH;(R)

L’existence de py étant assurée, on peut définir sur @ H, (R) une «distance »
a valeurs non standard de la maniere suivante :

DEFINITION 3.3.— Pour a et 3 dans QH;(R), on pose

du(o, B) = m-

PROPOSITION 3.2. — L’application dg de QH1(R) x QH1(R) dans TU
{0}, vérifie les propriétés suivantes : pour a, B et v dans QH1(R), on a
1) du(a,8) =0 <= a =4,

2) du (o, ) = du(B,a),

8) dg (e, B) < max(dy (o, ), du (v, B)).
Ce qui fait de dg une distance I'-hypermétrique.
Démonstration. —

1) et 2) évident

3) L’inégalité triangulaire ultramétrique découle directement de la proposi-
tion 3.1.

Topologie uniforme

La distance non standard que nous venons de définir permet, comme
dans le cas précédent, de munir QH;(R) d’une topologie uniforme.
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4. Applications continues

Nos ensembles étant ainsi munis de topologies uniformes, il est intéressant
d’étudier rapidement certaines applications continues, la question qui reste
ouverte étant celle d’une structure analogue & celle d’un revétement pour
QL; au dessus de QH;.

Soit @ € R, dans ce paragraphe, nous noterons @]y, la classe de o dans
QL1(R) et [a] la classe de @ dans QH1(R), on a donc

mh={§m(nmerZﬁ,

b
ol = { 222, (@bind) € 2% Jad — el 0}
c
Il est clair que [ C [@]m et que on a une surjection, que nous noterons

s de QL1(R) sur QLy(R).

PROPOSITION 4.1.— La surjection s est uniformément continue sur

QL1(R).
Démonstration. — Clair, car pour tout o et 3 dans R, on a

du([e]n, [Blr) < dr((e]e, [BlL) -

PROPOSITION 4.2. — Soit A € R*, et @) définie par

ox: QL1(R) — QL1(R)

[a] L [)\a] L ’

Uapplication ¢y ainsi définie est un homéomorphisme.

Démonstration. — L’application ¢, est clairement surjective, vérifions
qu’elle est injective : soient [o]r et [B]L € QL1(R),

Malr = Mz <= 3(p,q) € Z*2, Aa= sw = [olz = AL .

Par ailleurs, comme dy(Aa, \3) = dr(a, 3), cette application est triviale-
ment continue.

Ceci prouve que notre espace QL1 (R) est homogene.
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5. Annexe 1 : Définition de *R ([LIND.], [GOLD.])

Introduction

De méme que I'on construit R a partir des suites de Cauchy de rationnels,
on construit *R comme quotient de RY par une relation d’équivalence judi-
cieusement choisie. Dans le cas de la construction de R, on s’intéressait a
la limite des suites, on identifiait donc le plus de suites possibles ; toutes
celles ayant la méme limite. Dans le cas de *R, on souhaite une structure
algébrique riche qui tienne compte non seulement de la convergence des
suites, mais aussi de leur mode de convergence. C’est-a-dire que ’on veut

distinguer par exemple les suites {1}, {2} et {71——7—1} 1l s’agit donc plutot
d’en identifier le moins possible sans que ce soit trivial. De plus, on aimerait
éviter les diviseurs de zéro. En effet dans RY, on a

(1,0,1,0,...) x (0,1,0,1,...) = 0.

On va donc définir une relation d’équivalence juste assez forte pour éviter les
diviseurs de zéro, mais en gardant le plus de richesse possible a la structure.

Ultrafiltres. — Un ultrafiltre est un sous-ensemble U de P(N) qui vérifie
les propriétés suivantes :

e Pour tout ABeU, ANBeclU
e SiAcU et AC B alors BelU
e Pour tout A € P(N) , ou bien A €U ou bien A € U.

L’existence d’ultrafiltres non triviaux de P(N) dépend de axiome du
choix. Nous admettons cet axiome, et fixons un tel ultrafiltre.

Définition de *R. — Soit sur RN la relation d’équivalence
{an} ~{by} <= {nEN/a,=by} elU.

On définit *R comme *R = RN/ ~. Les opérations algébriques sont définies
composante par composante.

*R est un corps ordonné qui ne vérifie évidemment pas l'axiome de
la borne supérieure (*R#R). Il n’y a plus de diviseurs de zéro, par ex-
emple, I'une des deux suites (0,1,0,...) et (1,0,1,...) est nulle, et cela
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dépend de l'ultrafiltre. Mais, dans la mesure ou l'on s’intéresse au com-
portement asymptotique des suites cela importe peu de savoir laquelle. On
peut d’ailleurs se limiter & une sous-famille d’ultra-filtres telle que tous les
*R correspondants soient isomorphes. Notons que R est plongé dans *R via
les suites constantes.

Définitions
On dit que = € *R est un infiniment petit (i.p.) si
YaeRY, —a<z<a
On dit que = € *R est limité si
JaeRT, —a<z<a

Les hyperréels non limités sont des infiniment grands (i.g.).

Définition et structure de T

On considere *Ry, le groupe multiplicatif des hyperréels strictement
positifs, et A% le sous-groupe de *R, des hyperréels, strictement positifs,
limités, d’inverse limité. On note I' le quotient de *R;. par A% muni de sa
structure de groupe quotient.

Proposition
1) T est un ensemble totalement ordonné.

2) Soient x ety des éléments de *Ry, Uaddition pour (z) et (y) dansT, est
définie par
() + (y) = (2 +y) = max((z) , (v))

Démonstration

1) Soient (z,,) et (y,) deux éléments de RN, soit ¢ 1'ultrafiltre définissant
*R, comme U est un ultrafiltre, I’'un des deux ensembles suivants est dans
U:

{n € N/z,, < y,} ou bien {n € N/z, > y,}.

Si 'on désigne par x,, et y,, les éléments de *R correspondants, on a ou bien
Zw < Yo, ou bien x,, = y,. Ce qui prouve que *R est totalement ordonné.
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Démontrons que cet ordre total sur *R induit une relation d’ ordre total sur
I", que nous noterons encore <,

Supposons z,, < Y, alors, {n € N/z,, < y,} € U. Soient £, et £, deux
éléments de A% ou bien

{n € N/lpx, < L yn} €U ou bien {n € N/lpz, > Ly} €U.

Dans le premier cas, on a £,z < £y, et dans le second, on a z, < y,, <
%L:cw. Ainsi, si pour tout £, et £, dans A% on a £4,x,, < €, y,, alors, dans T’

(Tw) < (Yo,

et, sinon, la double inégalité x, < y,, < %xw implique

(o) = (y,) dans T".

2) Notons x et y deux éléments de I' et vérifions que la définition de la
somme a bien un sens. Supposons, par exemple r < y, alors

T
x+y=y<1+—),
Y

T
mais comme x < y, — < 1, et donc, z+y =y.
Y

La somme de deux éléments de I' est donc bien définie par x + y =
max(z,y).

En conclusion, T" est un groupe multiplicatif, totalement ordonné et muni
d’une addition.

6. Annexe 2 : Espaces I'-hypermétriques

Définition. — On appelle espace I'-hypermétrique un espace X muni d’une
I'-distance, c’est-a-dire une « distance» d valeurs dans I'.

Pour tout € € T" on note V; ’ensemble suivant
Ve=A{(a,8) € X x X / d(a, B) < ¢}

L’ensemble £ = {V;; ¢ € I'} est un systéme fondamental d’entourages. Les

ensembles
{‘/l/Na N e *N}a
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ou 'on assimile N a sa classe dans I', forment également un systéme fonda-
mental d’entourages.

Soit « € X , pour € € I, on note
V(@) ={Be X |/ d(o,f) <e}

et
B(a) = {V(a), e€T}.

1l existe une unique topologie telle que, pour tout a dans X, B(a) soit le
filtre des voisinages de « ; c’est la topologie déduite de la structure uniforme.
Notons la 7r.

Hypersuites de Cauchy et espace complet

DEFINITIONS. — Soit (X, 7r) un espace I-hypermétrique

— Un filtre F, de parties de X, est dit de Cauchy si, pour tout entourage
Vde X,ilexiste U €« Ftelqueld xUCV.

— L’espace (X, Tr) est dit complet si tout filtre de Cauchy y est conver-
gent.

— On dit que le filtre F converge vers un point z € X si F est plus fin
que le filtre des voisinages de z. C’est-a-dire, si B(z) C F.

— Soit (xn)Nexn une hypersuite. (zy)ne+n est dite de Cauchy si
Veel' IN€*N/V(K,K')e*Nx*N, K> N,K'> N = d(zk,rx') <E€.
— Soit (xn)nexn une hypersuite. (zx)nexn est dite convergente vers une
limite L si
Veel' INe*N/VKe*N, K> N = d(zk,L) <e.

PROPOSITION 1.— L’espace (X, Tr) est complet si et seulement si toute
hypersuite de Cauchy y est convergente.

Démonstration. —

(=) Supposons I'espace complet, c’est-a-dire que tout filtre de Cauchy
est convergent. Soit (zy)ne+n une hypersuite de Cauchy, et soit F le filtre

engendré par
{{rx, K€*N,K >N}, Ne*N}.
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Soit N € *N, notons Vy/x = {(z,y) € XxX / d(z,y) < %} . L’ensemble
{Viyn, N € *N} est une base d’entourages de X.

Montrons que le filtre F défini ci-dessus est un filtre de Cauchy.

Soit N € *N, on considére I'entourage Vi, ; 'hypersuite (rn)nvern
étant de Cauchy, il existe M € *N tel que, pour tout K, K’ € *N, K > M
et K’ > M implique d(zx,zx') < 7. Et donc, il existe U € F tel que
UxUCVyn. En effet

1
(o, K > Mx{ar, K > M) < Vy = {29) € X x X / dlw) < ;|
Le filtre F est bien de Cauchy, donc convergent dans l’espace X que l'on
a supposé complet. Soit x sa limite. Montrons que 1’hypersuite de Cauchy
(zN)ne*n converge vers z. Comme F converge vers z, le filtre B(z) des
voisinages de x est inclus dans F. C’est-a-dire que pour tout N € *N,

Vin(z) = {yeX / d(z,y) < —]1\7} eF.

Donc, il existe M € *N tel que {zx, K € *N,K > M} C V/n(z). Ce qui
prouve que ’hypersuite (zy)ne+n cOnverge vers .

(«<=) On suppose que toute hypersuite de Cauchy est convergente dans
X.

Soit F un filtre de Cauchy. Pour tout N € *N, il existe Uy € F tel que

Dans chaque Uy, on choisit un élément = et I’on considere I’hypersuite
ainsi obtenue. Cette hypersuite est de Cauchy, en effet, pour tout N € *N,
il existe M € *N tel que

1
(o, K > Mx{ares K > M) € Vigy = { (@) € X x X ] dla) < }.

Par hypothese, elle est donc convergente. Notons z sa limite, on a B(xz) C F.
En effet, si M > N, alors, Uy x Uy C Vi et il existe zp € Ups tel que
d(z,zrm) < 1/M d’ol pour tout y € Un, d(y,z) < 1/N et Uy C Vi n(x).
Ce qui prouve que le filtre F est convergent vers x.

Conclusion : Comme dans le cas des espaces métriques, 1’espace
«I-hypermétrique» X est complet si et seulement si toute hypersuite de
Cauchy y est convergente.
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Complétion

Soit X un espace I'-hypermétrique, d’apres ce qui précede, il est muni
d’une structure uniforme. Son complété est défini de la maniére suivante :

DEFINITION ([BBK]). — Soit X Uensemble des filtres de Cauchy mini-
mauz (pour la relation d’inclusion). On définit sur X une structure uni-
forme de la maniére suivante : pour tout entourage symétrigue V de X, on
désigne par V Uensemble des couples (M, N) de filtres de Cauchy minimauz
ayant en commun un ensemble petit d’ordre V (i.e. 34 € M NN, tel que
AxXACV. ) Les ensembles 1% forment un systéme fondamental d’entourages
sur X.

X est complet et, si ’'on note i 'injection de X dans X définie pour tout
x € X par i(z) = B(z), o B(z) désigne le filtre des voisinages de z, i(X)
est dense dans X.

PROPOSITION 2.— Tout élément de la complétion X de X correspond
a la limite d’une hypersuite de Cauchy d’éléments de X.

Démonstration. — Nous avons vu dans la proposition 1 la correspon-
dance entre filtre de Cauchy convergent et hypersuite convergente dans X.
Soit (zn)ne+n une hypersuite de Cauchy d’éléments de X, F le filtre en-
gendré par

{{rx, K€*N,K >N}, Ne*N}

est un filtre de Cauchy. Notons Fy, 'unique filtre de Cauchy minimal tel
que Fo C F. Si 'on note xq la limite, dans un complété de X, du filtre Fo,
par minimalité de Fy, on a Fo = B(xg), c’est-a-dire que Fy est le filtre des
voisinages de xg, et il est clair que ’hypersuite (zx)ne+n converge vers zg.
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