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dans les supraconducteurs (*)

par
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(Faculté des Sciences, Orsay)

SOMMAIRE. — On étudie le spectre des excitations d’un supraconducteur
dans trois cas ol le paramétre d’ordre varie dans 1’espace.

1) Dans un supraconducteur pur de deuxiéme espéce dans la phase de
Schubnikov il apparait des états localisés d’énergie trés inférieure au seuil
d’excitation en champ nul, qui modifient les propriétés de basse température
du métal (chaleur spécifique, relaxation nucléaire ...).

2) Un supraconducteur pur de premiére espéce en état de « surchauffe »
magnétique contient des excitations de basse énergie localisées au voisinage
de la surface. La densité d’états correspondante est mesurable par effet
tunnel.

3) Une impureté non magnétique induit des variations spatiales du para-
metre d’ordre d’un supraconducteur. A cette perturbation est associée
une variation de la température de transition d’un alliage supraconducteur
« sale ».

SUMMARY. — The excitation spectrum of a superconductor is studied
for three different situations of space-varying order parameter.

1) When a pure type II superconductor is in the Schubnikov state, its
spectrum contains localized states with energy much smaller than the gap
in zero field. These low-lying excitations have an important effect on the

(*) Cet article représente la thése de doctorat d’état &s sciences physiques de
Mme Caroli, présentée & la Faculté des Sciences de 1’Université de Paris, enre-
gistrée au Service des Archives Originales du Centre National de la Recherche
Scientifique sous le n° 428, et qui sera soutenue au cours de I’année 1966.
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low temperature properties of the metal (specific heat, nuclear relaxation...).

2) In the metastable state of superheating a pure type I superconductor
contains low energy excitations localized in the vicinity of the surface. The
corresponding density of states can be measured by a tunneling experiment.

3) A non magnetic impurity induces space variations of the order para-
meter of a superconducting solvent. This perturbation is correlated with
a modification of the transition temperature of a dirty superconducting
alloy.

INTRODUCTION

En 1957, Bardeen, Cooper et Schrieffer [/] (*) ont élaboré une théorie
microscopique de la supraconductivité. Le principe en est le suivant : si
dans un métal il existe une interaction attractive entre les électrons cette
interaction ne peut pas étre traitée comme une perturbation. La divergence
de la série de perturbation traduit un fait physique, qui a été mis en évi-
dence par Cooper [2] : pour deux électrons de moments et de spins opposés
ajoutés au métal supposé normal, I’état le plus bas en é€nergie n’est pas
celui ou les électrons viennent simplement se placer juste au-dessus du
niveau de Fermi. A cause de l’interaction attractive ils peuvent abaisser
leur énergie en formant un état lié. Suivant ce processus les électrons du
supraconducteur se « condensent » en un ensemble de paires liées de moments
et de spins opposés. L’interaction attractive est créée, dans le modele BCS,
par I'intermédiaire des phonons.

BCS la schématisent de la fagon suivante (et nous ferons la méme hypo-
these dans tout ce travail).

1) L’interaction attractive n’est pas instantanée :

— On traduit ce retard de D’interaction en disant qu’elle n’existe entre
deux électrons que si ces deux électrons ont dans la phase normale des
énergies comprises entre E; — wp, et Ex + op. opestla fréquence de Debye,
E, I’énergie de Fermi du métal.

2) Elle est locale :

— Enréalitéla portée de l'interaction dans 1’espace est de I’ordre du rayon
de Thomas-Fermi du métal, donc comparable a la distance interatomique.
Cette approximation néglige les variations des différentes caractéristiques du
supraconducteur a une échelle plus fine que la distance interatomique.

(Y Nous désignerons dans la suite cet article par BCS.
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Cette théorie rend bien compte des principales propriétés des supra-
conducteurs purs et massifs : effet Meissner, absorption des micro-ondes
€t des ultra-sons.... Elle met en évidence une des caractéristiques les plus
spectaculaires des supraconducteurs, I’existence d’un seuil fini d’énergie
d’excitation (que nous appellerons « bande interdite »).

Dans un métal normal il existe des excitations d’énergie infinitésimale
(on les obtient en créant un quasi-trou et une quasi-particule qui ont tous
les deux des impulsions trés proches de I’impulsion de Fermi p;). Dans un
supraconducteur pour créer une excitation élémentaire il faut détruire une
paire liée, donc fournir I’énergie de liaison, ce qui implique 1’existence d’une
bande interdite dans le spectre des énergies d’excitation.

Il est clair que cette description, faite en termes d’états propres d’impul-
sion bien définie, ne s’applique qu’a un métal massif et homogene. Elle
ne permet pas, au moins sous sa forme originale, de décrire les alliages
supraconducteurs ou les spécimens de trés petites dimensions.

En milieu inhomogéne ce principe d’explication de la supraconductivité
doit certainement subsister. Considérons le cas ou la structure du supra-
conducteur varie trés lentement dans 1’espace : on serait alors tenté de
supposer que le modéle BCS s’applique localement, dans une région de
I’espace petite par rapport a la distance caractéristique sur laquelle varie la
structure. On voit sur ce cas simple que toutes les propriétés locales, par
exemple la densité de charge, ont alors des variations spatiales. En parti-
culier le parameétre A qui représente dans la théorie BCS la largeur de la
bande interdite devient variable dans 1’espace. Dans ce cas, A(r) ne peut

plus représenter un seuil d’énergie d’excitation. En effet le spectre des exci-
tations est une propriété de I’ensemble du systéme, et le seuil, s’il existe
encore, ne peut pas varier dans 1’espace.

Pour calculer les propriétés d’un supraconducteur inhomogene, il faut
donc généraliser la théorie de BCS de fagon a pouvoir :

1) définir, si c’est possible, A(r) & partir des données microscopiques,
et essayer de lui donner un sens physique;

2) calculer la bande interdite dans le spectre des énergies d’excitation du
systéme, si elle existe.

La solution du premier probléme a été fournie en partie, en fait bien
avant que ne soit élaborée la théorie microscopique BCS, par la théorie
phénoménologique de Landau et Ginzburg [3]. Cette théorie décrit un
supraconducteur au voisinage de sa température critique T.. On sait que
la transition normal-supraconducteur en champ magnétique nul est du



162 CHRISTIANE CAROLI

second ordre. Landau a appliqué & ce cas sa théorie générale des transitions
du second ordre [4] : pour cela il faut supposer que dans I’état « ordonné »
il existe un « parameétre d’ordre » ¥ non nul, qui s’annule aux tempéra-
tures T = T,. Dans le cas d’une transition ferromagnétique, par exemple,
ce paramétre est 1’aimantation spontanée. De plus Landau et Ginzburg
supposent que ce parametre d’ordre peut varier dans 1’espace, et associent

a ces variations une « énergie de courbure » proportionnelle a | §7>‘P‘(r) 2.
Enfin ils introduisent le champ magnétique H(r) en imposant que 1’énergie

libre du supraconducteur soit invariante dans une transformation de
jauge. On obtient ainsi une expression Jlocale de 1’énergie libre, qui doit
étre minimisée par rapport aux variations du parametre d’ordre et du champ
magnétique (ou du potentiel vecteur K(r)). Ceci impose que ¥(r) et K(r)
soient solutions de deux équations différentielles couplées (équations de
Landau-Ginzburg). L’une d’elles, en particulier, donne la valeur de rot H,
c’est-a-dire du courant : les hypotheses faites sur la nature du paramétre
d’ordre et sa covariance de jauge suffisent 4 impliquer ’existence de courants
permanents. En résolvant ces deux équations (auxquelles il faut ajouter des
conditions aux limites) on peut trouver la forme du parameétre d’ordre dans
des situations inhomogénes.

Les équations de Landau-Ginzburg font apparaitre deux longueurs
caractéristiques du supraconducteur :

— la portée dans I’espace des variations du paramétre d’ordre autour
de sa valeur d’équilibre en milieu infini &A(T). Elle devient infinie & la
température de transition. On retrouve ici une propriété caractéristique des
transitions du second ordre;

— la profondeur de pénétration A(T) d’un champ magnétique faible dans
le supraconducteur, qui devient aussi infinie & la transition.

Enfin, dans cette théorie le carré du paramétre d’ordre | ¥'(r) |2 est inter-

prété dans le cadre du modéle & deux fluides [5], comme la densité locale
d’électrons superfluides.

Cependant les applications de ce modéle sont limitées pour plusieurs
raisons :

— il est valable pour un matériau de structure microscopique homogéne.
Les inhomogénéités (qui se traduisent par des variations de ¥ dans 1’espace)
ne peuvent étre créées que par la présence d’un champ magnétique, ou a
partir de conditions aux limites traduisant 1’effet d’une perturbation exté-
rieure (surface libre, contact avec un autre métal ou un isolant, etc.),
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Nous appellerons ce type de variations spatiales « inhomogénéités macro-
scopiques » car elles se font sur une longueur caractéristique £4(T) ou M(T)
toujours trés supérieure aux dimensions atomiques :

— les conditions aux limites pour un probléme donné ne peuvent étre
définies qu’a partir d’un calcul microscopique;
— enfin il n’est valable qu’au voisinage de la température de transition.

Méme en tenant compte de ces limitations la théorie de Landau et Ginz-
burg est extrémement riche en applications : elle a permis par exemple de
mettre en évidence 1’existence des supraconducteurs de seconde espéce
et de calculer leurs propriétés magnétiques [6].

En 1958, Gor’kov [7] a reformulé la théorie de BCS en termes de fonc-
tions de Green. Ce traitement ne fait aucune hypothe¢se d’homogénéité
spatiale. La supraconductivité se traduit dans ce modele de 1a fagon suivante :
en plus de la fonction de Green & une particule ordinaire (%)

G(r, r't) = — i T { Y1) } >

il existe une fonction de Green anormale F*(r,r't) liée & ’existence des

paires, définie par F*(r,r',t) = (T { $5(r0)¢}(r't) } ). La quantité

F(r, 7,0) = 10V

est appelée « amplitude de condensation » des paires. Elle est, trés qualita-
tivement, une mesure de la densité de paires en chaque point. C’est le fait
que cette amplitude ait une valeur non nulle qui est la caractéristique la
plus générale de 1’état supraconducteur. Enfin on définit un parameétre
d’ordre A(r) par A(r) =V {4y (NYy (1)) (V étant la force de Iinteraction
attractive entre les électrons) dans un supraconducteur homogéne et massif
en champ nul A est simplement la bande interdite de BCS.

A partir de cette formulation Gor’kov [8] a pu obtenir les équations de
Landau et Ginzburg, évidemment comme résultat d’une approximation.
En effet le paramétre d’ordre A(r) doit étre déterminé de fagon self-consis-

tence. Au voisinage de la température de transition, 1’équation de self-

Q] ‘J.v(r;, t) et *(rt) sont les opérateurs qui détruisent et créent un électron au
point r et au temps ¢ ({(r, 0) est relatif au temps # = 0), T est I’opérateur qui
ordonne les temps, et ( ) symbolise la moyenne thermodynamique.
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consistence pour A(r) est une équation intégrale linéaire (%) dont le noyau

a dans l’espace pour un supraconducteur pur une portée &, portée des
corrélations de position dans le supraconducteur. La valeur de A(r) en un

point dépend donc de ses valeurs (et de celles du champ magnétique) dans
une sphére de rayon £, centrée au point r. On ne peut obtenir, 4 partir de
cette équation non locale, les équations locales de Landau-Ginzburg, que
si les variations spatiales de A(r) et du champ magnétique se font sur des
Ea(T)
NT)

< 1. On montre alors que le paramétre d’ordre phéno-

distances trés supérieures a &,, donc si > &, (%). Ces conditions sont

T,
ménologique de Landau et Ginzburg ¥(r) est simplement proportionnel

remplies si

a A(r), qui est lui-méme relié aux données microscopiques.

Enfin des méthodes analogues permettent de calculer, pour des situations
trés variées [9], les conditions aux limites « microscopiques » qui doivent
s’ajouter aux équations de Landau et Ginzburg.

Il serait évidemment souhaitable de disposer d’une description locale
du type Landau-Ginzburg a toute température et tout champ magnétique.
Une telle extension a été faite par Werthamer [/0] et Tewordt [/1], mais
elle n’est valable que si le paramétre d’ordre varie peu sur une longueur de
cohérence. Pour avoir une idée des limitations qu’impose cette condition,
nous calculons dans I’Appendice B la portée £5(T) des variations spatiales
« macroscopiques » du parameétre d’ordre pour un métal pur ou un alliage
sale (dans lequel le libre parcours moyen des électrons / est trés inférieur a
la longueur de cohérence £, du solvant). Nous trouvons que, 3 T =0 et en
champ nul, £, est de I’ordre de la longueur de cohérence. La limitation est
donc sérieuse.

Il est clair que les équations de Landau-Ginzburg, qui négligent les
variations de paramétre d’ordre sur des distances de ’ordre de &,, trés

(®) Au voisinage de T, comme la transition normal-supraconducteur est du
second ordre, A(r) est petit et la condition de self-consistence générale peut étre

développée en puissances de A.

(® 11 faut insister sur la différence physique entre &, et £A(T). La longueur
0,18 Ur

Te
la portée des corrélations de position dans la phase supraconductrice). Par contre
la portée £a des variations spatiales du paramétre d’ordre dépend de la tempéra-
ture (elle devient infinie 4 la température critique). C’est une longueur analogue
a la portée des corrélations d’aimantation dans un ferromagnétique, qui devient
infinie a la température de Curie. '

de cohérence £, = une quantité indépendante de la température (c’est
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supérieures aux distances interatomiques (®) ne peuvent pas décrire les
inhomogénéités « microscopiques » éventuelles. Pour en rendre compte
il faut chercher une solution plus « fine » de 1’équation de self-consistence
pour A(r).

Par ailleurs, méme quand nous connaissons, d’une fagon ou d’une
autre, la forme spatiale de A(r), il reste a résoudre le deuxiéme probléme :

calculer le spectre des excitations, et en particulier la largeur de la bande
interdite si elle existe. Pour obtenir le spectre dans une situation inhomogéne,
et les propriétés qui en découlent (phénomeénes dissipatifs, de transport...),
il faut revenir au calcul microscopique. On rencontre alors deux types de
situations & inhomogénéités macroscopiques :

1) il arrive qu’on puisse, au voisinage d’une transition du second ordre,
calculer directement toutes les propriétés du supraconducteur, & toute
température, par un développement en puissances du parameétre d’ordre,
qui est alors petit. C’est le cas des matériaux de 2¢ espéce au voisinage de
leur champ critique supérieur traité par de Gennes [/2] et Maki [13]. Pour
le cas « sale » (I < &) sous ’effet du champ magnétique, le paramétre
d’ordre varie fortement dans l’espace, mais a une moyenne non nulle,
alors que le spectre des énergies d’excitation ne présente plus de bande
interdite [14] ;

2) ces développements en série de puissances de A ne convergent pas
toujours. Pour un supraconducteur BCS, par exemple, on ne peut pas déve-
lopper la densité d’états en série de puissances de A. Le développement
converge seulement quand le supraconducteur est du type « sans bande
interdite ». On doit revenir alors dans chaque cas précis aux équations
microscopiques pour calculer par exemple le spectre des énergies d’exci-
tation. C’est cette méthode que nous employons :

— au chapitre I pour calculer la densité d’états, ’absorption des ultra-
sons et la relaxation nucléaire dans un supraconducteur de seconde espéce
contenant une faible densité de lignes de vortex (le champ magnétique
est alors un peu supérieur au champ de premiére pénétration H,,);

— au chapitre II pour calculer la densité d’états mesurable par effet
tunnel dans un supraconducteur de premiére espéce dans un état métastable
de « surchauffe » (phase supraconductrice dans un champ supérieur au
champ critique);

(®) La plus courte longueur de cohérence que 1’on connaisse actuellement
pour un corps pur est celle de Nb,Sn, estimée a environ 50 & 100A. Dans les supra-
conducteurs de 1r¢ espéce (Sn, In, Al ... ) &, vaut toujours plusieurs milliers
d’angstroms.
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— enfin dans le chapitre III nous étudions la température de transition
des alliages supraconducteurs & impuretés non magnétiques. Dans ce cas le
parametre d’ordre présente des variations a 1’échelle atomique, que les
équations de Landau et Ginzburg ne décrivent pas. Nous cherchons donc
une solution plus détaillée de 1’équation de self-consistence pour A(r),

qu’on peut ensuite utiliser pour étudier le spectre d’excitations de 1’alliage.

I. — EXCITATIONS DE BASSE ENERGIE
DANS LES SUPRACONDUCTEURS DE 2¢ ESPECE

I.1 Phase de Schubnikov.
Description d’une ligne de Vortex.

Comme nous le verrons dans le chapitre III, on peut créer des inhomo-
généités « microscopiques » dans un supraconducteur aussi bien que dans
un métal normal par 1’addition d’impuretés, Il existe cependant un moyen
de créer uniquement les inhomogénéités spatiales « macroscopiques »
particuliéres aux supraconducteurs (métaux purs ou alliages) : c’est I’appli-
cation d’un champ magnétique assez fort. En effet, la profondeur de péné-
tration du champ MT) est finie, donc la présence du champ suffit a placer
dans une situation inhomogéne un supraconducteur — méme s’il s’agit
d’un métal pur —.

En champ faible un supraconducteur exclut complétement le flux magné-
tique, sauf sur une épaisseur A(T) au voisinage de sa surface. Dans les supra-
conducteurs de premiére espéce (Sn, Al, In, ...) ce diamagnétisme total
cesse brusquement quand H = H, (H, est le champ critique) (¥). Cependant
on a observé depuis longtemps [15] que dans certains supraconducteurs,
dits de 2¢ espéce, le diamagnétisme diminue progressivement a partir d’un
seuil H,, jusqu’a un champ critique supérieur H,,, ol ’aimantation s’annule
continfiment. Ces corps sont en grande majorité des alliages, mais peuvent
aussi étre des corps purs, comme Nb, ou des composés définis comme V;Ga,
V,Si....

Landau et Ginzburg [3] avaient déja remarqué I’existence de ces deux types
de supraconducteurs, que 1’on peut distinguer qualitativement en calculant

(®) Nous considérons ici une géométrie de cylindre infiniment long, parall¢le
au champ, ce qui exclut les effets de désaimantation, donc la possibilité d’observer
P’état intermédiaire.
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I’énergie de surface d’une paroi normal-supraconducteur (ces parois appa-
raissent dans I’état intermédiaire). L’aspect d’une paroi est représenté
qualitativement figure 1. Dans la région CM le paramétre d’ordre et le

champ magnétique sont tous deux petits, le systéme perd une énergie de
2

condensation 8—0 par unité de volume (H, étant le champ critique thermo-
TC

dynamique), et ne gagne pas d’énergie magnétique. L’énergie par unité de
surface de la paroi est donc, en ordre de grandeur

E, = ¢ [£(T) — K(T))
C M

!
|
|
!
!
!

paramétre d’ordre
champ magnétique

><V

FiG. 1. — Aspect qualitatif d’une paroi métal normal-supraconducteur.

Cette énergie devient négative quand MT) > £A(T) ou quand k = 2 > 1.

g

Un calcul plus précis montre que la limite exacte est « = 1/ \/i On appelle

supraconducteurs de premiére espéce ceux pour lesquels x < 1/\/ 2. 1ls
ont une énergie de paroi positive, il est donc défavorable de former une
paroi, le flux magnétique ne pénétre pas (sauf dans 1’état intermédiaire ol
la pénétration du champ est liée non pas a la structure du supraconducteur,
mais 2 la forme géométrique du spécimen). Par contre dans les supra-
conducteurs de seconde espéce (x> 1/\/5) le matériau devrait gagner de
I’énergie en se subdivisant en régions N et S, de fagon 2 laisser pénétrer au
moins partiellement le champ magnétique. C’est ce qu’on observe dans la
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région de diamagnétisme partiel (H., < H << H,,) de leurs courbes d’aiman-
tation (fig. 2).

L’observation des surfaces a montré qu’il ne s’agit pas ici d’état inter-
médiaire mais d’une nouvelle phase, appelée phase de Schubnikov, dont la
structure a été étudiée par Abrikosov [6] en utilisant les équations de Landau-
Ginzburg. Il a proposé une pénétration du champ sous forme de « lignes
de vortex » paralléles au champ appliqué. Une telle ligne isolée est repré-
sentée figure 3.

4\ 4 =™ A_‘ ™

Hc2

- 4
[=]
¥

0 Hc Hey
@ ®)
FiG. 2. — Courbe d’aimantation d’un cylindre supraconducteur
en champ paralléle a I’axe :

a) matériau de premiére espéce,
b) matériau de deuxiéme espéce.

Le module du paramétre d’ordre s’annule au centre de la ligne, puis
croit linéairement. Au-dela d’une distance de I’ordre de &4(T), il a & peu
prés rejoint sa valeur d’équilibre en champ nul A. Cette inhomogénéité
macroscopique se superpose aux inhomogénéités microscopiques éven-
tuelles. Le champ magnétique est maximum au centre de la ligne. Il décroit
quand on s’éloigne de la ligne, et est & peu prés nul pour r > MT) (r étant la
distance au centre de la ligne). Chaque ligne de vortex contient un quantum
de flux ®, = gz —=2.10~" G cm,

Quand on augmente le champ extérieur, le nombre n de lignes par centi-
métre carré augmente, ’induction magnétique est B = n®,.

Deux lignes de vortex paralléles se repoussent, la densité n de lignes est
fixée par 1’équilibre entre ces forces de répulsion et la pression magnétique
extérieure. Dans un spécimen pur I’ensemble des lignes s’ordonne en
réseau compact triangulaire [/6].
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Ce résultat a été confirmé par des expériences de diffraction des neutrons
sur le niobium [7] au voisinage du champ critique supérieur H,, (7).

Au voisinage du champ de premiére pénétration He P’induction est
encore faible, les lignes sont trés éloignées les unes des autres, on peut
considérer qu’elles n’interagissent pas, et que la structure de chaque ligne
est celle d’une ligne isolée. Dans ce cas nous connaissons en détail le para-
métre d’ordre A(r) et le champ magnétique (ou le potentiel vecteur A(r))

dans le domaine de validité des équations de Landau-Ginzburg (T ~ T.).
Ils nous sont donnés par la solution d’Abrikosov [6]. Leur forme est repré-
sentée sur la figure 3 et doit rester qualitativement la méme a toute tempé-
rature. Nous allons calculer le spectre des quasi-particules pour une telle

ligne.
4\

Hm™2H¢y

champ magnétique

Y

FiG. 3. — Structure d’une ligne de vortex.

1.2 Spectre d’excitations de basse énergie.

Nous nous limitons pour ce calcul A des matériaux purs dans lesquels :

— le paramétre de Landau-Ginzburg « = MDD > 1,
€a(T)

— le champ magnétique H est trés inférieur au champ critique sup¢-
rieur H,, (mais supérieur au champ de premiére pénétration H,,).

Hcl é H < H('2
() Au v01s1nage de H.: les résultats de la diffraction de neutrons ne permettent

pas de décider si les lignes de vortex forment un réseau triangulaire ou une struc-
ture « liquide » avec un ordre & courte distance.
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(ceci est possible puisque nous nous limitons & x> 1, ce qui entraine
H, « Hc2)-

De plus, comme nous ne connaissons la forme du paramétre d’ordre et
du potentiel vecteur que par la solution d’Abrikosov, qui dérive des équa-
tions de Landau-Ginzburg, notre calcul n’est strictement valable que
pour T =~ T, (®). .

Le domaine des énergies supérieures ou comparables 4 la largeur de la
bande interdite du supraconducteur en champ nul A, a été examiné par
Cyrot [18] dans ’approximation suivante : il néglige ce qui se passe dans le
« ceeur » d’une ligne (r < EA(T)) et peut donc considérer le module du
paramétre d’ordre comme constant : | A(r) | = A,. La seule perturbation

due & la ligne est donc I’existence d’un champ magnétique, ou d’une vitesse
superfluide vs(r), qui varie sur des distances de 1’ordre de A(T), trés supé-

rieures a la taille &, d’un paquet d’onde formé d’excitations du type BCS.
Il peut donc calculer un spectre en chaque point : c’est celui d’un supra-
conducteur du type BCS animé d’une vitesse superfluide constante et égale
a vy(r). La densité d’états ainsi obtenue est représentée figure 4.

Cette approximation de variation lente n’est pas valable pour décrire les
états de basse énergie qui nous intéressent. En effet ces états, s’ils existent,
sont certainement localisés dans le cceur des lignes de vortex, ou le para-
meétre d’ordre est petit mais varie fortement sur une longueur £4(T).

Il faut donc chercher une solution des équations microscopiques qui
décrivent le systtme en tenant compte de la forme détaillée du parameétre
d’ordre et du potentiel vecteur. Il est commode, pour cela, de décrire le
supraconducteur dans le formalisme du « champ self-consistent » [/9]
dérivé de la méthode de Bogoliubov [20]. Nous exposons son principe dans
I’Appendice A.

Nous passons donc, par une transformation de type Bogoliubov, des
opérateurs de création et d’annihilation d’une particule en un point np+(5)

et §(r) aux opérateurs Y,T et v, qui créent et annihilent une excitation, ou

quasi-particule, du supraconducteur.

0 = lunlrvar + o)1)

(1.1)
b0) =y, — w3 O]

(®) Les applications (relaxation nucléaire, chaleur spécifique, atténuation des
ultra-sons) seront développées pour T < T, en supposant que les résultats restent
au moins qualitativement les mémes.
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FiG. 4. — Densité des états d’énergie E/A« autour d’une ligne de vortex
d est la distance moyenne entre deux lignes de vortex (d’aprés CYROT [28D.

Les fonctions u,(r) et v,(r), qu'on appelle les « amplitudes de bogo-
liubons » sont solutions du systéme d’équations couplées

Etn(r) = Tun(r) + B)0alr)

1.2)
Envn(r,) = T*Un(:) + A*(z)un(r)

La valeur propre E, de ce systéme est 1’énergie de I’excitation (n).
T contient I’énergie cinétique et ’énergie potentielle & un électron. Les
énergies sont comptées & partir du niveau de Fermi E.

En présence d’un potentiel vecteur A et en I’absence d’impuretés T et T*
sont définis par

1 (~ eKz 1 (- eK2
— . *
T"z“(”"?) — Er; T =5 (p—]—-—c) E.. (I.3)

Le paramétre d’ordre A(r) est défini comme d’habitude (Appendice A)
par:

AK) = V(3 OB D). Cae
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(Le signe { ) représente la valeur moyenne thermodynamique). On peut
transformer (1.4) grice a (I.1), et écrire que I’état d’énergie E, créé par y5

a sa population d’équilibre thermique f(E,). Cette distribution est la distri-
bution de Fermi

1€ = |14 exp =] B

(I.4) devient alors :

AR = D uur Ol — 2/ E)L (L.5)

On voit sur les équations (I.2) que u, et v, dépendent de A(r) (I.5) est donc

une équation de self-consistence pour le paramétre d’ordre.

Dans le cas qui nous intéresse, nous connaissons directement la solution
de cette équation au voisinage de la température critique. Elle nous est
donnée par la solution des équations de Landau-Ginzburg (qui satisfait
automatiquement a la condition de self-consistence puisque 1’équation de
Landau-Ginzburg pour le parameétre d’ordre est équivalente a (I.5) quand
T ~ T,). Il suffit alors de résoudre les équations de Bogoliubov (I.2), en

prenant pour A(r) et K(r) la solution d’Abrikosov.

Nous nous plagons dans le domaine de champ H <« H,,, la distance d
entre lignes de vortex est trés supérieure 3 £(T) [6], donc au rayon des
états qui nous intéressent. Nous pouvons, & une bonne approximation
considérer pour calculer ces états que les lignes sont indépendantes. Nous
calculons donc simplement les excitations autour d’une ligne isolée.

D’aprés le calcul d’Abrikosov, il existe une jauge dans laquelle le paramétre
d’ordre A(r) a la forme (°)

A(r) = f(n)e~i® (I.6)
f(r) est réel, nul & r = 0, croit linéairement pour r < €4(T), et tend pour

r > EA(T) vers la limite finie A,. Dans cette jauge A est tangentiel, et
pour r < EA(T), Ag(r) =~ Hr.

D’aprés la deuxiéme équation de Landau-Ginzburg, le courant super-
fluide est donné en fonction de K(r) et de la phase ® de A(r) par

ZeK]

Jj() = Cte fz(r)[%cb — == (@7

©®) (r, 9, z) sont des coordonnées cylindriques, I’axe z est ’axe de la ligne de
vortex.
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Le fait que A(r) ait une phase ® = — 6 correspond a l’existence de

courants superfluides autour de la ligne.
On élimine cette phase en posant

u=e "2y
v = %2’

ce qui revient simplement a faire un changement de jauge.

Les équations (I.2) s’écrivent alors

Fu' — [i (; _eA E) — EF] u' -+ f(rp'

2m c 2
. N (I.8)
1 |- A VB 2
B == [ [+ 2+ ) =By + s

Nous utilisons pour simplifier I’écriture une notation spinorielle, en

posant
P = " ¢ = v *

L’équation (I1.8) s’écrit alors :

- —>
~, 1 /[~ eA vo z ~, ~,
E<P=Gz[2_m(p““°'z—c——0'17) “‘Ep]q) +°'xlA(£)lq’ (1.9)
Oy, 0, €t 6, sont les matrices de Pauli.
Al eH vo| 1
On peut remarquer que i%—l ~ e_cr quand r est petit, et ! > | =5

Nous nous intéressons aux excitations de portée r < EA(T). Dans ce
cas

- —_— 2
e|A]/| 6] Hr HEA H

c ——

2 7%, T e, THa
car le champ critique supérieur H,, et la longueur £5(T) sont liés dans le
domaine de Landau-Ginzburg par la relation
@,
2nEN(T)

Comme nous avons supposé H < H,, le terme de potentiel vecteur est
négligeable. Cependant la présence du champ magnétique autour de la

ch =
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ligne de vortex se traduit sur 1’équation (1.9) par le terme V_>6, proportionnel
au courant superfluide.

La forme de 1’équation (1.9) (qui contient un « potentiel » dépendant
uniquement de la variable radiale) suggére de chercher des solutions de la

forme
o = e*eud(r). (1.10)
Les valeurs de y permises sont liées aux propriétés de transformation des

fonctions u et v (donc de 3) dans une rotation de 2= autour de I’axe Oz.
11 est plus clair, pour les étudier, de considérer d’abord, au lieu de la géo-
métrie cylindrique, le cas d’un supraconducteur en translation uniforme.

Soit % la vitesse moyenne d’entrainement (dirigée selon 1’axe Ox). Choi-

sissons la jauge ot A =0 et A =| A|e*e. En résolvant le systeme de
Bogoliubov (I.2) on aboutit aux amplitudes

() = e+
u(r) = wel'c T o-
_, I d.11
vi(r) = vk = D7

ol u et vy, sont les fonctions BCS habituelles [I].

Imposons maintenant une condition de périodicité a la fonction d’onde
globale des électrons O(ry, ..., rx)

Oy, oonliy oo ) =D, ..., 5,-—}- L, ..., f“) 1.12)
quel que soit i.

La fonction @ décrit des électrons groupés en paires (k +;I>)1 >
(—-7; + Z)*. La condition de périodicité doit étre satisfaite pour chacun
des deux électrons de la paire

(kx+ q)Ly = 2n%

(— Ky )L = 20'm (nn' entiers) (I.13)

On tire habituellement de ces équations la condition 2gL, = 2r X entier
qui montre que A(—;) est une fonction uniforme (Cette propriété d’uniformité
est a la base des effets de quantification des flux). En ce qui nous concerne
nous notons que dans la jauge choisie (l:)k) est uniforme d’aprés (I.13)
et (I.11). *
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Py . . ~ u\.

De la méme fagon, on montrerait pour notre ligne de vortex que ¢ =(v),
défini dans la jauge ou A = | A | e~9, est uniforme.

eif/2y

i /20) change de signe par une rotation de 27 autour

Par contre ;’ =(
de ’axe du vortex. Nous obtenons donc

1
2

~

9 = e"""fj»\(r)e"“e avec @ = = X (entier impair)  (I.14)
Nous posons d’autre part k = k. cos « O<a<m

(Nous neus limitons a la région | k| < k).

L’équation (1.9) s’écrit alors :

ldzd?gd«?( )q»]

1 [_ = o o) B—Kisintad| Fo fOP=ET. (L.15)

On peut résoudre cette équation complétement dans différents domaines de
valeurs de p. et «. Nous allons examiner d’abord, et de fagon plus détailiée,

. 1 . . . .
le domaine (1%) 5 < @ L ke, sin a > 1/(kz£)*® qui fournit la contribu-
tion principale a la densité d’états de basse énergie. On peut remarquer que

E . .
comme & ~ v/A,, ki& ~A—F ,Er est 1’énergie de Fermi du métal, elle

peut varier typiquement entre 10°° K et 10°°K Ao <A(T=0)=1,75T,
est toujours inférieur a 30° K environ, donc

k&> 1.

a) Région 1/2 < p < kg sin a>> 1/(k:E)e.

Nous choisissons un rayon de coupure rc tel que

— pourr < r.letermef(r) dans (I.15) soit négligeable. Ceci impose
re < & (On sait par 1’étude du cas p. ~ k£ que 1’abandon de ce terme dans
la région intérieure n’entraine qu’une erreur négligeable sur 1’énergie).
P+

Dans ce cas /L[:: (4)_

) a la forme :
$u(r) = AJyzapl(ke sin « + g)r] (1.16)

(*%) Nous écrirons partout dans ce chapitre £A(T) = £ pour simplifier les nota-
tions.

ANN. INST. POINCARE, A-1V-3 13
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ol A, sont des constantes arbitraires, J des fonctions de Bessel et

E
o+ On a supposé que k: sin «, soit — < sin? «. On verra
e sin a ppose que g < kg sin a, soit e < sin? « -

q=

que dans le domaine que nous considérons ici E ~ A% /E;, cette inégalité
est donc satisfaite

— pour r > r. nous posons

Wr) = g(VH; (ke sin a)+c. c. (1:17)

1
=/}

HZ sont les fonctions de Hankel,}(r) une enveloppe qui varie peu sur une

de la fonction de Hankel.

longueur d’onde s e

On vérifie a posteriori que cette condition de variation lente n’est remplie
que dans le domaine sin « 3> 1/(k:£)%3. /g\satisfait a I’équation

1ldg  1dg[2 dH, 1 ~ w \~
% man °zzma[m7+§]+°xf(’)g*(E+zmrz)g' (I.18)

On voit dans le second membre de 1’équation (I.18) qu’il s’ajoute a

b 1e
2mr®  2mrr
superfluide). Ce terme, qui dépend du signe de ., traduit un effet de Coriolis,
c’est-d-dire l’interaction entre la « vitesse d’entrainement » vy(r) et la

¢
==

I’énergie un terme = ———L;S(r)-(—v)ee‘“") (vs(r) est la vitesse

« vitesse de rotation »

. . ad,, 1 _ 1 .
Si kere sin a>>m, & B.= o -+ ikg sin «. Nous supposons cette
. . o dg L . dg
condition remplie et nous négligeons e Par rapport a kg sin « i
(1.18) devient
. . dgr\ ~ w \~
— 0.0 sin o« + o f(Ng= (E -+ 2mr2)g' (I1.19)

Si E<Ag et rr> p.ké, le second membre de (I.19) pourra étre traité
E

comme une petite perturbation.
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p E

ke
Ces deux conditions ne sont compatibles que si p < k& (*!).

Nous commengons alors, en premiére approximation, par résoudre
I’équation (I.19) pour E = p = 0.

Comme r > r., il faut pour cela que £ > r.>>

g ~
— i6,0g Sin & 7 + 6, f(Ng® =0 (1.20)

et nous obtenons :
20 = Cte( l)e-x(r)
— i

K(r) =

f f(rar'. (1.21)

Up Sln o

Nous cherchons maintenant la solution a 1’ordre suivant

sous la forme

gf:) =a e—K(r)
¢ = — g™

Nous nous limitons a un calcul au premier ordre en E et p en prenant
a, + a_ = 2. Nous trouvons alors :

a+=1+%=eix/z

iy

a_ = —§—=e”i’(/2 (1.22)
ol
= — 2K(r) — 2K 2 ——|dr’
1) == [ "o (2K0)— 2K (20 + )
(*) Suivant les valeurs de sin «, la condition £ >r. > @ I—f~ peut étre plus ou
F

. e )
moins restrictive que & > r. Fsinw’

De toute fagon la compatlblhte des deux inégalités auxquelles doit satisfaire #.
impose toujours qu’on se restreigne aux basses énergies E < Ac.
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(Nous avons pris 1 + i % = e*ix/? car ces égalités sont vraies au premier

ordre en E et p).
Finalement, a cet ordre :

eix/z

7= Cte( )e—Kw. (1.23)

— je—ix/2
Nous écrivons maintenant que les deux solutions (I.16) et (I.23) se rac-

cordent & r=r,. Comme r.,> ”\/

développons la solution (I.16) d’apres :

. 1 )
p.l%- entraine @ + 5 < ker, mous
F

n x 1
— -1/2 g L P
J.(2) = A,z712 sin [z + %73 (n 2)] (zn)
Par ailleurs, comme r, < §

~_ o[ grre—ken(y B
wre) = kere sin + 297 2f ) dr'e (q kgvgr’ sin? « (I.24)

et la condition de raccordement s’écrit finalement :

2 = 2re — (1.25)

oo sin o

On voit que les termes dépendant de r, s’éliminent bien de 1’équation (1.25)
qui fournit ainsi la relation entre E, p et «

f SO g
3] o F

ke sin o

E,. = que sin a = (1.26)

o)
f e~ KOGy
0

ou
A (¥
B = ke sin “g(“) (A N (dr)r=o)
avec
©3(0) ok
f — ¢~ K@) o
A'r
="t (0="2: o=17)
J e“zK(P)dp ® A
0

g(«) est une fonction sans dimensions qui dépend de la forme exacte du
module f(r) du paramétre d’ordre, mais est de toute facon toujours de
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I’ordre de 1. Nous représentons figure 4 bis la fonction g(«) calculée a partir
du paramétre d’ordre solution des équations de Landau-Ginzburg [6]

dj Ay i ;
(donc valable prés de T,) et dans ce cas A’ = (zj: ) ~ = les énergies
. r=o0 .
. N HAno
données par (I1.26) sont donc de 1’ordre de FEsna’
4 i)
1
0,79
|
|
!
[
|
t
!
i
|
I
I
i
|
!
P e
) TN

FiG. 4 bis. — Fonction g(«) calculée & partir du paramétre d’ordre solution
des équations de Landau-Ginzburg.

Les conditions de validité de ce résultat s’écrivent toutes les deux E < A .
Nous ne décrivons donc ici que des excitations de basse énergie. Enfin la
condition w > 1/2 entraine

A2
E >Emin :2—5;<<Aw.

Les équations (I.19) montrent que ces excitations ont dans le plan perpen-
diculaire au champ magnétique une portée r ~ E.

Pour ces états nous pouvons maintenant écrire explicitement les fonc-
tions ¥, et ¥'_ dans la région r > r,

mZ

+ 0y —K() : om mp x()
Yira(r) = 2C(r)e cos [kFr sin o -+ Seur sin = > + >

(1.27)

- (r) — —K() g ; _om mp XN
Pralr) = 2C(r)e sin [k,,r sin o - Tersina 2 >
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2 1/2
Cm(r ) = .
(n’\/ k2r® sin® o« — mz)

Enfin la densité d’états N,(E) associée 4 ces niveaux (que nous appelle-
rons « liés ») est donnée (pour une seule direction de spin et une seule
ligne) par :

2

ki (7, sin?a AL

L’intégrale en do est de 1’ordre de g Avec le g(a) calculé 4 partir des

équations de Landau-Ginzburg

% sin? o
do —— =192,
f o " g

Donc Ny(E) ~ N(0)Z2 pour une seule ligne, c’est-a-dire que, pour ces états
de basse énergie (et de faible extension spatiale), chaque ligne est équivalente
4 un cylindre de métal normal de rayon ~ &. Pour un ensemble de lignes
correspondant a une induction macroscopique B

Ni(E) ~ N(0) HBZ . (1.29)

b) Autres domaines de valeurs de p. et a.

On peut aussi résoudre de fagon approchée les équations de Bogo-
liubov (1.2) dans d’autres domaines de valeurs de u et «. Les approxi-
mations utilisées et les calculs sont décrits dans 1’Appendice D. Comme
nous allons voir que seul le domaine que nous venons d’étudier (para-
graphe (a)) contient des états de trés basse énergie, nous nous bornerons
ici & citer les résultats relatifs aux autres régions.

—u ~k, k| <k

On trouve pour le spectre une infinité de branches (ceci correspond au
degré de liberté représenté d’habitude par le nombre quantique radial).
Pour la branche la plus basse en énergie on trouve (fig. 5 et 6).

’

v njp e BA
E= g e (I.30)
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F1G. 5. — Spectre des états localisés pour k = 0 (branche la plus basse).

@

A , . .. .
Comme p ~ k£, et A’ ~—=, les énergies ainsi obtenues sont au moins

de ’ordre de A . :
" Drautre part pour p ~ k£ ce spectre est trés peu différent de celui du
domaine p < k£ (la seule différence réside dans le facteur g(«) qui est
comme nous I’avons vu de 1’ordre de 1).

Les branches d’ordre plus élevé (v = 1) décrivent toutes des états d’énergie
beaucoup plus élevée que les états (a) (fig. 6). De plus la densité d’états
qui leur correspond

est négligeable, aux basses énergies (E < A,) par rapport a la densité
d’états N,(E) donnée par (1.29)
1

—ﬂ.>>kaSin(X>(7'{;5;ﬁ.

On trouve en utilisant une méthode semi-classique que la plus basse

branche du spectre correspond 4
12
E— Aw(l __ ki sin oc)
2p

et se raccorde bien a la partie u < k£ du spectre (fig. 5).

(1.31)
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E
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P, Aw
(sine)¥2 E;

E

~

- E
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( sine¢)

3

A

L.

!
0] 0.5

F1G. 6. — Spectre des états localisés pour k # 0.

Aucune de ces régions ne contient donc d’états de trés basse €nergie.
En conclusion les états de basse énergie correspondent a la région
12 < p € k£ et sin a > 1/(k:£)*. 1ls sont localisés dans le cceur d’une
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ligne. 11 leur correspond une densité d’états de ’ordre de N(0)&2 par ligne
de vortex dans le domaine d’énergie A%L/2E; < E < A.

Leur énergie est une fonction linéaire du nombre de rotation p, elle
est donc négative pour p < 0. On vérifie facilement sur les équations de
départ (I.2) que les solutions a énergie négative correspondant a p < 0
sont bien les solutions non physiques du systéme de Bogoliubov. Il n’existe
donc pas d’états de basse énergie pour p. < 0. Cette dissymétrie entre les
deux sens de polarisation circulaire autour de la ligne de vortex peut se
comprendre intuitivement :

le superfluide a une circulation de signe bien défini autour de la ligne (fixé
par le sens du champ magnétique). 11 faut fournir moins d’énergie 4 une

excitation pour la faire tourner dans le sens opposé & celui de la vitesse
superfluide vs que dans le méme sens comme le montre le terme d’inter-

action —E}(eee"“e). Cette propriété est apparente aussi pour les excita-
tions d’énergie plus élevée décrites par Cyrot [18].
2

Enfin le seuil d’énergie pour ces excitations est de ’ordre de 2—}; .11
F

faut noter que cette nouvelle bande interdite est en général extrémement
étroite (cette trés faible largeur est crucialement liée & la présence, autour
de la ligne de vortex, d’un courant superfluide).

Elle est d’autant plus large que le supraconducteur a un paramétre de
Landau-Ginzburg « plus grand. Dans Nb,Sn pour lequel « est trés grand
(x =~ 34) 1a masse effective des électrons est de I’ordre de m* = 100 m,
et E: ~ 109K, Ao(T =0) ~300K

A2
2%0 ~045K a T=0.

11 faudrait donc opérer 4 des températures nettement inférieures 2 1° K
pour pouvoir vérifier ’existence de cette trés petite bande interdite dans le
spectre d’énergie.

Plus généralement, seules les propriétés de basse température (T < A)
peuvent €tre affectées par la présence des états de basse énergie (si T > Ay
les états d’énergie comparable ou supérieure & A, qui sont étendus dans
tout le métal, masquent 1’effet des états localisés). Or nous ne connaissons
la forme de A(r) autour d’une ligne de vortex que dans le domaine de
validité des équations de Landau-Ginzburg (T ~ T, > A,). Pour étendre
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nos résultats a basse température il faut essentiellement supposer que le
module f(r) de A(r) conserve les deux propriétés suivantes :

D) fr=0)=0;
2) pourr < EA(T), f(r) = Cr, C étant une quantité finie et non nulle.

Si f(r = 0) ¢ 0 la largeur de la bande interdite dans le spectre est certai-
nement changée, et sans doute augmentée. Ceci ne peut &tre vérifié que par
des mesures de chaleur spécifique.

Si (2[) = 0 il existe certainement encore des états liés de trés basse
r==0

€nergie, mais le spectre et les fonctions d’onde deviennent trés différents.
Il doit étre trés difficile de décider de la valeur de la pente a Porigine de
f(r), a partir de mesures de chaleur spécifique, car on s’attend qualitative-
ment a ce que la densité d’états de basse énergie par ligne reste toujours de
P’ordre de N(0)&2. 11 faudrait donc se fonder sur des propriétés comme la
relaxation nucléaire qui dépend beaucoup plus crucialement de la forme
des fonctions d’onde. Malheureusement nous ne pouvons calculer ce type
de propriétés que de fagon trés approchée. Aussi il semble improbable
qu’une comparaison avec les expériences puisse permettre de tirer une
conclusion précise sur la valeur de la pente a I’origine de f(r).

Dans les calculs qui suivent nous supposerons que lim,¢gr)f(r) = Cr
3 toute température (comme dans le domaine Landau-Ginzburg). Il faut
noter, en faveur de cette hypothése, qu’elle n’est jamais incompatible avec
la condition de self-consistence

AQ =V > uPoaDlt — 2/ (B (1.32)

A laquelle doit obéir le paramétre d’ordre (f est la fonction de Fermi).
En effet si f(r < &) ~ Cr, quand r < Ef(r) est négligeable dans (I.14),

1 1

. . w- - Bt -

u et v sont toujours données par (I.16), donc uz oc r| 2 l etv,ocr! 2 l ,

2u. étant un entier impair quelconque. On vérifie aisément que (I.32) donne
alors

f(r)=C(Dr + D(M)r* + ...
ce qui cohérent avec I’hypothése f(r) ~ Cr.

Avec cette hypothése nous allons d’abord examiner les propriétés lices
directement 2 la densité d’états de basse énergie qui ont été étudiées expéri-
mentalement. Il faut insister sur le fait que nos résultats ne concernent
qu’un supraconducteur pur et ayant un paramétre « élevé. Or les expériences
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qui ont été faites jusqu’a présent sur des supraconducteurs dans la phase
de Schubnikov concernent uniquement :

— des supraconducteurs purs de petit «, en particulier le niobium (x ~ 1),

— des composés supraconducteurs de grand « (V;Ga, Nby;Sn) mais avec
de nombreux défauts de réseau et souvent non steechiométriques,

— des alliages sales (VTa, PbTl, InBi).

A priori nos résultats ne permettent donc pas d’interpréter ces expé-
riences, en particulier rien ne permet d’affirmer que la petite bande interdite

de ’ordre de A%,/2E; existe encore dans un supraconducteur sale. Cepen-
dant il est vraisemblable que dans ces deux cas (x = 1 ou spécimens impurs)
il existe encore des états d’énergie trés inférieure & A, correspondant a
une densité¢ d’états de I’ordre de N(0)£? par ligne de vortex. Avec cette
hypothése on peut examiner trois classes de résultats expérimentaux.

1) Chaleur spécifique de basse température. — Dans le domaine

A%/2E: < E < A, pour un métal pur de x élevé (et qualitativement
pour E < A, dans le cas d’un alliage ou d’un métal de « petit) une ligne
de vortex est équivalente & un cylindre de métal normal ayant un rayon
de I’ordre de &. Donc & basse température (T < A) on s’attend a ce que la
chaleur spécifique électronique, mesurée a induction constante (1) contienne,
en plus de la contribution exponentiellement petite habituelle [1] des états
d’énergie E > A, un terme linéaire en température. D’aprés (11.29),
cette contribution AC, est de la forme

B T dH.
A == - _— < .
Co=71, T(l SIL. T ) (1.33)

YT est la chaleur spécifique électronique du métal normal. En particulier,
en extrapolant 3 T = 0 (ce qui est la fagon la plus claire de tester sur les
résultats expérimentaux la présence du terme linéaire)

. C, B
lim

fim o =Y {0 (I.34)

(*?) Comme 1’a fait remarquer Goodman [2/], si on opére 4 champ magnétique
constant et non a induction constante, la chaleur spécifique contient un terme
supplémentaire dii & ce que l’aimantation correspondant & un champ donné
dépend de la température.
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Les mesures de chaleur spécifique ont été faites sur deux corps :

a) Hake et Brammer [22] ont étudié ’alliage V + 5 9, Ta, pour lequel
Ho(T = 0) ~ 10 kG. Les mesures ont été faites avec des champs infé-

rieurs 4 4 kG, et des températures réduites —— - supérieures 4 0,35. Comme

T
T (H)
ces températures réduites ne sont pas trés basses il est difficile de séparer
dans les résultats la contribution des états localisés de celle des états d’éner-
gie E = A,. Cependant Rosenblum et Cardona ont montré [23] que les

résultats sont bien représentés par une formule de la forme

Cy(H, T) = a'(H)yT(H) exp [— @;(—H)] (1 - HE)

H T dH.
+YTH_02(1 HL, dT) (1.35)

L’équation empirique (I.35) sépare la contribution des « électrons supra-
conducteurs » c’est-a-dire des états d’énergie E = Ao, (premier terme)
et celle des « électrons normaux », c’est-a-dire des états localisés (deuxieme
terme). La contribution des états localisés est la méme que celle prévue
par (1.28) ou on remplaceralt B par H. Il faut remarquer que cette substi-
tution n’entraine qu’une trés petite erreur pour un spécimen a x €élevé
(ici x ~ 7). En effet, plus « est grand, plus I’aimantation diminue, dés que H

H—H.
est un peu supérieur & H,,, elle est de 1’ordre de m Par exem-

He.
ple, pour x = 7, on peut la négliger dés que H > —~— 30

avec la condition de validité de nos résultats (H < H.).

Pour la méme raison on peut pour ces valeurs de H négliger en premiere
approximation la différence entre la chaleur spécifique & induction constante
et celle a champ constant.

, ce qui est compatible

b) Morin et al. [24] ont étudié V’alliage V,Ga (x =~ 30). Leur spécimen
contient des défauts (dislocations, joints de grains...) qui peuvent peut-étre
ancrer les lignes de vortex. Mais cet effet d’ancrage a certainement peu
d’influence sur la chaleur spécifique. Les valeurs de C,/T = v’ extrapolées
a T = 0 pour différentes valeurs du champ sont les suivantes :

Hxe 0 18 40 70
v’.10* cal/mole © K? 0 9 18 32
(Y = 244.10-* cal/mole ° K?)
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H(0) est trés élevé et ne peut pas étre mesuré directement. Les mesures
de T.(H) montrent qu’il est compris entre 600 et 300 kG (*¥). Si nous sup-

’

posons encore, puisque « est trés grand, que B ~ H, on doit trouver queIYfI
est indépendant du champ. On trouve pouri%les trois valeurs
0,5 0,45 et 0,46

ce qui confirme bien les prédictions théoriques. De plus, de (1.34) on peut
tirer une estimation de H,(0) (%)

H.(0) ~ 490 kG

qui est bien comprise dans les limites fournies par les résultats expérimentaux.

2) Impédance de surface. — Elle a été mesurée par Rosenblum,
Cardona et Fischer [25] [26] dans des alliages sales (PbTl, InBi, Pbln)

et dans Nb, Nb,Sn et V,Si, pour les trois géométries possibles :
a) H perpendiculaire & la surface,
b) H paralléle a la surface et au courant micro-onde,

c) H paralléle a la surface et perpendiculaire au courant micro-onde.
Dans le cas (a) a cause des effets de désaimantation le champ pénétre trés

H
A €3
R(H) l
1L Rnp
0.8
0,6
H Ild', (cas b)
0,4 H lj(cas c)
o02L
| \ >
0 02 04 06 08 1 H(kG)

Fic. 7. — Résistance de surface d’un alliage In + 2 9 Bi (d’aprés CARDONA
et al. [26]). Le champ statique H et le courant micro-onde j sont paralléles a la
surface du spécimen.

(*®) 1l s’agit ici d’une estimation de Hc2(0) qui ne tient pas compte de I’effet
paramagnétique.
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rapidement et 1’absorption est forte. Des résultats typiques qu’ils ont
obtenus sur InBi sont représentés figure 7 pour les cas (b) et (c). La résis-

tance de surface croit entre H,; et H,,, elle est plus faible dans le cas (b).
Cette anisotropie entre les deux géométries montre que les lignes de vortex
contribuent & I’impédance de surface. Il serait trés difficile d’en faire un calcul
microscopique. Les résultats ont été interprétés qualitativement par Fis-
cher [27] et Cardona et Rosenblum [23] grace au mod¢le suivant :

—le cceur des lignes de vortex se comporte essentiellement comme un
cylindre de métal normal de rayon £,

— on peut représenter le supraconducteur, dans les géométries (b) et (c),
comme un milieu ayant une conductivité périodique dans la direction per-
pendiculaire au champ magnétique (Fischer [27]).

6 = oy + o, sin (x/d).

Ce modéle, bien que trés simplifié, rend raisonnablement bien compte
des résultats expérimentaux, en particulier de 1’anisotropie. De plus les
expériences suggérent trés fortement la présence dans le supraconducteur
d’excitations d’énergie trés inférieure 3 A, :

— R(H) a basse température n’a pas le méme comportement que pour
un supraconducteur en champ nul,

—s’il y avait dans le spectre une bande interdite de I’ordre de A,
R(H) devrait étre beaucoup plus faible que ce qu’on observe.

Les mesures d’impédance de surface, bien qu’elles soient trés difficiles
a interpréter en détail, suggérent donc elles aussi la présence d’états loca-
lisés de trés basse énergie.

3) Résistance due a I’écoulement du flux. — Quand on fait

passer dans un supraconducteur de seconde espéce un courant continu T,
les lignes de vortex sont soumises 2 la force de Lorentz et se déplacent sous
I’action de cette force.

Dans un spécimen réel il existe toujours des défauts qui ancrent plus ou
moins les lignes de vortex, il faut donc dépasser un courant seuil qui
définit « 1’état critique » de Bean [28] [29] pour que les lignes se déplacent.
Dans un supraconducteur sale le mouvement des lignes est dissipatif :
un champ électrique est induit par ce mouvement, et on peut mesurer une
résistance o due a I’écoulement du flux. En particulier, a basse tempéra-
ture (T < T,), pour des alliages sales les résultats expérimentaux sont
bien représentés par la loi

pr= Pn'H/chh
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Kl'fh, Hempstead et Strnad [30] ont étudié les divers processus dissi-
patifs (courants de Foucault, variations dans le temps du paramétre d’ordre
en un point dues au passage des lignes de vortex, ...) dans un modéle ou
le cceur d’une ligne est représenté comme un cylindre de métal normal.
Ce modele rend trés bien compte des résultats expérimentaux.

I1 semble donc que toutes ces propriétés des supraconducteurs de seconde
espéce soient bien décrites par le modéle d’une ligne de vortex dont le ceeur
est équivalent a un cylindre de métal normal, ce qui implique I’existence
d’états localisés de trés basse énergie. Les mesures de chaleur spécifique
sont évidemment celles qui fournissent la vérification la plus sfire de nos
résultats. Dans le cas des propriétés d’absorption ou de transport le modéle
de ceeur normal n’est certainement qu’une description trés qualitative d’une
ligne de vortex.

Nous allons maintenant examiner plus en détail les conséquences qu’en-
traine I’apparition des états liés de basse énergie sur I’atténuation des ultra-
sons et la relaxation des spins nucléaires dans un supraconducteur contenant
une faible densité de lignes de vortex.

1.3 Relaxation des spins nucléaires.

Nous calculons le temps de relaxation des spins nucléaires 4 basse tempé-
rature seulement (T < T,), de fagon a ce que l’effet dominant vienne des
excitations de basse énergie (Les états d’énergie E » A, sont alors peu
peuplés). Nous évaluons le temps de relaxation spin-réseau T, de la fagon
suivante [31] :

— Nous calculons le temps de relaxation en chaque point T,(r), df a
I’interaction de contact avec les excitations de type fermion.

— Nous résolvons 1’équation de diffusion de I’aimantation nucléaire
dans chaque maille du réseau de lignes par une méthode du type Wigner-
Seitz.

1

a) Calcul de o)

. . . . . ’ . - . -
L’hamiltonien d’interaction entre un spin nucléaire I au site R et les
fermions s’écrit :

Ko =TT > f Vi) 18] 098¢ — R)u)der (1.36)
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o et o' sont des indices de spin, ¥+(r) et ¥(r) les opérateurs de création et
d’annihilation d’une particule au point r.

Les excitations de paires sont négligeables car la distance en énergie entre
2

2EF
donc dans (I.36) que les termes de diffusion d’un fermion, on obtient [32]

deux niveaux nucléaires est trés petite devant le seuil —— . En ne gardant

' 1 tr J; 4 2 tr 35y
— =LR)—2 = &
T.(R) (&) tr J€ + tr 3y

L®)= 7 T Zf(E )L —fEN | 4 (Run (R) + 03 (RYow(R) [BE—E'+ )

(1.37)

» ~ 10~* oK est la distance entre deux niveaux nucléaires.

Je, et 3y sont les hamiltoniens Zeeman et dipole-dipdle pour les spins
nucléaires, f(E) la fonction de Fermi.

Quand H > H,, les champs au voisinage de la ligne sont au minimum
de I’ordre de 2 H,, [6], donc en général trés supérieurs au champ dipolaire
qui intervient dans J¢ et nous pouvons écrire simplement.

1

'I~‘1(—I~{) = L(R).

Puisque © < A, l'interaction avec les spins nucléaires n’induit prati-
quement pas de transition entre états de basse énergie et états d’éner-
gieE 2 Ay

Ceci nous permet de calculer séparément les contributions des deux sortes
d’états. D’autre part les états d’énergie au moins comparable a A, étudiés
par Cyrot [18] (que nous appellerons états localement uniformes) ont une
faible amplitude dans la région du cceur d’une ligne, alors que les états
de basse énergie sont localisés dans cette région.

Nous négligeons donc dans le domaine r < £ le temps de relaxation di
aux états localement uniformes (ce qui nous permet de traiter ces états
dans 1’approximation locale de Cyrot).

«) EFFETS DES ETATS LOCALISES.

Soit ——— le terme d{ a ces états.
I(R)

D’apres (I.27) les parties radiales des fonctions u, et vq, relatives a ces
états s’écrivent pour r > r;

G en(r) = —— 2C(r)-eK® cos [kFr sin @ 4

2ker sin o T2 2
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. . m? e x(@)
- .e— K@ - @ x_ 4
Y = \/_ 2C,(r)-e X" sin [k,,r sin « 4 Yoo sm a2 5

1 1/2
Cm(r) = ( ) M
'rr\/k,fr2 sin® « — m”

Etant donné la forme (1.37) de = nous devons les étudier en fonction

T (R)
de la variable sin «.

. . . 1
Elles sont le produit de fonctions oscillant avec une longueur d’onde A
F!
2

m . .
t ————— varient beaucou lus lentement que kg sin o
(car x() et 5 nw p P que ki )

par une enveloppe lentement variable dont la portée est celle de e~X,
2

oo r
solt sin a0 ~ g
La longueur d’onde des oscillations est trés inférieure a cette portée
quand r > r; avec r ;)= (E2/k)'3 < E.
Nous remplagons donc dans les intégrales les parties oscillantes par
leurs valeurs moyennes sur une période (I’erreur dans la région r > r; est

d’ordre -— < 1).
AE

Nous étendons formellement 1’expression de ainsi obtenue 3 la

1
T.(R)
région r < r; et r < r. (ol les expressions (I.27) ne sont pas valables). En
effet r; et r. sont trés inférieurs a &, et un traitement plus exact dans cette

petite région centrale ne donnerait dans le résultat que de trés petites correc-
tions.

Nous prenons Ci(r) ~

mker Sin a
car

2 2.2 . 2 : m E
m” K kgr® sin uand >~ = .
¥ * 4 r ke sin o Aoo€<<5

Enfin dans I’expression du spectre de basse énergic E = g(®)
r SiN o

nous faisons g(«) = 1, et nous utilisons partout ailleurs pour Sf(r) une
forme analytique simple

f(r) = A, th (%Z) (AA—°; o~ ;) .

ANN. INST, POINCARE, A-IV.3, 14
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Cette forme assure pour f(r) un bon comportement pour 7 — 0 et r —
(La forme détaillée de f(r) n’intervient dans les résultats que par des coeffi-
cients numériques peu importants).

Toutes ces approximations permettent de calculer la constante de norma-
lisation A, relative & un niveau E,,

Y 1
'N—+=:
keA’ sin « (sm « + 2)

A= 2
* T LAcgy/n p(_Y_)

sin «

(1.38)

L est la dimension du spécimen dans la direction du champ magnétique,
I" 1a fonction d’Euler, vy une constante ~ 1 (y = 0,577).
Avec les mémes approximations on obtient :

1\ _ Tk 1, ) s ,
(TT®)’ T 7 FR) f dEdE’ f(E)[l — f(E)]3E — E' + ) (1.39)

Y 1
nfz | I‘(sin o + i) 1
IR) = f sin® a X do
[ Y r .
P(sin a) [ch2 (Aw)]Y/SHl o

Nous permettons a sin « de prendre des valeurs trés petites car ces faibles

. . 1
valeurs n’introduisent qu’une erreur d’ordre RE
F

Nous pouvons obtenir le comportement de I(R) aux courtes (r < &) et
aux longues (r > &) distances.

<t  I(R)=0,7

1
r>t  I(R)~ F(;;z) \/ﬁ [ch 1;:—']‘" (1.40)

(ﬁl—) a donc une portée de I’ordre de &, au-dela de laquelle il décroit &
Ty(R)/,

3
peu pres comme——I%e—ZR/E ou T,, est le temps de relaxation dans la

in
phase normale.
Enfin o ~ 10-2° K est trés inférieur a toutes les énergies en cause, nous
faisons @ = 0 puisque la densité d’états est régulicre.
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A2
SiT> — 3E,

F(T) = f dEAE' f(E)[1 — f(E)S(E — E’' + ©) ~ g

Ay
SiT < 3E, cette intégrale devient exponentiellement petite.

On obtient finalement

11 .81, 2F(T)
[T—I(R)] R Tl.. IX(R) —— (I.41)
Al
SiT>» — >E.° , T1; obéit en chaque point & une loi de Korringa, comme on
F
I’attend a partlr de la forme de la densité d’états et la moyenne sur tout

I’espace de ——
P TI(R)

1 B 1
e = [ R = — .
T,(R) V] T(R) He Ty

B) EFFETS DES ETATS LOCALEMENT UNIFORMES.
Nous supposons pour calculer le terme [—1——] que
T(R) 1.
oLT«K p,,v,(l}) < A,

ou v, est la vitesse superfluide en un point R.

La premiére inégalité est en pratique toujours satisfaite.
Prv(R) < Ay est la condition de validité de la description en états
localement uniformes.

Dans larégion £ < r < ET‘ ou ces inégalités sont satisfaites, on calcule

facilement [1/T,(R)], par une méthode analogue a celle de Slichter et
Hebel [32], pour un supraconducteur homogéne dans lequel la vitesse super-
fluide est uniforme et égale a v4(R), c’est I’approximation « locale ».

[T(IT)] = =TINOF (5 5 (R))

v, est la vitesse critique dans le matériau (D0 = Ay)

A_—p v (R)
2 g _ © L
T (E <r< 51;) (I1.42)

_ Ay —Pgv(R)

[%R)] Tlm (U,(R)) e T (1.43)



194 CHRISTIANE CAROLI

La portée de ce terme est celle de I’exponentielle, soit

T,
T.—T

T.

RNE <<£T-

La condition pv; < T restreint la validité de (1.42) a la région de I’espace

T, T,
r<g T (T > 1) .

On opérera autant que possible en champ uniforme pour éliminer les
effets d’élargissement inhomogene. Il faut donc que la distance d entre les
lignes soit inférieure a la profondeur de pénétration A.

Notre approximation décrit donc tout I’espace (évidemment a 1’exclusion
des cceurs) si '

A
3

Avec par exemple T, ~ 200K, T ~ 20K, cette condition limite le para-
metre de Landau-Ginzburg a « < 10.
De toute fagon nous verrons qu’il n’est pas trés important d’avoir

T.
<7

une forme analytique exacte de ( aux trés longues distances (r > &).

®)
T:y(R)/u
Le seul résultat important est que, lorsque
. T,
pavs <T (smt r> E,—,IT > &)

on sait qualitativement que

rwl.~ (..

(Tscs €st le temps de relaxation dans un supraconducteur de premiére
espéce calculé par Hebel et Slichter [32].
La vitesse totale de relaxation au point R est donnée par :

TT:R_) B (1T(llf)),+ (Tl(IR))u‘ (1.44)

Le terme dii aux états localisés est dominant jusqu’a de longues dis-
tances.

1 1 T, S
(T“I(R)), > (Th—x(R))u pour r<r, ro ~§& T E.
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11 faut donc aller assez loin d’une ligne pour que ’effet des états locale-
ment uniformes devienne important. De plus, dans la plus grande partie de

I’espace
(- tea) frl. = (2
Tc —T)’ ,TI(R) u o T1 BCS.

1 .
Comme nous nous plagons a basse température (T < T,) (T) est tres
1/ BCS

petit (de I’ordre de e—2«/T).
.y, 1 . \
Nous considérerons donc le terme [m] comme une correction a
1 u
Peffet des états localisés.

b) Résolution de I’équation de diffusion.

L’aimantation nucléaire ; obéit a I’équation de diffusion [33]

D‘ 0 ( R
— A= D o pag—p) + L (1.45)

D, est I’aimantation a 1’équilibre thermique des spins nucléaires.

Le coefficient de diffusion D tient compte des interactions spin-spin
(interactions dip6le-dipble, Ruderman Kittel, etc.). Nous supposons que
les inhomogénéités du champ magnétique h(r) sont suffisamment faibles

< AH

. 2
pour ne pas géner la diffusion. Numériquement ceci suppose a J 3—?

ou a est la distance interatomique et AH la largeur de raie nucléaire. Cette
condition est effectivement réalisable pour des noyaux comme Nb ou V
qui ont une raie nucléaire assez large.

Par exemple, pour Nb,Sn AHn, = 7 G, a ~ 5 A et H,(T = 0) ~ 300 G.
Quand H ~ H,,, la distance entre lignes est de 1’ordre de la profondeur de
pénétration A ~ 1 700 A.

L’inhomogénéité de champ sur cette distance est de 1’ordre de 2 H,,
donc

oh
a‘;—}?‘:ZG«AHNb.

Cette condition est encore mieux satisfaite par exemple pour V,Ga,
car la largeur de raie du vanadium est de 1’ordre de 30 4 50 G.

11 faut ajouter & cette équation des conditions aux limites. Les lignes de
vortex ont tendance 3 s’ordonner en réseau triangulaire [16]. L’établisse-
ment d’un ordre 4 longue distance peut étre géné par les défauts du maté-

a

riau, mais de toute fagon il s’établit certainement un ordre a courte dis-
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tance caractérisé par une distance moyenne 2 R entre 2 lignes proches
voisines. Nous tiendrons compte de cet ordre en utilisant pour calculer
I’aimantation une méthode cellulaire. :

— dans chaque cellule de rayon R centrée sur une ligne i nous prenons
pour temps de relaxation

[T%] - [T%] - [TL(F)] , o Ok

est le terme correspondant aux états de basse énergie centrée sur la ligne i.
Dans [1/T,(r)], on prend pour v(r) la distribution de vitesses superfluides

créée par un ensemble de lignes distantes de 2R,

— les conditions aux limites sont celles de Wigner-Seitz
op Ry
(31) =rw=o, (1.46)

— p = p, au centre de chaque ligne, ou la relaxation est presque instan-

; < es 1 . .
tance (elle ne I’est pas tout a fait car (Tm) n’est fini que dans I’approxi-
1/ r=0

mation ou on néglige une région r < r. trés petite par rapport aux dimen-
sions du cceur).

D’apreés la forme (1.44) de ———, la région dans laquelle la relaxation

T( )’
par couplage avec les spins électroniques est la plus efficace est celle du
ceeur, ol l() ¢ . L’équation de diffusion montre qu’on peut distin-
1

C e . .
guer 2 régimes selon la valeur de D (qui croit avec le numéro atomique du
matériau utilisé).

C & A”)
(]3 NTT,I_) lorsque T > 3E,

En général D ~ 10~ cm? sec™. Pour des métaux lourds T,, ~ 0,5 sec

alek, donc% ne devient pas plus petit que 10~ environ tant que T reste

2 2

2E . Par contre quand T < 2E,,

nentiellement petit, et C/D peut devenir trés petit.
Nous étudierons seulement les cas extrémes. C/D <« 1 et C/D > 1.

supérieur a le coefficient C devient expo-
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«) DiFrusioN RAPIDE (C/D < 1).

Ce cas ne se rencontrera sans doute qu’a trés basse température
A2
(T >2
2E,,
2

A%,
ou peut-étre pour T > -— 3E, dans des matériaux a trés courte longueur de

cohérence, par exemple Nb;Sn.
Dans ce régime, la seule région oﬁ T(r) contribue notablement a la

relaxation est la région du cceur ol —— est grand.

1()

Aux plus longues distances, le temps de diffusion est beaucoup plus
court que T,(r) (et a fortiori que (T,).,cs), le temps de relaxation dépend

donc faiblement de la forme exacte de A longue distance (ceci nous

1()

permet en particulier de négliger la relaxation due aux états localement
uniformes).

Nous simplifions donc le calcul en prenant pour ( P la forme suivante :
1
1 S (—i r<l

==\ 1
T 20 r>\

Pour I’instant / est une longueur quelconque qui devrait étre optimisée
par un calcul variationnel. Ce calcul serait trés compliqué, mais nous
verrons que la dépendance en / de T, est lente. D’autre part la forme vraie

montre que grossicrement / ~ &. Ces ordres de grandeurs nous

1( r
suffiront pour estimer T,.
Le probléme de diffusion se résout de la fagon suivante : on cherche les

fonctions propres stationnaires p,(r), ps(r) ... etc. de I’équation (1.45) et les
temps propres correspondants t,, T, .... Donc pi(r, t) = pi(r)e~ .
Toute distribution d’aimantation p(r) & Dintant ¢ = 0 satisfaisant aux
conditions aux limites se développe sur I’ensemble complet des pi(r) en
p)= > i)

i
et évolue dans le temps en

P )= > wpi(e™"

i
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Sil’un des temps propres, par exemple t,, est nettement plus grand que tous
les autres, au bout d’un temps trés court

plr, t) = oy py(r)e=im
donc la relaxation est & peu prés exponentielle.
Nous posons 8p = p, — p la solution nulle a I’origine de (1.45) est

8p=J\/§(\/r—5;) r<I)

(J est une fonction de Bessel) 1.47)

Sp—BJo(\/T )—Q—BNO(\/TD) >0

B et B’ sont des constantes a déterminer.

C . . X .
Comme D <1,J ,-a son premier maximum pour une trés petite
\/;,
valeur de son argument. On s’attend donc, en imposant 3p'(R) =0, a ce

que \/I]{)_ & 1 (si 7, est le plus grand temps propre).
T1

Nous utilisons cette hypothése que nous vérifierons a posteriori. Dans
ce cas, la condition & r = R et le raccordement & r = / montrent que 7,

satisfait a 1’équation
DTI_ ( \/ i 2\/D1:1) (1.48)

ou y = 0,577 est la constante d’Euler.

En premiére approximation :
R2
24/CD

T~

(ce qui justifie I’approximation de départ 4/D~, > R).

En seconde approximation :

/22
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La variation de t, avec / n’est que logarithmique, donc lente. On sait
qualitativement que la valeur de / que donnerait un calcul variationnel
est ~ &, il est donc peu important de connaitre la valeur exacte de /.

R D 1/4 D 1/4
! NE, R<A donC, 7 . ((—:) < K(E) .

Si(—:D > 1 le terme logarithmique est petit devant ’\/ g .

Enfin nous négligeons le temps T,(r) dii aux états localement uniformes.

Ceteffet n’a qu’une portée ~ § T T T au-dela de laquelle [T1(r)], ~ (T 1)scs
o

et (T1)scs €8t beaucoup plus grand que le temps de diffusion. Cet effet n’inter-

viendrait donc que pour modifier 1égérement la valeur optimum de /.

On obtient ainsi :

R2
T
"7 24/CD
Enfin nous pouvons évaluer le second temps propre .. D’aprés (1.47) il
correspond a la seconde racine de 1’équation

R R
Bly(—~—) + B'Nj(—~—) =0
('\/D"'z) + ('\/DTz)

(1.49)

soit

“q/C
g~ =<1
Ty D

7, est donc beaucoup plus élevé que tous les autres temps propres, et la

relaxation est quasi exponentielle. Des mesures de T, dans ce domaine

devraient permettre de déterminer C et d’étudier sa variation en température
2

. A . . .
surtout dans le domaine (T < 5];—’) ou il est exponentiellement petit.
F.

8) DirrusioN LENTE (C/D > 1).

C’est probablement ce qu’on rencontrera quand T > A%/2E; dans des
matériaux lourds, ou les fonctions d’onde électronique ont de trés forts pics
prés des noyaux.
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D .
c’ la relaxation est

contrdlée uniquement par le processus de diffusion de 1’aimantation, et on

Dans ce cas, il est clair qu’a I’ordre le plus bas en

1
doit trouver que — ~ —.
We T ~Re

Cependant il n’est pas évident que la relaxation soit exponentielle, pour
le savoir il faut & nouveau étudier 1’équation (I1.45).
Nous prenons de nouveau comme forme d’essai

o)t i

Comme dans le cas précédent on peut représenter ’effet des états loca-
lement uniformes par un déplacement du rayon de coupure /, et un temps

. 1 . o s R -
de relaxation (T) au-dela de /. La diffusion ne peut étre considérée
1/ BCS

comme lente que dans la région du cceur. En effet, comme T < T, (T1)scs
est encore grand par rapport au temps de diffusion T,. Nous négligerons

donc le terme (—1—) .
BCS

T,
On obtient alors, comme dans le régime de diffusion rapide
) J ! <l
0= () ’

Sp(r) = BJ.,(V’E) + B'N.,(V’E) r>1

o]

Mais ici \/C > 1, donc J ——(—Jr.) ~ (—l—_-)\/D <1, car on véri-
D™ " Ver\y/zp) ~ \4/<D
fiera a posteriori que !« \/ <.
/D D

On peut donc, & une bonne approximation, considérer le « potentiel »

comme celui d’un cylindre dur de rayon /.
l

'\/ D

vant les conditions de raccordement et la condition de Wigner-Seitz,

1 - D=2
T, 16R?

1
T.()

Nous supposerons de plus < 1, et nous obtenons alors en écri-

(1.50)

T

-
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donc \711_5= ~ ! < 1 puisque H <« H,,, ce qui vérifie I’hypothése précé-
T1
dente.
Enfin les autres temps propres t,, 73, T, sont donnés par

2 2
LD ).

Ta R?
On voit que :
Ty 1
x = 55

Dans ce régime la relaxation est encore a4 peu prés exponentielle, avec
un temps de relaxation

R2
=165 (1.51)

qui est bien comme on le prévoit qualitativement, de 1’ordre du temps de
diffusion.

Les mesures du temps de relaxation nucléaire dans ce régime (basse
température et diffusion lente) devraient donc permettre d’évaluer le coeffi-
cient de diffusion de spin.

1.4 Atténuation des ultra-sons a basse température.

Nous nous restreindrons a la région :

— T < T, (ce qui assure que les états de basse énergie sont les seuls
excités),

— o K< A,. Cette condition est en général vérifiée. Elle assure qu’il n’y
a pas (ou trés peu) de transitions entre nos états de basse énergie et les états
« localement uniformes » de Cyrot [18].

Enfin nous négligeons :

1) les effets dus aux mouvements possibles des lignes de vortex ou aux
interactions entre ces mouvements et les excitations de type fermion;

2) les effets dus a la périodicité du réseau de vortex, qui ont été consi-
dérés récemment par Cooper [34].

L’hamiltonien d’interaction entre un métal et une onde ultra-sonore
longitudinale de vecteur d’onde Q et de fréquence » = ¢,Q (c; est la vitesse



202 CHRISTIANE CAROL1

du son dans le matériau, typiquement ¢, ~ 10° cm/sec dans des matériaux
du type V,Ga) s’écrit :

ey =T [dEIOTA)0 — afe@7)  (1.52)

¢ est un indice de spin.

¥+(r) et W(r) sont les opérateurs de création et d’annihilation d’électrons en

un point, ay et a, les opérateurs de création et d’annihilation d*un phonon
de vecteur d’onde Q. L’élément de matrice T, est le méme dans le métal
normal et dans le supraconducteur.

Nous faisons la transformation de Bogoliubov

U0 = D )i + o]
" (I.53)
410 = D )i — ol

L’indice n décrit les excitations de basse énergie qui ici sont les seules
importantes. Nous obtenons ainsi, en posant
qr -iQ7r

i +
Ag=ae' " — age

Jee-p = Jel + Je2

K, = Pqu dsr Ao(i ) [u,’f (L’ )“n’(£ ) — von (i )Un’(i )] (Y;L +Yn' 4+ Y:; an)

¥y =T, > [drrig®) { [ w30) + wb i@y
"’ o) + o Ot} (1.54)

Je, décrit la diffusion d’une excitation avec création ou absorption d’un
phonon

Je, décrit les processus ol un phonon apparait (disparait) et une paire
d’excitations disparait (apparait).

Dans un supraconducteur de premiére espéce (ou de seconde espéce en
champ nul) les processus de paires ne contribuent 3 I’atténuation que
si ® > 2A,. Cette condition n’est remplie & des fréquences d’ultra-sons
réalisables que pour T ~ T..
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Dans un supraconducteur contenant des lignes de vortex le seuil d’excita-

2
[oo]

tion est abaissé 3 En;, = < Ay. On obtiendra a basse température

2EF
un effet de paires non nul si
Aw < 10 K (cette énergie limite correspond & L 100 Mc)
3E, e énergie D 7
A, ~ 1024 200K, il faut donc que
1 1
Aw/ZEF < 1—6 ou 56 .

Par exemple dans Nb,Sn la masse effective des électrons est de 1’ordre de
m*=100met Ex ~ 102 °K, A, ~30° K

A

=%~ oK.

3E, 0,45¢ K
On ne peut donc pas négliger les processus de paires. Enfin il faut distinguer

deux géométries, selon que Q est paralléle ou perpendiculaire aux lignes, et
on s’attend & ce que I’atténuation soit différente dans ces deux cas.

1) Effets de paires. — «) 6//62.
Les régles de sélection s’écrivent, pour les processus
(0, Q = (k, ) + (K, 1)

k+k'=Q
w+uw=0 (1.55)
E+E =0

Comme nous I’avons remarqué dans la section (I.2), les états de basse
énergie correspondent & p. > 0 (les états du ceeur avec . < 0 ont des énergies
plus élevées et contribuent peu 4 la densité d’états). Il n’est donc pas possible
de satisfaire & la condition de conservation de 1’énergic E + E’ = w.

La dissymétrie entre les états de polarisation circulaires différentes annule
Peffet des paires dans cette géométrie.

—_ —_
B QLOz
Nous prenons par exemple 6 // Ox. En utilisant la décomposition

€l = 2J,(QF) + ZeMIZJV(Qr) cos v

=yl
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on trouve les régles de sélection

k+k'=0
et p' =4 (1.56)
E+E =0

v est un entier = 0.

En éliminant comme dans le cas précédent les états p < 0, on voit que les
transitions de basse énergie se font avec v > 1.
L’élément de matrice pour une transition (IL.5) est de la forme :

M, = [ rdr QUM o) + Vo] (A7)

(¥4, et Vi, sont les parties radiales des fonctions d’onde définies par 1’équa-
tion (1.10)).

Pour évaluer cet élément de matrice nous faisons la remarque suivante :
d’aprés les équations (I.27), pour r > r,

2
2C,(r)e~*® cos [k,,r sin o 4 =" Tty _)ﬁ’_)]

1
+ — P
Yaulr) = VA Yrsina 2 | 2

2C,.()e~X sin [k,,r sin « + _m TR z(_r)]

} 1
Yaul) = VA dorsine 2 2

A,, est une constante de normalisation qui assure que
Jasrtiamo) |+ vy 1= 1.

Cette forme de ¢+ et ¢~ est vraie partout sauf pour r < r. < & Nous
négligeons cette région qui est petite par rapport au ceceur d’une ligne (et
dans laquelle les fonctions qui nous intéressent ne sont pas singuliéres)
et nous étendons ’expression (1.27) a tout ’espace pour le calcul de M.

{+ et ¢~ sont donc le produit de fonctions oscillant avec une longueur

< € par une enveloppe lentement variable de portée &.

S 1
d’onde NkF sin «

X .
Nous pouvons donc (a une erreur de ’ordre de K pres) remplacer dans
F
les intégrales ces fonctions oscillantes par leur valeur moyenne sur une

période.
Enfin, comme o < 10* Mc, Q€ <« 1 et Q < k.
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1
—, et, en ordre de gran-

ke
deur, on obtient le coefficient d’absorption due aux paires o,

apy < anl_%(QE)]%(((an si o >éE—;'3

Avec ces approximations, on voit que M, ~

A2
=0 < =®
apy (O] EF
a, est le coefficient d’atténuation dans le métal normal. Les effets de paires

. A . o .
donnent donc une atténuation extrémement faible —* < 10~* et certaine-

n

ment non mesurable.

Nous nous sommes intéressés ici 4 des ondes ultra-sons longitudinales.
Pour les ondes transverses on obtient une atténuation du méme ordre de
grandeur.

2) Effets de diffusion. — Ce sont les effets décrits par le couplage Je,.
Comme pour les effets de paires il faut distinguer les deux géométries.

—_ =
«) Q// Oz
Les régles de sélection pour une transition (k, ) — (K, &) + (o, Q)
s’écrivent :

K=k—Q
po=p (I.58)
E'=E — w,

Ici évidemment les effets de polarisation circulaire ne jouent pas un réle
crucial. L’élément de matrice pour la transition (I.58) a la forme :

N= [Tl Oban®) — W@ 159)
B) (_5162
Ici, les régles de sélection s’écrivent :
k =k
v =p +v (I1.60)
E'=E — o,

v est un entier > 0.
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Les transitions avec v = 0 ne sont pas possibles (elles ne conservent pas
I’énergie) donc v > 1. L’élément de matrice correspondant est :

N — f: rdrI QO Ui v — R (I1.61)

Nous évaluons Ny, et N avec les hypothéses utilisées pour évaluer M,.

On se convainc aisément que N, et N, sont nuls 4 ’ordre zéro en kLE (&)
F

donc
Ny~ps, NP =@
T kg L= ke

Finalement le coefficient d’atténuation due & la diffusion des excitations
est donné en ordre de grandeur dans chacune des deux géométries par :

B 1 vp)5/2T T 1f2 Aw Aw Up 1/8
%oy~ U, (R (‘ E(zr) F"[”T* (ET z) ] (1.62)

S,
ay ~amb L ég(éo_o”&"‘l:(e
LT " Ha (B T \E) \e) HT

Fi) = [ “axre f &

avec

Fuw = ["aex? o

f0= g

(**) Cette trés faible valeur du facteur de cohérence traduit simplement qu’on
2
_®
Er
trous trés voisins du niveau de Fermi, qui jouent des roles presque équivalents, et

se mélangent en proportions presque égales. On trouve pour la méme raison, dans
2

le modéle BCS, lorsque &; ~ g un facteur de cohérence pour les ultra-sons
F

s’intéresse 3 des états de basse énergie E ~ formés a partir d’électrons et de

u? — v* ~ 1/ks§. Ce méme facteur de cohérence intervient dans le calcul du

moment diamagnétique d’une excitation, qui est donc trés petit (d’ordre i"g s
F
w étant le magnéton de Bohr). Par contre le facteur de cohérence relatif au moment

paramagnétique est de la forme u® + v? et les excitations de basse énergie ont un

moment magnétique parallgle & Oz, M$) = (u - %)us.
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L’atténuation présente donc une anisotropie, mais il faut remarquer que
dans les deux géométries :

B
o 10%«,, —
b < "M,
I’atténuation est donc extrémement faible & basse température, et 1’aniso-
tropie n’est probablement pas visible expérimentalement (I1 faut se rappeler
que d’autres causes d’atténuation peuvent exister et étre dominantes en
pratique : en particulier les phonons sont couplés aux mouvements collectifs
éventuels des lignes de vortex). La faible valeur de « n’est pas seulement due
. . , . . B
au petit nombre d’excitations de basse énergie (qul donne le facteur —)
c2
mais surtout, comme nous I’avons déja remarqué, au fait que les excitations
de basse énergie donnent pour les ultra-sons un trés faible facteur de cohé-
rence. Enfin I’ordre de grandeur de « que nous avons obtenu est valable
aussi pour P’atténuation d’ondes ultra-sonores transverses.
En conclusion, il ne semble pas que I’atténuation des ultra-sons puisse

fournir des renseignements trés directs sur nos excitations de basse énergie

2
@

2E;
sont beaucoup mieux adaptées a 1’étude du spectre de basse énergie d’un
supraconducteur dans la phase de Schubnikov.

et sur leur seuil (~ ) Par contre les expériences de relaxation nucléaire

II. — DENSITE D’ETATS
D’UN SUPRACONDUCTEUR DE 1re ESPECE
EN CHAMP MAGNETIQUE FORT

On sait depuis les premieres expériences de Meissner [35] qu’un supra-
conducteur de 1™ espéce exclut le champ magnétique. Dans les
premiéres mesures faites sur des matériaux massifs il a paru que 1’exclusion
était totale. Cependant, des mesures précises d’aimantation sur des petits
spécimens ont prouvé qu’en réalité le champ pénétre dans le supraconduc-
teur sur une « épaisseur de pénétration » A (typiquement de ’ordre de
500 A a 0° K pour un supraconducteur de 1re espeéce).

Bardeen, Cooper et Schrieffer [/] ont calculé les courants induits dans
I’épaisseur A par un champ magnétique faible (H < H,). Cette hypothése
de perturbation entraine que le paramétre d’ordre, et le spectre des excita-
tions ne sont pas modifiés par rapport a la situation de champ nul.

NN. INST. POINCARE, A-1V.-3, 15
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Landau et Ginzburg [3] avaient d’autre part calculé (dans la région de
validité de leurs équations) la profondeur de pénétration en fonction du
champ magnétique, pour un supraconducteur trés « doux » (k <1) et
étudié non seulement la région H < H,, mais aussi la région H ~ H..
Considérons maintenant plus en détail le cas d’un champ magnétique fort.
Remarquons d’abord qu’a priori on peut aussi envisager le cas ou H > H..
En effet, les expériences de Faber [36] et celles de Garfunkel et Serin [37]
ont montré qu’on peut réaliser de la « surchauffe » dans un supraconducteur,
C’est-a-dire observer un état métastable ou le métal reste supraconducteur
dans un champ supérieur a son champ critique thermodynamique.

La surchauffe est difficile & réaliser, au moins en régime stationnaire. En
effet, on ne peut pas éviter que les échantillons que I’on utilise n’aient des
coins et des irrégularités de surface. Il y a donc toujours des régions de
’échantillon qui subissent un champ plus fort que le champ appliqué. Mais,
dans un proche avenir on peut espérer observer la surchauffe en régime
transitoire.

Le calcul du champ maximum de surchauffe H, a été fait par
de Gennes [38] a partir des équations de Landau et Ginzburg, et dans la
limite ol x < 1 (C’est par exemple le cas de I’aluminium (x ~ 0,02).

Si x <1, A < £, la décroissance du champ se fait dans une région petite
par rapport a £ (%), on peut donc considérer que le paramétre d’ordre est
constant dans cette région (il ne peut varier considérablement que sur une
distance de Pordre de £) et égal a sa valeur & la surface A,. Dans cette
approximation on intégre aisément la seconde équation de Landau et
Ginzburg (équation qui donne le courant). On obtient, dans la géométrie
de la figure 8

A(x) = A, exp (— x/N)

32me? v\ 2
A2 = 0,017 T N(0) (f) Ag

A(0) = Ha

H est le champ appliqué, N(0) la densité d’états au niveau de Fermi dans le
métal normal, A, la valeur du paramétre d’ordre a la surface. On reporte
cette valeur de A(x) dans 1’équation pour le paramétre d’ordre. On la
résout, pour x > A, dans I’approximation A = 0, la condition aux limites

est A — A, quand x > o, A, estla valeur d’équilibre du paramétre d’ordre
en champ nul.

(**) Nous écrirons ici encore pour simplifier 1’écriture & pour EA(T).
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h(x)

Fi1G. 8. — Aspect du champ magnétique et du paramétre d’ordre
au voisinage du champ de surchauffe Hs (K < 1).

. A
En posant f= Roou= ; et A(x) = 2—: EA(x), cette équation s’écrit :
[+

B (1 fr 4 4.

Dans la région x < § A varie trés peu, on peut prendre pour f dans le

. A
second membre sa valeur a la surface f, = A—" .
[=e]

11 faut de plus imposer la condition aux limites 4 la surface libre %é = 0.
x
En raccordant les solutions dans les deux régions on obtient une équa-

tion qui détermine A,
H2
2 1 — £2) = K 2 I
fo(l — £3) T Ir.1)

Cette équation a une solution tant que H < \/ = . Le champ de
Hc K‘\/i

surchauffe est donc :

> H..

Hs 21/4v—
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La solutien A(x) de (II.1) qui tend vers A, quand H devient nul est donnée

par
_Hz
1+\/1 —K\/zHz
2

A= A2,

(I1.2)
Quand H = H,

K
Do = Ao (1 _ 27)
pour des matériaux dans lesquels x < 1 le paramétre d’ordre est trés peu
perturbé.

Quand H = H;
Dy=Ap[4/2~0TA,.

La forme du paramétre d’ordre est représentée figure 8. Il est assez fortement
abaissé a la surface, varie peu dans ’épaisseur de pénétration. Pour x ~ NT)
il a une pente finie. Il rejoint sa valeur de champ nul A, aprés une distance
de ’ordre de £(T).

Nous allons maintenant examiner ce que deviennent le spectre des exci-
tations et la densité d’états dans ces situations de champ fort avec k < 1.
On peut distinguer qualitativement deux situations différentes.

— Quand H ~ H, bien que le champ soit fort le paramétre d’ordre n’est
pratiquement pas abaissé et on peut négliger ses variations spatiales. L’effet
important, pour le calcul du spectre et de la densité d’états, est la présence
du champ magnétique dans une couche d’épaisseur de I’ordre de NT) au
voisinage de la surface. Nous allons voir que la modification de la densité
d’états par rapport 2 la densité BCS qui en résulte est trés faible (quand
k< 1).

— Quand H ~ H; 4 l’effet de pénétration du champ il faut ajouter celui
de la distorsion du paramétre d’ordre au voisinage de la surface.

1l existe alors des états d’énergie inférieure & A, d’extension spatiale
finie, localisés dans une couche d’épaisseur de ’ordre de &(T) au voisinage
de la surface. La densité d’états qui leur correspond doit donc étre obser-
vable par effet tunnel.

Nous considérerons uniquement le cas d’un supraconducteur semi-
infini pur ('introduction d’impuretés dans un supraconducteur augmente
la valeur de son paramétre de Landau-Ginzburg k. Pour obtenir une sur-
chauffe importante (x < 1) on a donc intérét a utiliser un métal pur).
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II.1 Effet de champ.

Nous voulons évaluer 1’effet dG au champ magnétique seul (en le séparant
de DI’effet de distorsion du paramétre d’ordre dans le cas ou celle-ci est
importante). Nous supposons donc que le paramétre d’ordre est cons-
tant A(r) = A.

Cette approximation est bonne pour H < H.. Méme dans un champ
H ~H; > H, elle donne au moins ’ordre de grandeur de I’effet rela-
.. ON s 1ag o .
tif N Sur la densité d’états pour toutes les excitations ayant une extension
spatiale de I’ordre de &(T) (trés supérieure 4 la profondeur de pénétration).
En effet pour ces excitations on peut négliger les variations de paramétre
d’ordre dans I’épaisseur N(T) < &(T) ou se produit I’effet de champ. Par
contre la séparation des deux effets (de champ et de distorsion du paramétre
d’ordre) n’est pas valable pour les excitations ayant une extension petite
d < MT). Mais nous verrons qu’elles sont peu nombreuses et que leur
énergie est voisine de A, (minimum du paramétre d’ordre). Il leur correspond
une trés petite région de la courbe de densité d’états, qui en pratique est
masquée dans les expériences d’effet tunnel par 1’élargissement dii aux
effets de température finie.

En notation spinorielle f = (Z), les équations de Bogoliubov & résoudre

pour obtenir le spectre s’écrivent :

~ 1 [~ eX 2 ~ ~
Ef = 62[2771 (p— c,~c—) — E,,]f—l— o Af. (Ir.3)

Le potentiel vecteur est paralléle & la surface. Nous choisissons de le prendre

dans la direction Oy A= (0, Ay(x), 0). Nous allons chercher les solutions
sous la forme :

F= D etrlg®e) — bt (I1.4)
i=1,2
(la direction x est celle de la normale 2 la surface (fig. 8))
kl = (kx, ky kz)
~ 2
ko= (kx, ky k) By = — By = — (% — Ep)-
E;' = (_ kx,-kykz)



212 CHRISTIANE CAROLI

Ce choix (IL1.4) de la forme des solutions suppose que la réflexion sur la
surface est spéculaire. Nous imposons cette condition de réflexion spéculaire
pour simplifier les calculs. En réalité on sait que la réflexion est toujours
partiellement diffuse et partiellement spéculaire, mais il est impossible de
calculer le spectre avec une telle condition aux limites. Cependant nous
verrons que pour tous les états localisés sauf ceux de trés petite extension
spatiale et d’énergie trés voisine de A,, 1’énergie ne dépend pas cruciale-
ment de k,. Ainsi, méme si la réflexion réelle mélange les états de k, diffé-
rents, ce mélange ne devrait pas avoir un effet trop important sur la densité
d’états mesurée par effet tunnel.

Les états de vecteurs d’onde k,, k, ont en I’absence de champ la méme
énergic E = \/ £; -+ A% que les états ket I—él, ils sont donc mélangés a ces
états par la réflexion sur la surface.

g,-(+) et g,(‘) sont solutions de I’équation

(E - czgkl)gi = cle: + 7 px] gx(n) -+ 0’, [(k — Oz ¢ 2(x)) - k:] gi(n)

2m
+ o lg™.  (I1.5)

(m==x1
Les fonctions Tg\ varient sur une distance d de ’ordre de £(T). En effet,
en dehors de la profondeur de pénétration elles sont simplement solutions
d’une équation du type BCS avec des conditions aux limites différentes de
celles du cas de champ nul. On sait qu’une perturbation des conditions aux
limites se traduit toujours par des effets étendus sur une distance ~ &(T).
Donc

pE 1 1
k.prg KA kit

kyx
Le terme p,,g est négligeable dans (1I.5) 51 E Cette condition
F

n’exclut qu’un domaine trés petit de valeurs de k./k: (E—E ~10-%a 10—
F
pour un supraconducteur pour lequel k < 1). La contribution de ce domaine

 ala densité d’états est donc pratiquement négligeable.
e*A?

A. En effet, si H est le

Enfin nous négligeons

champ appliqué, A<SH)et %A-‘ / ekyA < ﬁli klg (Nous avons utilisé la rela-
¥y
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] ——1— ce rapport est inférieur
'n:'\/ 2\ 214 '\/ ’
2A2

e*A \ . .
———. On peut donc neghger p~ , sauf dans un trés petit domaine de

tion H, =

) Pour H= H; =

y\/

valeurs de Il% (typlquementllz < 10—3) que nous négligerons aussi dans le
F

calcul de densité d’états. L’équation (II.5) devient alors :

: )
(B — cB)al? = — in 0, B _ o gz 4 o 450, aL6)
4 1 i z dx mc i X i

Nous choisirons comme condition 4 imposer aux fonctions d’onde 2 la

surface (x = 0) (supposée parfaitement réfléchissante) % = 0 (En fait toute
L if N
condition mixte de Cauchy du type o af conduirait aux mémes résul-

o1 1 - e s
tats). En négligeant des termes d’ordre -—. , cette condition s’écrit

ket
&0 + Y0 = - 5.0 — &0 (Ir.7)
On résout (I1.6) en utilisant ’approximation suivante :

1) pour x >> A on prend A(x) = 0.

La solution est simplement proportionnelle 4 la solution BCS, soit,
au point x =/

A Uy ~ Uk A~ U, A v

gll(-:) = ( )11 glz(+) = ( )“2 gn( )= ( k)ﬁr 812( )= ( k) B, (II.8)
Uk Uy v, y

ou

d=3(1+2)  d=j(1-%)  a=vErs

«5, %, f3; et B, sont des constantes 3 déterminer;

2) pour x < & on peut supposer que Evarie peu entre le point x et la
surface (x = 0), donc intégrer 1’équation (II.6) entre ees deux points.
Si on choisit un point x =/ tel que A </ < £, on peut raccorder en ce
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point la solution de courte distance et la solution de longue distance (11.8).
On obtient pour la condition de raccordement

. k i ~ ~, ~, 0 ~ 0
— i 570 — 8Dl = € — o:ka)gD) [ dx—o, 880 [ 'dx
r1.9)
ek, ) f 0
T e & (O] Alx)dx.

Comme :g\,-(") (/) est solution d’une équation du type BCS, les deux premiers
termes du membre de droite de (II.9) s’annulent. De plus, puisque /> A,
on peut remplacer

f :A(x)dx par f " Adx ~ —\A(0)

(I1.9) devient

PN ~ . ek e ~
g0 — 80 = —in 72 o TA@aE (D (1.10)
ou
gi(‘n)(o) — g;(")(l)[l — ino,Bj] (IL.11)
ek, (=
Bi— 22 f “A@gx.

On s’intéresse, comme toujours, au domaine d’énergie ol la densité d’états
du supraconducteur est trés différente de celle du métal normal. Dans cette

région | &;; | est comparable 2 A donc, 4 des termes de I’ordre de kiE pres,
F

on peut prendre dans I’expression de B; Kk = ky, ~ ki, ky ~ k. Cette
approximation est suffisante pour déterminer ’ordre de grandeur de I’effet

du champ. On obtient ainsi B;= B ~Kg. En utilisant (IL.8), I’équa-

tion (II.11) s’écrit :

Ex(+) ©0) — ((1 — iB)uk) "

,/g\g(”(O) _ ((l — iB)vk)a”

(1 + iB)vy (1 4+ iB)uy
(11.12)
~ (1 4 iB)uy ~ 1+ iB)Uk)
()0) = . ()(0) = -
&0) ((1 — iB)vk)B 70 ((1 — By
La condition de pente nulle 2 la surface (I1.7) devient ainsi
(1 — iB) fote + maod + (1 + iB) B+ Baoid =011\

(1 + iB) [xyvx + ooti] + (1 — iB) [Byvwe + Bat] = 0.
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On doit de plus imposer aux solutions une condition de normalisation qui
sécrit | oy |2+ | @2 |24 | Br[2+ |B:2]2 = 1. Le systtme (IL.13) a alors
deux solutions indépendantes (orthogonales) (xjx;...) et (xias ...) qui
satisfont a

+ ez P+ B P+ | B2 =1

P e PB4 | B =1 (I1.14)
otey + ... 4 BB =0

et qui sont entiérement déterminées.

La densité d’états a la surface du supraconducteur est

o(E) = Z Z| (1 + 1B) (ay0% + o) — (1 — iB) (Byvg 4 Bata) |* (E — 1)

ky>0 A
Ky Ky
(& >0) d1.1s5)

A est un indice qui décrit les deux solutions («...) et (a: ...) de (IL13)
et (IL.14). En utilisant la condition aux limites (II.13), et en passant 3 la
variable &, puis en intégrant, on obtient :

1 2
#(E) = p.,cs(E)ZZ(l + B
[ oate + ota0 |2 4 | oy + e |24 | B + Bou |2+ | Bare + Bov [ (I.16)

avec
eacs = N(0) ———

\/Ez
1 VE? — A L1 VE — Az')
=3 (‘ + T“) V= (‘ E )

2

Soit encore, en développant (11.16) et en utilisant les conditions de normali-
sation (I1.14)

#(E)/pscs(E) = (1 + B?) § 1+ uvZ[ala:‘ + wy” + BiB + Bafy] i (1.17)
A

On peut calculer I’expression entre crochets dans (I1.17) a partir de (I1.13)
et (I1.14), et finalement, en se bornant au second ordre en B

o(E) : 4B2A2
e® =08 (1= 5 Y i)
(I1.18)
\ 4A2
=148 (1 - E__zm)
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Le champ maximum de surchauffe (au moins avec une pénétration du

champ ayant la structure que nous supposons ici) est H, = Hc/2‘/4\/ x.
Donc la valeur maximum de B est, en ordre de grandeur, donnée par

H\:? K
Bhax =~ 2 (—) =—
H, 2<<1.

Méme en champ fort, la variation relative de densité d’états est en général
trés petite (de I’ordre de « ou plus faible). Elle n’est importante qu’a des

. R .. E . .
énergies extrémement voisines de A ( AT 1<«ksiH= Hs). En pratique
on ne pourrait explorer ce domaine avec précision que par des expériences
d’effet tunnel & une température trés basse T < xA(T = 0).

11.2 Effet de la distorsion du paramétre d’ordre.

Cet effet ne peut étre important que dans la région de surchauffe. Au
voisinage de H, la situation est celle de la figure 8. Sur une épaisseur de
Pordre de £(T) le paramétre d’ordre est notablement abaissé. Ainsi, on
peut penser, par analogie avec le cas d’une ligne de vortex, qu’il existe des
excitations dans le domaine d’énergie A, < E < A. Si elles existent, ces
excitations sont localisées au voisinage de la surface.

Pour celles qui ont une extension d>> A\(T), il faudrait faire un calcul
analogue au précédent (chercher la solution en champ nul dans la région
x> MT) et supposer que I’enveloppe de la fonction d’onde varie peu
sur A(T)). Mais, pour H ~ H,, A, ~ 0,7A .. Pour ce domaine de valeurs
du champ D’effet de la distorsion du paramétre d’ordre est donc d’ordre 0
en k. Par contre nous avons vu que I’effet de champ est d’ordre B2 ~ x < 1.
Nous le négligerons donc, en nous limitant au domaine H ~ H;.

Nous cherchons a résoudre 1’équation :

~ 2 ~ -~
Ef=o, [%n — E] Fr oxAx) T (11.19)
A(x) (fig. 8) croit avec x. Pour x petit [x < AMT)] il croit & peu prés paraboli-
quement. Quand x > A\(T) il tend vers sa valeur d’équilibre en champ nul

comme A th (x \/)_C") (xo est une « longueur d’extrapolation » qu’on
EN/2

déterminerait en raccordant les solutions dans les deux régions). Les exci-

tations étendues sur d >> MT) sont trés peu sensibles a la forme exacte de
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A(x) dans la région x < MT) < d, aussi prendrons-nous pour A(x) la

forme approchée A(x) = A, th xg:/;" dans tout le supraconducteur.

X, est maintenant défini par la condition

A

Xo
th = =
/2 Aw

(De plus nous verrons que les résultats dépendent trés peu de la forme
détaillée que I’on choisit pour A(x), au moins pour les énergies pas trop

élevées).
Nous cherchons les solutions de basse énergie de (I1.19) sous la forme :

? e”‘y"""" z[eikxxa(x) + e—ikxxé;(x)]
avec : (11.20)

Ktk + K=k
Nous posons k, = k; cos 0 (0 < 6 <=/2).
‘é:(x) est solution de I’équation :
~ 1 d* ik, d
= _ A .
BB = 0| = s — o | F osME (12D
Nous cherchons des solutions d’extension d comparable a £. Donc

1

d"':g\'/ dg 1
kE:

dx* | " dx

La dérivée seconde est négligeable si li > % E(~ 102 a 10~4). Nous allons

nous intéresser seulement aux valeurs de k, qui satisfont a cette inégalité

(qui n’exclut qu’un domaine trés petit de valeurs de k). Nous cherchons:g;1
comme solution de

Egi = — io, I;’;dg‘ + o AM)g,. (I1.22)
La condition de réflexion spéculaire sur la surface s’écrit 3; =0 ou
X x=0

(a des termes d’ordre 1 Epres)

21(0) — 2:(0) = 0. (11.23)
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Comme nous ne connaissons pas de solution exacte de 1’équation (II.22)
nous allons chercher 4 la résoudre dans 1’approximation semi-classique.

N
Elle consiste 4 écrire que g, a en chaque point x, la méme valeur que si le

paramétre d’ordre était constant dans I’espace et égal & A(x,). Nous posons
donc :

im f v/ E =AYy’

Zu(%) = ur(x)e*s (=21 (I1.24)

hy, doit satisfaire a 1’équation :

By = o, sdhi, | e B — )| + b (129

On peut négliger dans (IL.25) le terme dhsy si kx| dh‘” < A.,hl,,, soit en
dx m dx
ordre de grandeur If’f & Ay ou ky < ke, Ces inégalités supposent que E

mé

n’est pas trop voisin de A,. Nous verrons 2 la fin du calcul que cette condi-

. . .. 1
tion est automatiquement remplie si k, < k. Dans ce cas (E <k, <K kp),

le calcul semi-classique est valable, et
~ mo(* i un(X))
= ) — E2 — A(x")dx’
g, = exp [m ka‘ \/ (x") x] (vn(x)
= (1 . ’,V_Efﬂ‘)) (11.26)

E

G= (1 L VE A Az(x))

Nous définissons un point tournant x, par
E = A(xl).

Le point tournant existe réellement puisque nous cherchons des excitations
d’énergie comprise entre Ay et A .

—Pourx<x, E>A(x) et gi=o g4t % g1

- -2 [ vae)-pax
—Pourx>x;, E<A(x) g, est proportionnelle a e .
Evidemment I’approximation semi-classique n’est pas valable au voisinage
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du point tournant. Dans cette région on prend pour A(x) la forme appro-
chée linéaire habituelle.
A(x = x,) =E + A'x.

L’équation (I1.22) se résout alors exactement. On raccorde cette solution
exacte a la solution semi-classique de part et d’autre du point tournant.
Le raccord dans la région interdite classiquement se fait automatiquement.

~~
Dans la région x < x, la condition de raccord impose que g, soit de la

forme :
im (x PR im (x —_—
~ w,\ = |n VE=ANx L AP =ry T
g = 7\[( +)ekxfx, _ i( +)e ka.x. ]
vy U,

Un calcul analogue fait en changeant k,en (— k) donne pour Ez

im(x ———
—~ v\ | T A/E—AN X ut\ 2 |* VB AN )dx
&= u[( +)ek"f"‘ — i( ) f

Uy

]. r1.27)
Uy
11 faut enfin queig\1 et :g\z satisfassent a la condition aux limites & la surface

21(0) =/§2(0). Cette condition est satisfaite si :
cos [~ f VE = Ay )dx] (I1.28)

{Nous avons tenu compte ici de ce que ces calculs ne sont valables que si E
est nettement supérieure & A,, donc u#, ~ 1, v, ~ 0). Le spectre est donc
donné par

nke cos 0

f VE = R(x)dx' = QN+ )0 (I1.29)

. k
N est un entier > 0, cos 0 = kl
F
Le niveau le plus bas correspond & N = 0. Pour ce niveau 1’énergie n’est
pas trés €élevée (E < A,), donc x, est petit devant £, et on peut évaluer
Iintégrale dans (I1.29) en prenant :

dA Aw—A
A(x) = Do + px P=_ Z—g——o-
x=0
On obtient ainsi
mkgp cos 0
E ~ A.,[l + (4m szz) ] (I1.30)
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ou, en ordre de grandeur
ke\ %
E ~ Ao[l + (k_) ] (I1.31)
F

Enfin nous avons fait a partir de (I1.22) un calcul variationnel de I’énergie,
avec une fonction d’essai de la forme 1/ch (x/d), dans le méme domaine
d’énergie que pour le calcul semi-classique. Il donne une énergiec du méme
ordre de grandeur que (11.31).

L’expression (I1.27) n’est pas valable quand i—"< donc ne nous
F

1
I-C—Fg. s
permet pas d’obtenir le seuil des énergies d’excitation. De Gennes [9] a
montré par un argument variationnel que, pour un matériau pur avec
réflexion spéculaire sur la surface en I’absence de champ magnétique,
quand A(x) a un minimum A, la largeur de la bande interdite dans le spectre
est trés voisine de A,. Les excitations les plus basses en énergie sont celles
pour lesquelles cos 6 ~ O (toute la propagation se fait dans le plan yOz).
Elles ont une trés petite extension dans la direction x : d ~ (ak?)'3, a étant
la distance interatomique.

Pour ces excitations on ne peut donc plus séparer les effets du champ et de
la distorsion de paramétre d’ordre, ni utiliser les approximations (k,£ > 1,
e > A,) que nous avons faites jusqu’ici. On peut par contre considérer
qu’elles s’étendent dans une région (d < MT)) ou on peut prendre
A(x) =~ constante. L’effet du champ est alors le méme que celui d’un courant

2eA(0)

j = nevs=n
J s mc

En étendant I’argument de de Gennes, on trouve que le gap doit mainte-
nant étre de I’ordre de A, — apv; (« étant un coefficient numérique ~ 1) (*%).
On s’attend alors a observer une « queue » de densité d’états, pour € ~ A,,
due a ces excitations. Cet effet n’est probablement pas visible. En effet :

. s 1 \
— ces états correspondent & k, < ;, donc sont trés peu nombreux, la

13
densité d’états correspondante est petite (elle contient un facteur 1/k:£);
— la réflexion sur la surface n’est jamais parfaitement spéculaire. La
réflexion diffuse mélange des états ayant des valeurs différents de k,.

Dans ce mélange le poids des états k, < 1/€ est d’ordre 1/k:& <1,

(1%) Le calcul variationnel dans ce cas n’est pas assez précis pour qu’on connaisse
la valeur ni le signe de «.
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donc ils se mélangent fortement avec les états plus étendus et sont certaine-

. . . 1
ment détruits par la réflexion diffuse. Par contre, les états ayant k, > ; se

g
mélangent surtout avec des états de structure analogue et devraient étre
moins sensibles & la nature exacte de la réflexion.

Nous ne calculons donc que la densité des états d’extension d >> M(T),
qui doit nous donner au moins une forme approchée de la densité vraie
mesurable par effet tunnel.

La densité d’états est définie & partir de la fonction de Green du systéme
par

oE, ) =1 ImGlr, 7, )= > |ui(r) [*3(E — E,)

(P’indice » numérote les différents états). Nous obtenons, en utilisant (I1.30)
et (I1.27), avec des amplitudes de Bogoliubons normalisées

1 p
2~ o~
Iun(o)l _xl_E_Ao

2 2
E 1) 3 16m*A, (11.32)

o A, (
p(E, x = 0) = N(0) (1 + E) o) B
En ordre de grandeur

o(E, x = 0) ~N(0) 1 A_A (f —1) ~N(0) (AE—I)

0

A basse énergie (E ~ A,) la densité d’états est linéaire. C’est sans doute ce
départ linéaire et la valeur du gap qui devraient étre le micux observables
expérimentalement.

Enfin nous n’avons obtenu la densité d’états a la surface que pour les
énergies assez inférieures & A,. Pour E ~ A, la forme (II.30) du spectre
n’est pas valable (elle suppose qu’on peut assimiler A(x) 2 une droite
pour x < x;, ce qui est une approximation raisonnable quand x;, < £).
On peut simplement prévoir que o(E = A,,) doit &tre finie méme 2 tempé-
rature nulle, mais cet effet est masqué par les effets de température.

En conclusion, il semble que la densité d’états « anormale » dans la
région 0,7 A, < E < A soit assez grande pour étre observable, au moins
quand le champ est voisin du champ de surchauffe. On aurait ainsi un
moyen de mesurer H; en étudiant les courbes d’intensité tunnel. La diffi-
culté expérimentale est pour I’instant de réaliser 1’état métastable
H:. <H < H,. Comme la surchauffe est difficile & observer en régime
stationnaire il faudrait probablement faire ces mesures d’intensité tunnel
en régime transitoire.
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III. — ETUDE D’UN ALLIAGE « SALE »
A IMPURETES NON MAGNETIQUES
PARAMETRE D’ORDRE
ET TEMPERATURE DE TRANSITION

On trouve expérimentalement [39] que la température de transition T,
d’un alliage supraconducteur & impuretés non magnétiques varie avec la
concentration ¢ en impuretés. T, étant la température de transition du
solvant pur, typiquement T, — T, ~ 1/10° K pour ¢ ~1 9,. Nous repré-
sentons (fig. 9) T.(c) pour plusieurs alliages a base d’aluminium. Nous
appelons / le libre parcours moyen électronique dans l’alliage, propor-
0,18 v

TCO

tionnel & ¢ pour les alliages dilués. &, = ( ) est la longueur de cohé-

rence du solvant pur.
Les résultats expérimentaux prouvent que :

— aux trés faibles concentrations (I > &), pour un méme solvant T, est
fonction uniquement du rapport /€, et décroit quand la concentration
augmente [40]. Comme &, est, pour les supraconducteurs purs de 17 espéce,
au moins de ’ordre de 1 000 A (elle atteint environ 1,6 p dans I’aluminium),
ce domaine correspond a des concentrations d’impuretés inférieures a
0,1 9%, environ,

— aux concentrations plus fortes (I < &) Tc(c) devient & peu pres
linéaire [39]. Dans cette région T, n’est plus, pour un méme solvant, une
fonction universelle de //&,.

Plusieurs effets doivent intervenir dans cette variation de T, :

1) Le supraconducteur pur a une surface de Fermi anisotrope ; par consé-
quent le seuil d’énergie A7, correspondant a une paire [;, - 1—;] (avec
|;| ~ p;) dépend de la position de 17 sur la surface de Fermi. Quand on
introduit des impuretés, la diffusion mélange la paire (};, — ;) avec les

autres paires (17’, —;’) (|;’l ~ pg), D’anisotropie est fortement réduite
quand un électron subit au moins une collision sur une distance &,, puis-
que £, est la portée des corrélations de position dans le supraconducteur.
Donc, qualitativement, I’effet de destruction d’anisotropie doit se saturer
pour [ ~ &,. L’importance de cet effet a été soulignée en premier par Ander-
son [41]. Plusieurs auteurs en ont fait le calcul détaillé [42], leurs résultats
décrivent trés bien la partie/ > &, des courbes T,(c). Pour / < £, ils trouvent
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FiG. 9. — Température critique d’alliages d’aluminium (Te = 1,2° K est la

température critique de ’aluminium) (d’aprés CHANIN ef al. [39-2]).

que ’abaissement de température critique dd a la suppression de 1’aniso-
tropie ne varie plus que lentement en fonction du libre parcours moyen

To— T _ IT, 2 2T,
T_)\Log (27!:?;) N)\Logao ( . <1)

(A est un paramétre qui caractérise 1’anisotropie du solvant).
ANN, INST. POINCARE, A-1V.-3,
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2) Dans un métal normal, une impureté perturbe la densité électronique
dans son voisinage. A partir d’environ une distance interatomique 1’écran
de charge est a peu pres réalisé ; au-dela, la variation de densité électronique

cos 2k.r

décroit comme 5
r

[43]. Dans un supraconducteur la constante diélec-

trique statique e(g) est & peu prés la méme que celle du métal normal
pour g > 1/&, [44]. La distorsion de densité électronique & des distances de
I’impureté trés inférieures a &, est donc la méme que dans 1’état normal.
En outre le spectre des phonons est modifié au voisinage de I'impureté.
Au total on s’attend a :

a) une modification de la densité d’états au niveau de Fermi,
b) une modification des interactions entre électrons.

Les effets (a) et (b) réagissent tous les deux sur la température de transi-
tion, comme on 1’observe expérimentalement : les distorsions de densité
électronique dépendent de la différence de valence z entre soluté et solvant.
Il en est de méme pour T.(c) quand / < &,. Par exemple pour Ge et Si
dissous dans Al (z = + 1) dans ce domaine de concentration, T croit
avec ¢ [39]. Au contraire, si les impuretés ont une valence inférieure 2
celle de I’aluminium, T, décroit quand la concentration augmente.

La température de transition du solvant est donnée par BCS [/]

1

T = 1,14 0pe  YNO (II1.1)

w, est sa fréquence de Debye, N(0) sa densité d’états au niveau de Fermi,
V la force de ’interaction attractive.

Une prescription simple, fondée sur I’approximation des bandes rigides,
pour tenir compte de (a), consiste a écrire qu’on obtient la température de
transition de D’alliage en remplagant dans (III.1) N(0) par la densité d’états

moyenne au niveau de Fermi dans 1’alliage, N. On obtient ainsi une variation
T, = T, — T, linéaire en concentration (quand ¢ < 1), en accord quali-

o . 3T e
tatif raisonnable avec les expériences : la pente —c—c dans la région linéaire

a en général le bon signe.

Dans ce chapitre nous allons discuter 1’effet (a) plus en détail et obtenir
une formule plus raffinée pour la température de transition. Par contre,
nous négligeons complétement ’effet (). Il n’y a aucun motif logique pour
négliger (b); il se trouve seulement que les modifications de I’interaction
font intervenir des mécanismes trés complexes, sur lesquels il est difficile
de faire des prédictions sérieuses & ’heure actuelle. Nous verrons en parti-
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culier que I’effet (a) est associé 4 des modifications locales du paramétre
d’ordre prés d’une impureté.

Nous nous plagons, pour étudier les « effets de valence », dans le cas des
alliages « sales » (/ < &,), ou les effets d’anisotropie ont & peu prés compléte-
ment disparu. On peut décrire I’interaction électron-électron dans le solvant
pur comme une interaction ponctuelle, mais retardée dans le temps. On
décrit le retard par I’approximation de BCS

V(—)rl, 72) = — V8(71 — ;;) (V > 0) si les électrons intéressés ont une
énergie E telle que | E — E,; | < ap,

V(—r),, ;;) = 0 en dehors de cette bande d’énergie.

III.1 Température critique d’un alliage sale.

Les équations de Bogoliubov pour ce probléme s’écrivent

snun(£ ) = Tun(£ ) + A(i )vn(r)

II.2
1) = — Tou) + AWur) -2
T contient 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle A un électron
1
Tz—zTnvz-[— U(r)—E, (I1I.3)

U(r) est le potentiel des impuretés.

Le paramétre d’ordre A(r) qu’on peut supposer réel puisque le systéme

ne contient pas de courant ni de champ magnétique doit satisfaire a la
condition de self-consistence (*7)

AW =V D uor Ol — 2] (.4)

Le potentiel de Hartree des impuretés U(r) doit aussi &tre déterminé de

fagon self-consistente (tenant compte de la répartition de densité électroni-
que). Comme nous I’avons noté plus haut, les calculs de constante diélec-
trique de Hurault [44] montrent que la répartition de densité électronique

(*") Etant donné la forme tronquée en énergie de I’interaction électron-€lectron,
la somme dans (III.4) est restreinte aux états d’énergie <, telle que | €, | < op.
Comme dans le calcul original de BCS, il suffit de tenir compte de cette condition
dans les termes qui divergent A haute énergie, la correction aux termes conver-
gents étant d’ordre wp/Er < 1.
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autour de I'impureté est pratiquement la méme que dans le métal normal
jusqu’a une distance d’ordre &, trés supérieure au rayon d’écran a (&./a est
typiquement de ’ordre de 500). On peut donc, & une bonne approximation,
déterminer U(r) en étudiant le métal normal, en utilisant en particulier la

régle de Friedel [43] dans le cas d’impuretés diluées.
La construction d’une solution A(r) self-consistente est en général un

probléme trés difficile. Plusieurs solutions ont été proposées :

a) la méthode utilisée par Suhl ez al. [45] revient & écrire la condition (111.4)
en un point seulement (au centre de I'impureté). Il est difficile d’estimer sa
précision (*%),

b) récemment Fetter [46] a écrit la solution formelle du probléme a une
impureté, sous forme d’un développement en ondes partielles. Cependant
dans le traitement détaillé de modeles précis de potentiel d’impureté les
les fonctions u,(r) et v,(r) sont calculées en prenant pour le parameétre d’ordre

sa valeur (constante dans ’espace) en 1’absence d’impuretés, la self-consis-
tence n’est donc pas du tout réalisée. L’équation (III.4) donne alors une
forme de A(r) qui, n’étant pas self-consistente, n’a pas le comportement

attendu (décroissance en 1/r comme nous le montrons plus loin) 3 T = T,
et 4 grande distance de I’impureté. Ceci jette certains doutes sur la validité
des approximations faites,

¢) dans la méthode d’Anderson [41], et d’Abrikosov et Gorkov [8] [47],

A(r) est remplacé par sa moyenne spatiale A ; les fonctions u,(r) et v,(r)
sont alors simplement proportionnelles aux fonctions d’onde w,(r) a2 un

électron de I’alliage normal (qui sont fonctions propres de T). On décrit
I’état supraconducteur en formant des paires A partir des états w,(r) et

e~ ~
wa(r), w étant 1’état qui se déduit de w par renversement du sens du temps (**)

(Dans le cas d’une seule impureté, par exemple, w et w seraient de la forme
wy(r) = fk(r)Y,m(G, p)et f;v,,\(;) = fiY1_n(0, 9)). De plus dans cette approxi-

(*¥) Une condition écrite en un point seulement peut étre insuffisante : par
exemple il peut arriver que la variation de densité de niveaux par unité de volume
et d’énergie créée par I’impureté en son centre N¢-=o) et la charge totale déplacée
par unité d’énergie 8Niot soient de signe contraire.

(1*) Comme nous étudions des impuretés non magnétiques, T commute avec

I’opérateur renversement du sens du temps K, et w et w sont associés a la méme
valeur propre de T. C’est ce qui permet de former des paires a partir de ces états.
Par contre, si les impuretés sont magnétiques, ce raisonnement n’est plus valable,
Ia structure du supraconducteur est alors profondément modifiée. En particulier
il existe alors un domaine de supraconductivité sans bande interdite [48].
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mation on néglige la différence entre la densité d’états au niveau de Fermi
du métal pur N(0) et celle de 1’alliage N. On trouve alors que la température
critique et la largeur de la bande interdite sont les mémes pour le métal pur
et ’alliage (théoréme d’Anderson).

Nous allons voir qu’il existe un état d’énergie plus basse dans lequel les
paires sont formées a partir d’états individuels un peu différents des w,(r).
Cet effet est important lorsque les impuretés ont une structure trés diffé-
rente de celle de la matrice donnant lieu & des perturbations fortes,

d) il existe un cas dans lequel on peut remplacer (II1.4) par une équation
de self-consistence explicite et relativement simple : c’est celui ou la tempé-
rature T est voisine de la température de transition T, de 1’alliage. Pour les
alliages non magnétiques qui nous intéressent la transition est toujours du
second ordre, et A(r) est tres petit au voisinage de T,.. On peut alors traiter

dans (II1.2) A(r) comme une perturbation, et reporter dans (II1.4) les valeurs
obtenues pour u, et v, au premier ordre en A(r). L’équation de self-consis-
tence devient (29) ~

aQ) =V [@rke, 1ae) (IIL. 5)
avec
Ker= > T Wl W) (L)
|E"| <®p
p= T

&, est ’énergie de 1’état n (de 1’alliage normal) comptée A partir du niveau
de Fermi. Dans (IIL.6) nous avons convenu de prendre des fonctions w,
réelles. Ce choix est possible puisque I’hamiltonien 3 un électron T est réel
et ne dépend pas du spin. '
Notons que K(r, ') satisfait & une « régle de somme » (**). En utilisant

I’orthogonalité des fonctions w, on obtient aisément :

K(r, r')dsr’ = N(r) Log !i;ﬁ’ (II1.7)

(*) Il s’agit la du premier terme du développement de 1’équation (III.4) en
puissances de A. Ce développement est valable quandA est petit, donc au voisinage
T.— T,

Te
(*') De nouveau cette prescription n’est pas valable si [T, K] # 0. En effet

de la température critique. C’est alors un développement en puissances de

on ne peut plus choisir pour les w. des fonctions réelles, et dans |K(r, r)d®"’

a_pl?a'raissent des élén'lent's de matrice de I’opérateur K. Le noyau de I’équation
linéaire (II1.5) ne satisfait plus & aucune régle de somme générale.
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N(r) est la densité d’états locale au niveau de Fermi (puisque «, < Eg)
par unité de volume et d’énergie.

NO) = > | wir) |* 8(En) s

Par exemple si on fait 1a moyenne de (II1.6) sur les configurations d’impu-
retés et si on suppose en premiére approximation que (%)

R(rr)A(r) = K@ r)A(r) (I1L.9)

(ce qui est essentiellement 1’approximation d’Anderson) on tire de (IIL.7)
et (I11.5) une température de transition

1

T, = 11,40pe VN (I11.10)

Pour résoudre (IIL.S) d’une fagon plus exacte que celle d’Anderson,
nous utilisons une méthode d’itération. Dans ’approximation d’ordre zéro
nous prenons A(r) =1 (Comme 1’équation (IIL.S) est linéaire en A et

homogeéne, on peut choisir arbitrairement 1’amplitude de la solution).
En utilisant ’orthogonalité des fonctions w, on peut calculer explicitement
le résultat de la premiere itération

th (ﬁﬁn/Z)

AW() =V Z Walr) [2 e (1. 11)
IE"|"< ©p
En utilisant la définition (I11.8) de N(#) on obtient :
A®(r) = VN(r) Log (1’1;“”’) (I11.12)

soit un paramétre d’ordre proportionnel & N(r), donc variant sur des dis-

tances d’ordre interatomique. Ce résultat constitue un progres sensible sur
I’approximation (II1.9). Pour voir comment il affecte la température de
transition nous écrivons la seconde itération

A®() =V Log (1 140 )fK( rYN( (I11.13)

(*?) Le signe —— représente la moyenne sur les configurations d’impuretés.
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Il n’est pas possible d’écrire explicitement A®(r). Cependant, pour obtenir
la température de transition il suffit d’égaler les valeurs moyennes A®)(r)
et A®)(r) obtenues par les deux derniéres itérations. A®(r) se calcule en

utilisant de nouveau 1’orthogonalité des w,. On obtient

N =V 2 fl wa(r') [P NG Ydr’ ﬂl_(gg_inlz)

[6nf <00
N() = VN(r) Log (Qﬁf’i’) (I11.14)
1 —
- 2
T, = 1,140pe "Neff avec Neg = % (I11.15)

11 est intéressant de voir la forme que prend ce résultat pour des alliages
dilués. Posons :

N(r) = N, + 3N
N, est la densité d’états au niveau de Fermi dans la matrice pure, 3N la
. . . " .. . , ON |
modification qui apparait au voisinage des impuretés. — n’est pas néces-
[\]

sairement petit partout, mais SN/N, est petit, simplement parce que ’alliage
est dilué. On a dans ce cas :

Nz 2 SN - SN — 3N
Ncﬂ___izN,,+2N03N_+ SN :NG+SN+8N
N No+8N 0
NN
Nex = N, + 5 (II1.16)
N,

Pour des impuretés diluées le terme NON est la somme des contributions
indépendantes des différentes impuretés (les termes d’interférences entre
impuretés sont proportionnels au carré de la concentration au moins).

On obtient
N()ING) — N
Neg = N, + nfgL—z—*—— d®r (II1.17)

N,

n est le nombre d’impuretés par unité de volume. Dans (II1.17) ’intégrale
concerne le voisinage d’une impureté unique dans le solvant pur. Il est
intéressant de comparer les températures de transition T,, calculées par la
premiére approximation (équation IIL.10) avec celles déduites de (III.15)
et (III.17). Nous avons fait ce calcul pour différentes impuretés dans des
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matrices d’aluminium et d’étain. Nous décrivons le solvant comme un gaz
d’électrons libres, et I'impureté comme un puits carré de potentiel, occupant
une sphere de volume égal au volume atomique. La profondeur est ajustée
pour satisfaire & la régle de Friedel [43], et nous utilisons 4 déphasages
(/=0, 1, 2, 3). La nature de I'impureté n’apparait donc que par sa charge.
Nous calculons la fonction d’onde d’un électron au niveau de Fermi, puis
les quantités N(r), N et N.g. Nous prenons pour N,V la valeur pour le
solvant pur donnée par Anderson et Morel [49]. Finalement nous calculons
la quantité

- Tc _ Tco

II.1
P (I11.18)

(vo est le volume atomique de la matrice, nv, le pourcentage d’impuretés).
Nous donnons dans le tableau I les valeurs S, et S, de S obtenues dans la
premiére et la seconde approximation, pour différentes valeurs de 1’excés
de charge z apporté par I’impureté.

TABLEAU 1

Effet de la densité de niveaux sur le point de transition.

Impuretés dans Sn (T, = 3,75, N,V = 0,25)
Z=1 —1 —2 —3 —4
N 2,19 — 1,56 — 4,46 — 17,59 —11,3
S.. . . .. 2,40 — 1,49 —3,72 — 5,12 — 6,91
Impuretés dans Al (T, = 1,2 °K, N,V = 0,17)
Z=2 1 —1 —2 —3
S,. . . .. 1,30 0,71 — 0,85 — 1,45 — 3,57
S.. . . .. 1,61 0,80 — 0,73 — 0,62 — 1,04

Les principales conclusions sont les suivantes :
a) On vérifie que dans tous les cas S, > S;, comme on peut le prévoir
d’aprés la définition de N.g

1 1 Ng—N )
S =T T S0
(32 S= NV, N,
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b) Pour z= +1 8§, est peu différent de S,. Par contre, quand | z| est
grand les résultats sont considérablement modifiés ; ’effet des distorsions
locales du paramétre d’ordre est important.

Il n’est pas possible de faire une comparaison quantitative entre S, et
les résultats expérimentaux (mesurés dans le domaine des alliages « sales »
(I < &,) mais encore dilués (nv, < 1)). Il faudrait pour cela tenir compte des
modifications du spectre de phonons et de I’interaction électron-électron
dans I’alliage. En particulier nous avons utilisé une interaction ponctuelle.
En fait la portée spatiale de I’interaction par phonons est au moins de 1’ordre
du rayon d’écran dans le métal, donc comparable a la portée de la pertur-
bation créée par une impureté. Nous ne pouvons donc pas espérer que
I’approximation d’interaction ponctuelle donne des résultats trés quanti-
tatifs. Nous avons aussi supposé que la force de l’interaction n’est pas
modifiée, ce qui n’est pas exact. Toutefois la contribution principale & T,
est certainement donnée par S, : en effet son signe est en accord avec 1’expé-
rience pour la grande majorité des alliages d’étain et d’aluminium étudiés
jusqu’a présent (tableau I).

III.2 Distorsion du paramétre d’ordre
au voisinage d’une impureté unique.

I1 est assez intéressant d’étudier plus en détail I’aspect de A(r) au voisi-
nage d’une impureté unigue dans une matrice supraconductrice, en se
plagant par exemple 2 la température de transition T, de cette matrice.
On rejoint 1a le probléme étudié par Fetter [46], mais si on se place a la
température de transition 1’équation de self-consistence pour A se simplifie
beaucoup, puisqu’elle devient linéaire. On peut avoir, en étudiant cette
seule équation, des renseignements assez détaillés sur la forme du paramétre
d’ordre. Ceci permet ensuite d’étudier au moins qualitativement s’il appa-
rait ou non des états liés (*), autour de I'impureté (qui formeraient une
bande d’impureté dans un alliage de concentration finie). Nous verrons
que ces états n’existent trés probablement pas en pratique pour deux raisons :

1) la distorsion de parameétre d’ordre peut avoir une trés longue portée
au voisinage de la température critique mais la composante & longue portée

(**) Nous verrons que, a grande distance de I’impureté, le paramétre d’ordre A(r)
a la méme valeur A, que dans le métal pur. Les états liés ne peuvent donc étre que
des états dont 1’énergie d’excitation est inférieure 4 A,, largeur de la bande inter-
dite du métal pur.
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a une amplitude beaucoup trop faible pour permettre 4 elle seule la for-
mation d’états iiés,

2) ces états liés n’existent que si la diffusion des électrons par le potentiel
d’impureté donne lieu, dans le métal normal, & une résonance 4 I’énergie de
Fermi, la largeur de résonance étant plus petite que la largeur de bande
interdite du supraconducteur pur (~ 10-2eV), ce qui est une condition
tres difficilement réalisable en pratique.

a) T_="I_'c_.,
On peut réécrire 1’équation de self-consistence linéarisée
A = f K(r, ) AC )’ (I11.19)
en faisant apparaitre le noyau Ko(: — ~r’) relatif au métal pur :
mT,

47*R* sh (ZLT“R)
Uy

KyR) =

A0 — [Rlr — 1) B = [ [KG, 1) — Kr — 11 ACDE (111.20)

K et K, ont tous deux une portée de I’ordre de la longueur de cohérence &,
du métal pur. Le second membre de (II1.20) n’est donc important que

pour ]7[ < &, (I'impureté est centrée a I’origine) alors que fK(r, rA(r")der’
I’est dans tout ’espace. Donc une méthode d’itération doit donner aux
longues distances (r > &,) un meilleur résultat si on I’applique a 1’équa-
tion (IT1.20) que si on itére directement (II1.19). En prenant dans le second
membre de (II1.20) A(') = A, (paramétre d’ordre dans le métal pur),

et en faisant la transformée de Fourier, on obtient :

(AD — Ay, = A, N_EM_ (II1.21)

o[l — Ky(p)]

Le comportement a courte distance de I'impureté correspond a la limite
p — o (*), pour laquelle Ko(p) — 0. On retrouve ainsi le résultat (I111.12)

AD(F) = Ay~ (r < &) (111.22)

(%) La portée du noyau K(R) est de 1’ordre de &,, donc celle de K(p) est de
l’ordre de 1/¢,. En réalité la condition p — oo signifie p > 1/&,, donc r < &,.
De méme p — 0 signifie p <€ 1/£,, ou r > &,.
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Quand p — 0 (et puisque T = T) 1 — Ko(p) ~ u&sp’ (avec w = 0,55 N,V),
donc a grande distance de I'impureté A)(r) prend la forme

AO() = Ao(l 4 %)) (r> &) (I11.23)

La distorsion a donc une portée infinie. L’ « amplitude de diffusion » «® est
donnée par

1 fd’ 3N(r)

r
4rpks N,

(LI1.24)

aD) —

On peut écrire de la méme fagon la seconde itération, et calculer 1’ampli-
tude de diffusion au second ordre

1[4, NOING) — Noj
- f & NE

o® —

(111.25)

Les résultats principaux sont donc que :

a) au voisinage de I'impureté A(r) est proportionnel a N(r) et varie
violemment sur des distances d’ordre interatomique,
b) a trés grande distance de 'impureté (r > £,)A(r) est de la forme

A(r) = Ao( 1+ :‘) (I11.26)

Cette forme de distorsion a grande distance, de portée infinie, est générale,
et n’est pas lie & la méthode de résolution approchée de 1’équation de
self-consistence. En effet on trouve facilement a partir de (II1.20) que la
solution A(r) exacte (A T = T,) a bien cette forme & grande distance, avec

T T amur) Ny 4

L3NG AC) (I11.27)

N(r) n’est important que dans un volume atomique autour de I’impureté,
ensuite (r > a) il tend trés rapidement vers zéro. Donc, en ordre de gran-
deur |oa| ~|a®| ~g%E2. Dans un matériau de premitre espéce
afty ~ 1073, donc & ~ 10~% g ~ 10-5 4 10-¢ A est une longueur extraordi-
nairement faible.
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Enfin on peut retrouver la forme (II1.26) de la distorsion de paramétre
d’ordre a grande distance de 'impureté (r > £,) en utilisant I’équation de
Landau-Ginzburg pour le métal pur (25), qui s’applique bien au voisinage
de la température de transition. Elle s’écrit :

T—Te

A(r) T,

— LV2A(r) + RA® (I11.28)

Quant T = T, A devient infiniment petit, le terme cubique est négligeable,
et elle devient V2A(r) = 0 qui a pour solution A(r) = A.,(l +957~te). L’équa-
tion de Landau-Ginzburg linéarisée est, au voisinage de la température de
transition (2%), équivalente 4 I’équation de self-consistence linéarisée (IIL.5).
Les deux méthodes doivent évidemment donner pour A(r) la méme forme
spatiale. Cependant, pour connaitre complétement A(r) a grande distance,
il faut ajouter a I’équation de Landau-Ginzburg une condition aux limites,
qui ici sert a déterminer I’amplitude de diffusion. La condition aux
limites dépend de la nature de la perturbation, et il faut dans chaque cas,
comme nous 1’avons fait ici pour une impureté, la définir a partir du calcul
microscopique.

b T =T

L’équation de Landau-Ginzburg peut nous permettre de déterminer le
comportement de longue distance de A(r) & des températures voisines, mais
différentes, de la température de transition. En effet il est suffisant,

quand TLE'T:I < 1, d’utiliser 1a condition aux limites déduite de 1’équa-
c0

tion de self-consistence linéarisée (II1.5) [/9] (qui est strictement valable

(%) La perturbation de densité électronique est concentrée dans un volume ato-
mique, mais le noyau K, de I’équation de self-consistence (IIL.5) (de laquelle on
déduit I’équation de Landau-Ginzburg linéarisée) a une portée &,. A(r) n’est
solution de 1’équation relative au métal pur que si sa valeur au point r n’est pas
corrélée a sa valeur a I’origine, donc si r > &,.

(%) Au voisinage du champ critique supérieur des matériaux de deuxiéme espéce,
ou du champ de sur-refroidissement de ceux de premiére espéce, A est petit et
on peut écrire une équation linéarisée du type (II1.5) A toute température. Mais
cette équation n’est équivalente 3 une équation de type Landau-Ginzburg a toute
température que pour les matériaux « sales » (I < &).
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a T =Tu) (). Pour r>> & le paramétre d’ordre est trés voisin de sa
valeur d’équilibre thermique A, donnée par

1T—T
Aﬁ——‘RTC—o Ar) = Ay + 3(r)
En ne conservant que les termes du premier ordre en 3(r), 1’équation (I11.28)
devient
T— Ty

2
LVE() +2

$=0 (I11.29)

Cette équation a pour solution

3(r) = c~s—t§exp [— %/_2_]

r
La longueur

1T, — T\~%
s = ()

est la portée d’une perturbation de paramétre d’ordre dans le solvant pur
— que nous calculons dans I’Appendice A —. Elle devient infinie 2 la
température critique. La valeur de la constante est fixée par la méme condi-
tion aux limites que pour T = T, finalement on obtient

A@) = A, [1 + ;‘e"‘/‘;/ 5A“’] (r>¢&) (I11.30)

Donc, au voisinage de la température critique du solvant pur, la distorsion
de paramétre d’ordre a une trés longue portée

(M =i\ s,

(*") Cette proposition a été démontrée par de Gennes [19] en utilisant I’argu-
ment suivant : la forme la plus générale de condition aux limites qu’on puisse
tirer de I’équation de self-consistence est au voisinage de T, :

3

dAy 1 1 Ajim
(E)lm—bAllm—E T, T

Seules les puissances impaires de A interviennent et les longueurs b, ¢ ... sont
toutes d’ordre £, au moins. Donc le terme en A® est inférieur au terme linéaire par
un facteur de I’ordre de (A/Tc0)? < 1, puisque T ~ Te. On peut donc le négliger,
et utiliser la condition aux limites linéaires qu’on obtient en résolvant I’équation
de self-consistence linéarisée.
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et une amplitude extrémement faible. Cependant cet effet de longue distance
n’est pas négligeable. C’est lui qui est responsable de la variation de tempé-
rature critique en présence d’une concentration finie d’impuretés (28).

Enfin nous avons montré ici dans le cas d’une impureté que, 2 des dis-
tances supérieures a la longueur de cohérence et au voisinage de la tempé-
rature de transition, on peut utiliser ’équation de Landau-Ginzburg du
métal pur et homogéne pour calculer la forme du parameétre d’ordre. La
structure détaillée de la perturbation sert seulement & déterminer la cons-
tante « de I’équation (I11.26), elle apparait donc uniquement sous forme
d’une « condition aux limites macroscopique » a rajouter a 1’équation de
Landau-Ginzburg.

Cette méthode peut &tre étendue a d’autres types de perturbations :
elle a été par exemple généralisée par de Gennes [9] aux cas d’une surface
de contact entre supraconducteur et métal normal et d’une jonction supra-
conducteur/métal normal/supraconducteur.

113 Etats liés créés dans un supraconducteur
par une impureté unique.

D’apreés les résultats du paragraphe II1.2 au voisinage de la température
critique la variation du parametre d’ordre autour d’une impureté a la forme
représentée qualitativement figure 10. b est le rayon ou la portée effective
du potentiel d’impureté, de 1’ordre de la distance interatomique. Quand
r ~b A(r) oscille autour de la valéur non perturbée A,, ces oscillations
cos 2k.r
—
geables. D’autre part, pour r > &,, A(r) tend exponentiellement vers A,,
d’apres la loi (II1.30). L’amplitude

s’amortissent comme , et deviennent donc trés rapidement négli-

A(r) — A,
A,

est extrémement faible. La forme de A(r) dans la région intermédiaire
b < r < &, n’est pas connue, mais il est raisonnable de supposer que dans
cette région A(r) n’a pas de variations rapides : en effet les seules variations
rapides possibles sont celles qui se produisent a 1’échelle atomique, qu’on
sait &tre négligeables pour r > b.

(*®) On peut d’ailleurs retrouver 1’équation (III.15), a faible concentration,
& partir de (II1.21) en utilisant un « théoréme optique ».
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Aa(r)

1 m 1 —
0 b &5 r

FiG. 10. — Forme du paramétre d’ordre autour d’une impureté isolée.

On se trouve ainsi dans une situation spatialement inhomogéne. Pour
connaitre I'influence d’une impureté (ou d’une concentration finie mais
faible d’impuretés) sur les propriétés du supraconducteur, par exemple ses
propriétés de transport, il faudrait connaitre le spectre des excitations, donc
résoudre les équations de Bogoliubov en présence du paramétre d’ordre A@r)
et du potentiel d’impureté. Ce probléme ne peut évidemment pas se traiter
sans approximations.

On peut distinguer qualitativement deux cas :

a) 1l n’apparait pas, en présence d’une impureté, d’état lié dans le spectre.
Dans ce cas les déviations de A(r) par rapport & A, sont peu importantes en
pratique : elles correspondent par exemple a la variation de température

critique des alliages dilués qui est faible (de I’ordre de ll()OK pour 1 9%, d’im-

puretés). Le théoréme d’Anderson, qui stipule que les propriétés du supra-
conducteur, en I’absence de champ magnétique (*%), ne sont pas changées
par la présence des impuretés, est une assez bonne approximation qualita-
tive pour prévoir le comportement d’un alliage.

~ b) En présence du potentiel d’impureté, il peut apparaitre dans le supra-
conducteur un état lié. Dans ce cas les propriétés d’un alliage de concen-

(*) En présence d’un champ magnétique, 1’effet des impuretés est trés important.
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tration finie (densité d’états, propriétés de transport) seront affectés qualita-
tivement par la présence de cette « bande d’impureté », et le théoréme
d’Anderson ne sera plus une bonne approximation.

Nous nous bornerons a rechercher les états liés possibles autour d’une
seule impureté d’énergie ¢ (positive et inférieure & A,) sans nous intéresser
au spectre continu (¢ > A;). On peut simplifier le probléme en faisant
deux remarques :

— A courte distance de I'impureté le paramétre d’ordre oscille rapide-
ment. Il peut &tre fortement diminué localement. On peut estimer 1’influence
de ces oscillations sur la formation des états liés en étudiant un cas simple :
prenons

Ar) =0 r<a a ~ distance atomique.
A(r) = A, r>a

Saint-James [50] a calculé les états liés de ce systéme. Il trouve que lorsque

B

les états liés ont tous, & 1’ordre le plus bas en une énergie

A, a
E, ET)’

e~ A.,( 1 extrémement voisine de A,. En pratique ils sont invisi-

az
- E(T)z)’
bles — par exemple sur la densité d’états mesurée par effet tunnel,
toujours arrondie autour de ¢ = A, par les effets de température finie —.

Nous négligerons donc les oscillations de courte distance de A(r).

— A grande distance de 'impureté la distorsion de A(r) a un signe qui
dépend de celui de la charge apparente de I'impureté (différence de valence
entre impureté et le solvant). Si A(r) — A, > 0 il est pratiquement sans
importance de négliger cette distorsion dont ’amplitude est extrémement
faible. Si A(r) — A, < 0 on peut représenter cette distorsion a longue
distance de fagon approchée par une sphére de supraconducteur de
rayon L ~ E5(T) ayant un paramétre d’ordre A,, entourée d’un supra-

. . \ a?

conducteur infini de paramétre d’ordre A, avec A, = Ao(l — —2) Les
0

états liés éventuels d’énergie nettement inférieure & A, sont certainement

les mémes que si le paramétre d’ordre était constant et égal a A,. La distor-
sion de longue portée ne peut introduire en plus que des états d’énergie €
telle que A, < ¢ < A,. Saint-James [50] a examiné cette situation dans une
géométrie 2 une dimension. On peut étendre ses résultats au cas a 3 dimen-
sions et montrer que 1’amplitude de la distorsion est trop petite pour per-
mettre 1’apparition de nouveaux états dans la bande d’énergie (A4, Ao).

En conclusion, on peut supposer A(r) = A, partout sans perdre aucun
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effet physique important. Il peut encore apparaitre, dans ces conditions,
des états liés a cause de la présence du potentiel d’impureté.

Nous représentons, comme dans le calcul de la température de transi-
tion, I'impureté par un puits carré sphérique de potentiel, de hauteur V,
de rayon b. La solution des équations de Bogoliubov dans la région inté-
rieure (r < b) s’écrit, pour I’onde partielle (/, m)

Fou= [A(Z)jz(klr) + B(Z)J’z(k2r)] Yiu(®, 9) (Im.31)

A et B sont des constantes, j; la fonction de Bessel sphérique réguliére a
I’origine

K = 2m(E, — V) + 2min/ AX — &t = k2
k, et k, sont définis de fagon que £, = kl*, Imk, > 0.
Enfin u et v sont les amplitudes BCS d’électrons et de trous
ol 1+i\/A,2,—52 ol l_i\/Aﬁ—sz
2 € 2 €

Dans la région extérieure au potentiel (+ > b) la solution qui ne diverge pas
quand r — oo est

- [u(:)h,+(K1r) + B(Z)h,—(Kzr)] Y6, ¢)  (IL.32)

K = K¥* = 2mE, + 2mi\/ Al — &

K,= Kl* ImK,> 0, hi¥ =j; + in; sont les fonctions de Hankel sphériques.
Les solutions (I1.40) et (I1.41) doivent se raccorder en r = b, ainsi que leurs
dérivées. On a ainsi un systéme de 4 équations. La condition d’existence
des états liés s’obtient en écrivant que ce systéme a une solution non nulle

(I11.33)
Z,Z, = [kh" (Kb)ji(kib) — Kbyt (Kb)ji(k,b)]
X [kohi (Kab)jiksb) — Ko™ (Kob)-ji(k:b)] = 0
avec
dj(klr )

7 , etc.
d(kir) |r=s

Jik:b) =

Comme Z, = Z, finalement (I11.33) se réduit 2 Z, = 0. On montre aisé-
ment (Appendice C) que cette équation est équivalente & la condition pour

ANN. INST. POINCARE, A-1V-3 17
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qu’il existe pour 1’onde partielle / dans le métal normal, une résonance de
o o . . . s A
diffusion de largeur I' inférieure & A, centrée au niveau de Fermi (%1 E" pres).
a4
L’énergie de 1’état lié est alors '

s=’\/A(2,—I‘2

Ainsi, en principe, il est possible de trouver des états liés ayant une énergie
pas trop proche de A, comme 1’a remarqué en premier Fetter [46]. Mais en
pratique ces états n’existent probablement pas. En effet A, est au plus de
I’ordre de 2-10~2 eV. Pour un niveau d (/ = 2) I est typiquement de ’ordre
de1a2eV, pourunniveauf (/ = 3) I' est au moins de ’ordre de 10-2eV [51].
D’autre part, pour que 1’état li¢ existe il faut que le niveau résonant soit
centré trés prés du niveau de Fermi (& moins de 102 eV). Ces deux conditions,
qui imposent que la résonance soit localisée dans la bande d’éner-
gie (E; — A,, E: + A,), sont beaucoup trop restrictives (*°), et ces états
liés n’apparaissent sans doute jamais.

Finalement les effets des impuretés non magnétiques sur un supra-
conducteur en champ nul sont les suivants

1) une distorsion localisée de A(r) sur quelques distances atomiques pres
de U'impureté, et de forte amplitude,

2) une distorsion de longue portée, mais de trés faible amplitude. Ces
effets sont importants pour le calcul des températures de transition lorsque
les impuretés ont une structure chimique (en particulier une valence) trés
différente de celle du solvant,

3) en pratique aucun effet important d’états liés,

4) bien entendu, comme nous I’avons déja dit, il peut aussi y avoir de
forts effets dus 2 des modifications des interactions entre électrons par
I’impureté. Un cas extréme de ce genre a été calculé récemment par Zucker-
mann [53]. Il suppose que ’interaction attractive responsable de la supra-
conductivité n’existe pas entre tous les électrons, mais seulement entre les
états de la bande de conduction. Les électrons localisés sur le niveau lié
virtuel, ne participent 3 aucune interaction attractive. Ce cas est donc
complétement différent de celui que nous avons traité ici. L’effet principal
pour la variation de température de transition, n’est pas la distorsion du

(*) De plus il faut noter que, au cas ou on pourrait faire apparaitre dans un
alliage une résonance aussi étroite (I' < 102 eV), le niveau résonant aurait de
trés fortes chances d’étre magnétique [52] et dans ce cas notre raisonnement ne
serait plus valable.
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paramétre d’ordre mais I’existence d’états d sans interactions attractives
localisés sur les impuretés, et le mélange entre ces états et les états de conduc-
tion. Avec ces hypothéses on aboutit, pour certaines valeurs de la largeur
du niveau lié virtuel, & un effet trés fort sur la température de transition.

CONCLUSIONS

1) Les défauts d’échelle atomique comme les impuretés, créent des
inhomogénéités de parametre d’ordre a la méme échelle, mais ceci a peu
d’effet sur le spectre d’excitations.

2) Par contre, quand le parameétre d’ordre a une déformation macro-
scopique de forte amplitude (preés d’un vortex, ou prés d’une surface en
champ fort) il peut apparaitre des excitations d’extension spatiale finie,
d’énergie inférieure & la largeur de bande interdite du supraconducteur
homogene. Ces états liés contribuent 3 la densité d’états et modifient la
chaleur spécifique de basse température, les caractéristiques tunnel et les
propriétés dissipatives du supraconducteur (impédance de surface, relaxation
nucléaire, etc.).

— Pour les supraconducteurs de seconde espéce dans la phase de Schub-
nikov il a été fait surtout des mesures relatives a la pénétration du champ
magnétique (aimantation, cinétique de pénétration) ou de courants criti-
ques. Il sera intéressant de mesurer, sur des matériaux purs ayant un para-
métre k €élevé, la chaleur spécifique de basse température et le temps de
relaxation des spins nucléaires. Jusqu’a présent les seuls corps purs ayant
un x €levé dont on ait disposé étaient des composés définis du type X,Y
(Nb;Sn, V,Ga, V,Si ...). Ces alliages présentent deux inconvénients : il
est difficile d’obtenir les combinaisons bien steechiométriques, d’autre part,
ils subissent & trés basse température (peu supérieure a la température de
leur transition supraconductrice) une transformation cristallographique [54].
A ces basses températures le réarrangement cristallin se fait trés difficilement
et ils contiennent alors de nombreux défauts de structure. Par exemple Nb,Sn
n’est jamais monocristallin dans sa phase tétragonale. Cependant on a pu
récemment obtenir [55] des alliages définis du type XY (CNb, NNbD) sous
forme de monocristaux, d’autre part CNb par exemple a un paramétre
trés élevé (x ~ 40). Il serait donc trés intéressant de faire les mesures de
chaleur spécifique et de relaxation sur ces monocristaux. Les mesures de
relaxation présentent plusieurs difficultés : les noyaux comme celui de Nb
ou de V ont un moment quadrupolaire, qui cause un élargissement des raies.
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Comme, pour mesurer le temps de relaxation, il faut retourner tous les spins
nucléaires pour pouvoir utiliser la technique des échos de spins, on doit
utiliser un signal trés étalé en énergie. La seconde difficulté est particuliére
aux supraconducteurs : le champ magnétique pénétre peu dans le supra-
conducteur, on doit donc utiliser des spécimens de petites dimensions (en
général des grains dont le diametre est de ’ordre de 1 p). 1l est trés difficile
d’obtenir ces grains purs et sans trop de défauts. Il sera donc intéressant de
mesurer la relaxation, non pas sur des grains, mais sur des « whiskers »
— qui sont monocristallins — si on arrive a les obtenir en nombre suffisant.

— La surchauffe magnétique des supraconducteurs de premiére espéce
(H. < H < Hy) n’a été tentée qu’en régime stationnaire, et on n’a pu
jusqu’a présent ’observer que dans un trés petit domaine de champ magné-
tique. II serait intéressant de réaliser la surchauffe en régime transitoire.
Les mesures d’effet tunnel devraient alors étre une bonne méthode pour la
mettre en évidence.

3) 11 faut insister sur le fait que la largeur de bande interdite et le para-
métre d’ordre d’un supraconducteur sont deux quantités complétement
différentes : la largeur de bande interdite ¢, est une énergie caractéristique
du spectre des excitations. Le parametre d’ordre A(r) caractérise le degré
de condensation en chaque point r. C’est seulement dans certains cas limites
simples qu’on peut établir que ¢, est & peu prés égal au minimum de A(r)
(C’est par exemple le cas, traité par de Gennes [9], d’un supraconducteur
en champ nul dans lequel le paramétre d’ordre varie dans une seule direc-
tion. De plus, si le minimum de A(r) est situé prés de la surface du spécimen,
ce résultat suppose que la réflexion sur la surface est spéculaire).

4) Finalement, pour les supraconducteurs purs, nous sommes parvenus
a analyser ’effet des déformations macroscopiques du parameétre d’ordre sur
les excitations élémentaires, en résolvant les équations de Bogoliubov.
Par contre il faut souligner que, pour des systémes ou existent a la fois des
diffusions aléatoires (par des surfaces ou des impuretés) et des inhomo-
généités macroscopiques du paramétre d’ordre, nous sommes encore
incapables en général de déterminer le spectre des excitations. Par exemple
le spectre prés d’un vortex isolé dans un matériau « sale » est absolument
inconnu a I’heure actuelle, et on peut supposer que certains résultats, par
exemple I’existence d’excitations de basse énergie localisées dans 1’espace,
restent valables dans ce cas.
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APPENDICE A

DESCRIPTION D’UN SUPRACONDUCTEUR
DANS LE FORMALISME
DU CHAMP SELF-CONSISTENT (19)

L’intérét de cette méthode est de décrire séparément chaque excitation du supra-
conducteur, au lieu de grouper toutes les informations dans une seule fonction
(la fonction de Green). En utilisant une interaction attractive quelconque G(r, r’)
indépendante du spin, pour un supraconducteur pur

. 1 [~ eAV?
S (L
(o]

+ % z f ddrd3r’ ¢°+(£)¢o,+(£’)G(£ 5/)%,(5)4,0(2),

— B[4
(A.1)

On cherche a remplacer I’hamiltonien vrai JE par un hamiltonien effectif ol I’inter-
action Gy+{+{{ est remplacée par un potentiel moyen a une particule. Dans un
métal normal il s’agit 1a de ’approximation de Hartree-Fock. Nous n’incluons
pas ici ces termes, qu’on suppose peu différents dans 1’état normal et le supra-
conducteur. Par contre nous tenons compte des termes anormaux analogues aux
fonctions F et F+ de Gor’kov, qui apparaissent quand on prend la forme la plus
générale du potentiel moyen. On a

Keir— NE, = Z fd?" o (r) [%1 (; - e;—g)z — EF] bo(r)

¢ (A.2)
3 [ § S W 0 ) + 5 [Wan )] ") |

La supraconductivité est alors caractérisée par un « potentiel de paires » W non
nul.

Woo'(rr’) = G(rr’) < ¢o'(r')o(r) > = — Wo'o(r’ r).
On va maintenant chercher les états propres de I’hamiltonien effectif, en sup-
posant W connu, puis déterminer W(rr’) en écrivant que la solution est self-consis-
tente. Pour cela, on fait une transformation unitaire analogue a celle de Bogo-
liubov [20] :

) = D 4ytae?) 1,70, (A.3)
n
La transformation étant unitaire, les opérateurs vy, et y,f sont des opérateurs
d’annihilation et de création de fermions.
Yt m Y Y = Yo + You¥n =0

Y+nYm + YmY+n =8,
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La condition pour que la transformation soit unitaire est que ses coefficients u,
et vn obéissent aux conditions d’orthonormalisation

Z j d’r [u,m(g)u*m,(g) + v,,o(i)v*m,,(g)] =3,

(A9
z fd3r [uno(r )Umo(r) + Unu(r)umo(r)] =0
et
Zunc(f )u*,,c’(f) + v*no(ﬁ)v'""(ﬁ') = 300,33, _ 2,)
" (A.5)
Zu”"(i)v*""'(t/) + U*na('; )uno'(’; ) =0.
La transformation inverse s’écrit :
_— z f o [u*,,o(g)spo(r) + ”n°(5)‘[’o+(£)]- (A.6)
o]
On cherche a diagonaliser ., donc déterminer les y» pour que
Jeeff =Ce + zsn7+nYn' (A . 7)

La constante est 1’énergie de 1’état fondamental, ¢, 1’énergie d’une excitation.
Si Y;r crée une excitation propre du systéme, on doit avoir

[%s ¥*,] ==, (qui se déduit aisément de (A.7)).

En utilisant (B.2) et (B.6) cette condition s’écrit, en posant
> eA)? > eA\?
T =5 (P-%) —E o TO-=(7+%) -E

candt) = T + 2 [ Wolt 00
-

alf) = = THO0) = 2 [ [Wolr 1] it 0. a9

s’

Les énergies €, sont donc les valeurs propres du systéme linéaire (A.8). Les ampli-
tudes de trous v, et d’électron u» en sont les fonctions propres. Si on écrit (A.8)

v WI—I| v

~ o . . . .
on voit que Q est hermitique, donc ses diverses fonctions propres sont automati-

quement orthogonales. D’autre part si (Z") est solution de (A.8) pour l’éner-

n
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*
. v
gie en, ( n

un
tions du systéme, ce qui 1mpose que les seules solutions physxques des équations
de Bogollubov sont celles d’énergie . positive. Il reste & déterminer le potentiel

de paires

) est solution avec 1’énergie —e.. Nous cherchons & définir les excita-

Wao'(r r’) = G(Y r’) < q.‘o'(r’)tpu'(r) >. (A9)
Nous supposerons qu’il ne couple que des paires de particules & spins antiparall¢les,
soit : Wca(rr/) =0

| Wilrr) = = Wy ¢'n. .

Cette hypothése, faite par analogie avec BCS, n’est justifiée que dans le cas d’une
interaction ponctuelle G(rr) = GS(r — r) ol nous nous placerons maintenant.
En effet dans ce cas Woc o < q;o(r)tlaq(r) > = 0. Le systéme (B.8) s’écrit alors,
en posant Wy, = — W4 = A(r)

5,,”,,@(5) =T(r )u"T(,f) + A(ﬁ)”,,;(r)

&0 (") = — T, (1) + A*( (1)

A.10
eyt () = TO i () — ACYo (1) 419
&0 (F) = — THE )0, (1) — A%, ().
Il y a donc deux systémes découplés, qui ont des solutions
Uy, = Uy = u(i)
Vpy = — Uy =20(r)
avec -
eu(r) = T(u(r) + A()o(r)
~ ey ~ (A.11)

eo(r) = — T*(r)o@r) + A*(r)u(r)
A(r) est déterminé par 1’équation (A.9). On fait sur elle la transformation de
Bogoliubov. On démontre par un calcul thermodynamique [/9] que
(Y tn) =1, (vt =1-—fG,)

f ét.ant' la fonction de Fermi. Les niveaux e, ont une population de fermions
ordinaires. (A.9) devient alors,avec V= — G > 0

Ar) = Vzun(f)v*n(i)(l —2f(,). (A.12)

Nous avons négligé le caractére retardé de I’interaction. On en tient compte,
comme BCS, en limitant I’interaction & une bande de fréquences de largeur wp
de part et d’autre du niveau de Fermi. L’équation de self-consistence qui s’ajoute
a (A.11) est finalement

A=V > w0t -2/ (s,)] (A.13)

n
'E|<“’D
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(A.11) et (A.13) forment un systtme complet d’équations self-consistent et
équivalent a ’ensemble des équations de Gor’kov [7].

Le cas le plus simple est celui de BCS : le supraconducteur est infini et homo-
géne, et le champ magnétique nul. Les solutions de (A.11) sont des ondes planes,

kr

u (r) — uke’ lk r

v(r)—ve

A(r) est une constante A, puisque le systéme est homogéne et (B.11) devient,
2

avec Ex = L Er
2m

3 (e — &y — Ay, =0 (A.14)

— A%y (e + & )p, =0
(B.14) donne la solution BCS

WV ged(14Y)

et A est défini par 1’équation de self-consistence

AVZ\/

lgkl <®p

= [1-2/ (=)

k

ou

1 = VN@©) J' o da th (21*)

qui est exactement 1’équation de BCS [/] pour le gap A.
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APPENDICE B

PORTEE D’UNE PERTURBATION DU PARAMETRE D’ORDRE
DANS UN SUPRACONDUCTEUR
ET UN ALLIAGE « SALE » EN CHAMP NUL

En I’absence de champ magnétique 1’équation de Landau-Ginzburg pour le
paramétre d’ordre s’écrit [3] :

FLVAG) + (@ — DAG) + Rog(r) =0,

Elle contient seulement deux paramétres :

— la valeur du paramétre d’ordre a 1’équilibre thermodynamique pour une
solution homogeéne dans I’espace (A(r) = Ar = constante) donnée par

- T
Ar = «\/_Q__ Rl — 3.2Tc’\/1 -

— la longueur £,(T), portée spatiale d’une variation du paramétre d’ordre
autour de sa valeur d’équilibre Ar

2 = [0

Pour un matériau pur [8]

Ur T,
&A(T)=O.13,Tc T.—T"
Pour un alliage non magnétique « sale » [8], c’est-a-dire dans lequel le libre par-
cours moyen / des électrons est trés inférieur & la longueur de cohérence &, = (L!TS—UP
(4

du solvant pur :

— TC
Ea(D) = 0.85VEJA /.

Les équations de Landau-Ginzburg nesont valables qu’au voisinage de la tempé-
rature critique T, elles ne permettent pas, par exemple, de définir 1’échelle des
variations spatiales du paramétre d’ordre a basse température. La généralisation
de ces équations aux basses températures tentée par Tewordt [11] et Wertha-
mer [10] est valable si le paramétre d’ordre varie peu sur une longueur de cohérence

du supraconducteur (£, pour le métal pur, de ’ordre de /€.l pour un alliage
sale). Il faudrait donc connaitre la portée £4(T) a toute température. Il n’est pas
possible de la calculer dans le cas général ou le paramétre d’ordre a des variations
d’amplitude finie, et & température quelconque (ceci supposerait qu’on connaisse
la solution générale de 1’équation de self-consistence a laquelle obéit le paramétre
d’ordre). Par contre on peut calculer a toute température la portée d’une trés
Dpetite variation du paramétre d’ordre autour de sa valeur d’équilibre dans deux cas
limites : celui d’un métal pur et celui d’un alliage sale (/ < &p) & impuretés non
magnétiques.



248 CHRISTIANE CAROLI

C’est cette portée qui intervient dans les problémes de contact entre deux supra-
conducteurs [9], et elle donne un ordre de grandeur pour le cas de variations
(A(r) — Ar) d’amplitude quelconque.

Comme nous le montrons au chapitre IIT dans un alliage désordonné on peut,

a une assez bonne approximation, construire une solution self-consistente des
équations de Bogoliubov de la forme A(r) = Ar constante dans 1’espace. Ar a

alors la méme valeur dans I’alliage et dans le métal pur [8]. Les équations de
Bogoliubov s’écrivent alors

T-— s,,)u,,(z )+ ATvn(i )=0
(— T — e)v(r) + Au,(r) = 0. (B.1)

L’opérateur a un électron T contient pour le métal pur seulement 1’énergie ciné-
tique comptée 4 partir du niveau de Fermi. Pour 1’alliage T contient en plus le
potentiel des impuretés.

Les solutions u» et v, du systéme (B.1) sont simplement proportionnelles aux
fonctions d’onde a un électron dans le métal ou I’alliage normal wa(r) définies
par :

(T — Enwn(r) =0 (B.2)
et

vn(f ) Un

.8
(u”(r)) = ("t avec " ; ) (B.3)
2

g, =V/E+ A

Enfin, comme le systéme ne contient ni champ ni impuretés magnétiques, T est
invariant par renversement du sens du temps, et on peut choisir pour les w, des
fonctions réelles. C’est ce que nous ferons dans la suite.

Nous imposons au paramétre d’ordre une petite variation réelle 3A(r) autour
de Ar. Il lui correspond des variations 3un(r) et dvn(r) des amplitudes de Bogo-
liubons ux et v.. Nous supposons que la variation 3A(r) est d’assez petite amplitude
pour qu’on puisse négliger les termes du second ordre. Les équations de Bogoliubov
se linéarisent et deviennent alors

(T - en)sun(:) + ATSU”(:) = - SA(I)M,,(:")

(= T — ed80,(0) + Ardies(?) = — BACID,() B9

Comme nous travaillons au premier ordre il n’est pas nécessaire de tenir compte
dans (B.4) de la variation de ’énergie en i o
8A(r) doit satisfaire a la condition de self-consistence linéarisée

350) = V3| > mhon(r) (1 — 26|

" (B.5)
= V> War)B0(r) + 0B [L — 2/)]



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES EXCITATIONS DANS LES SUPRACONDUCTEURS 249

V est la force de ’interaction attractive entre électrons, f la fonction de Fermi.
En utilisant les équations (B.1) on trouve aisément que

Suntr) = z | ["'"(r)”'"(r il e

g, —¢ g, +ey,

. ZJ‘ Mm(:)vm(z ) Um(i)um(fl )T SA(ZI)un(i/)dsr,

| &y, — Ep €, +&m |

(B.6)

" [ Um m(r’ m (') ]
So(r) = z J- um(r)u, £)+v (romlr SAC Yunr )Sr’

L £, +em € — &m |

SA(r Yon(r)d3r’

(UM(L‘ )um(i') um(i)vm(z’)*
+2f

|l &, — ey - €+ €, |
En utilisant le développement de la fonction de Fermi

€ 1
1—2f(e)=th2—,f=—2TZiw_s
w

ol o = (2n + =T, et 2 représente la somme sur tous les entiers n positifs,

w
négatifs ou nul, et en exprimant grace a(B. 3) un et v» en fonction des wx, 1’équation
de self-consistence s’écrit :

2 + En&m — A
3800 = VT (@8 MG wnlrwm(rywnlrwmry) (w‘;’ e Yo f; )
— f SACK (), (8.7

Dans le cas d’un alliage désordonné il faut prendre la moyenne sur la position des
impuretés, et il apparait alors la quantité SA(rz)K(r1 rg) (~ représente la moyenne

sur les configurations). On fait alors, pour “résoudre I’équation (B.7) I’hypo-
thése que

SA(rK(ryry) = 3A(ry) K(riry)

Comme nous le montrons au chapitre I1I, cette hypothése qui néglige les distorsions
du paramétre d’ordre au voisinage de I’impureté est assez bonne quand on peut
considérer une impureté comme une faible perturbation (C’est la méme approxi-
mation qui permet de supposer que la solution d’équilibre Ar est constante
dans P’espace).

D’autre part, comme 1’a montré de Gennes [12] [19] une expression du type (B.7)
peut s’exprimer en fonction de la fonction de corrélation de position dans le
métal normal

F(ry — ry, 1) = (3((0) — r)3(r(t) — 1)) (B.8)

Cette fonction représente la probabilité pour qu’un électron ayant 1’énergie de
Fermi se trouvant au point r; au temps 0, se retrouve au point r, au temps ¢. Le

signe < > représente la moyenne sur toutes les orientations possibles de la
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vitesse de I’électron au point r,. Dans I’alliage, il représente de plus la moyenne sur
les configurations d’impuretés. L’équation (B.7) s’écrit alors :

B.9"
Qry—ry) = N(O)ZVT f - dt O () o' + 55 dEndEm
G S (e
Soit encore :
Q(r, Vo FEB(ry — 1y, 1) (B.10)
N©) = est la densité d’états au niveau de Fermi dans la phase normale.

D’autre part pour le métal normal K(r,, rz) ne dépend que de n—ryet dans

I’alliage il en est de méme pour la moyenne sur les configurations d’impuretés K.
Nous avons donc posé

s K(r, — 1) dans le métal pur
Q(rl - rz) = == —2"C > .
A )\ K(ry,rp) dans 1’alliage

L’équation de self-consistence (B.7) s’écrit donc finalement, en posant
Q) = [@RQR)e % ®.11)

F(g, Q) = f :° dt f d*Re-201+13 KF(R, 1) (Q>0)

Py Fg, 4/ + A2) (B.12)

2
1 = Qq) = 2nVTN(0)z _
o [0
Il suffit donc maintenant de déterminer la fonction de corrélation F. Le calcul
est particuliérement simple dans deux cas limites : celui d’un alliage sale et celui
d’un métal pur ().

Alliage sale (/ < &)

Les temps importants dans ’intégrale (B.10) sont grossiérement de 1’ordre
de 1/Tc. Si v = /fvr € 1/T¢ un électron subit beaucoup de collisions pendant le

() On pourrait penser a calculer Q(g) par une méthode de diagrammes [56]
qui permet de traiter aussi le cas des alliages plus dilués (! > £,). Mais cette
méthode ne permet de calculer Q(q) que sous forme d’un développement en
puissances de g. Or ce développement converge mal pour les valeurs de g~ de
I’ordre de la longueur de cohérence (ou de 4/,/ dans I’alliage sale) qui, comme
nous allons le voir, nous intéressent & basse température. On ne pourrait donc pas
obtenir une valeur exacte pour £5(T).
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temps 1/Tc, et son mouvement peut alors étre décrit comme un processus de
diffusion. Dans ce cas la fonction de corrélation est

1 _Rl D
F(E,f)';me Dz (R=|I}|)
1
Fa@ O =353 pge
D= % vel est le coefficient de diffusion.
La condition (B.12) s’écrit dans ce cas :

1_27:VTN(0)Z o [2\/"; o] (B.13)

Enfin Ar est défini par la condition de self-consistence habituelle de BCS qui
peut s’écrire
1= wVTN(O)Z _ (B.14)
oV ot + A

et on peut mettre (B.13) sous la forme
n+ P8y
Tg o A:)[D—z" FoYocn A;] —0 (B.15)
On voit immédiatement que cette équation n’a pas de solution si g est réel mais

seulement si g est imaginaire pur g = ik. Ceci signifie que la variation de para-
métre d’ordre SA(r) décroit exponentiellement. On définit alors la portée E5(T)

par (*)

B =— 2 (B.16)

2
[

qo = ik, étant la solution de (B.15).

11 faut remarquer d’autre part que, si F(gQ) est bien définie pour toutes les
valeurs réelles de g, elle ne 1’est pas pour toutes les valeurs imaginaires g = ik.
En effet F(q, t) = e~Da* et F(q, ) est définie par

F(ik, Q) = f ® g=201,+ Dk gy (B.17)

/]
C’est-a-dire que F(ik, Q) n’est finie que pour
2Q
2 p—
k< D

Dans cette région :
, 1
Fik: O = 35—

(*) Le coefficient 2 dans (B.16) est tel que la définition de £a(T) en fonction
de g, coincide au voisinage de T. avec la définition de Landau-Ginzburg [3].
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I faut donc chercher la solution de (B.15) dans la région ou F(ik, 24/w? + A?)
est définie quel que soit o, ¢’est-a-dire pour

2V “T A

Pour T ~ T, on vérifie aisément que g, ~ 0, et on retrouve la portée £a(T)
tirée des équations de Landau-Ginzburg

T
Te—T

D’autre part quand la température diminue g, augmente (£a(T) diminue),
I’équation K(ik) = 1 a toujours une solution dans la région ou K(ik) est définie
car on montre que

K@O) <1

K(ik) est une fonction croissante de &

Ea(T) = 0,851/,

20/ =T 4 A2
D

On peut calculer en particulier £A pour T = 0. Dans ce cas
© do
>[5
w

Nous avons résolu numériquement (B.15) dans ce cas. On trouve

K(ik) - + o quand k2 —

DKy
75, ~ 0,87
Donc _
EA(T =0) = 1.11/gy] (B.18)
Métal pur

Dans ce cas, comme pour 1’alliage sale, il faut chercher une solution de (B.12)
de la forme g = ik. Dans le métal pur

1
F(R, ) = 7, 3R — v51)

sh kvst

F(k, 1) = kvt

et
. o _ Sh kU}:t
F(ik, Q) = [ e-san S0

n’est définie que dans le domaine | k | < 20— , ou elle vaut
F

2Q -+ kl’p

2Q — kvr (B.19)

F(ik, Q) = 21%1;,, In ’
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11 faut donc chercher la solution de (B.12) dans la région

|kl <24/ + &2
ou cette équation s’écrit

w? 1

w

20/ o + A2 + ko,
20/ * + A2 — ko,

1
’\/w2—|-A

De nouveau on vérifie que K(ik) = 1 a toujours une solution dans la région
ou (B.19) est valable.

Au voisinage de T¢ on retrouve bien la solution tirée des équations de Landau-
Ginzburg

2] =0 (B.20)

1%3 Te
wD=0Br V1
. . . ©  do
D’autre part, pour T = 0, si on fait la transformation T E — f 5.0n trouve
— 00
w
. A
que ’équation (B.20) n’a pas de solution pour | k| < 2——v-° .
F
. A .
A T = 0K(ik) n’est pas défini pour | k| = —2v—°. Comme on sait que (B.20)
F
a une solution
24/ 7T + A2
) < VT -

a toute température non nulle, il faut chercher sa solution a8 T = 0 comme limite
quand T — 0 de la solution a température non nulle.
Posons

ky(Toe =24/ 7*T? + A2 (1 —¢)

On peut alors résoudre (B.20) de fagon approchée pour T < Ar, et on trouve

_0.2A°
™

exe
La portée de 8A(r) a température nulle est donc

Ur
Ag/2

Ces résultats montrent qu’a basse température (T < T¢) la portée d’une varia-
tion spatiale du paramétre d’ordre autour de sa valeur d’équilibre est du méme
ordre de grandeur que la portée des corrélations de position dans le supraconduc-
teur (alliage sale ou métal pur). Les tentatives de généralisation des équations de
Landau-Ginzburg [/0] [11] supposent que le paramétre d’ordre varie peu sur cette
distance. Nos résultats montrent que cette hypothése n’est pas correcte aux basses
températures.

~2.2%, (B.21)
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APPENDICE C

ETATS LIES AUTOUR D’UNE LIGNE DE VORTEX

EN DEHORS DU DOMAINE u < k, sin a > 77— Gor &)213

Région p ~ kef, | k| < ks
Nous transformons les équations de Bogoliubov (I.15)

1 [_ aif _ lif+ ( 1 ,) :[; — k2 sin? a?] +6,A()f=Ef (C.1)

b) [}
ou sin « = kfks
en posant :

F=2H, P (kyr sin o) +2H, Ok, sin «) (C.2)

i T2y @ i
que nous symboliserons par f = g"H, (k.r sin o)

1
m=\/w+;, n==x1

H+ et H- sont les fonctions de Hankel.

L’équation (C.1) devient alors

1 digt 1 [ 2 4H,” 1]dgt» _ e\

% m d *Im [ﬁ‘pTﬂ FaxbRD=(B+ ) (€3
Comme

1 dH 1

meunkizl g G

De plus nous posons

1 de(n)
H M dr

m

= kg sin aSm(ker sin o)

et nous prendrons partout '\/ v + }1 = .

dig . de

Enfin nous négligeons d—f; par rapport & kr sin S, Zé;' En effet nous verrons

que le rayon des états en cause est de 1’ordre de £4/sin «, Cette approximation est
donc légitime pour

sin o >

1
(keB)2/3
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L’équation (C.3) devient alors

[©)] A~ ~
d%‘z + oxA(r)gm = (E + 2;;2) gt (C.4)

— ozve sin «S, P (ker sin o)

Comme p. ~ ki€ > 1

. (()] ; T \y.‘z—
— i kersin a > p S, =~ in 1_k*’rzsinzaz
F

—
— si ker sin a < S“”z—f\/—“:————l
) " v k2r® sin® «

La fonction S, change de détermination pour

® 4

~

ke sin « — sin «

¥ =
-~ . A r .
Nous obtenons la condition aux limites en remarquant que g doit étre régulier a

I’origine. Il faut donc que
(g+)(n= +n (g+)(n=—l)
g-/r=0 - g-/r=o0

¥ i é — ¥ pourr> —Y n vérifie aisé-
L’équation (C.4) est réelle pour r < s ur r s a o
~ -~
ment que gin=+1) = oxgn=-1)
La condition aux limites s’écrit donc
(=+1) _\(n=+1)
BT -ET e e
g/ v \g4),__ v
kg sin « kg sin «

En collaboration avec J. Matricon nous avons résolu 1’équation (C.4) numérique-
ment dans deux cas.

a) sin a=1 (k=0)

Nous avons utilisé la forme du paramétre d’ordre A(r) donnée par les équations
de Landau-Ginzburg pour £ — « (3). Les résultats sont représentés sur la figure 5.
La pente a I’origine de la courbe est donnée par (I1.17), ot il faut utiliser la valeur
de g(«) du domaine de Landau-Ginzburg (fig. 4 bis).

b) sina #1

Dans ce cas le rayon des états liés est de 1’ordre de £4/sin «. Nous avons fait
le calcul en utilisant un paramétre d’ordre linéaire, ce qui est justifié pour
sina < 1.

(®) Cette forme A(r) a été calculée par Abrikosov [6] et, pour un probléme formel-
lement analogue, par Pitaevskii [57]. Toutefois les courbes données par ces auteurs
sont assez imprécises et nous avons recalculé A(r) numériquement.

ANN. INST. POINCARE, A-1V-3 18
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Dans cette approximation de paramétre d’ordre linéaire nous avons aussi pu
résoudre 1’équation (C.4) par une méthode trés analogue a celle utilisée pour le
cas 1/2 < p < ks&. 1l est facile de voir que le spectre a une infinité de branches
(c’est le degré de liberté qui correspond d’habitude au nombre quantique radial).
L’approximation de paramétre d’ordre linéaire n’est valable que pour les branches
les plus basses en énergie, car le rayon des états augmente avec le nombre quantique
radial. Pour la branche la plus basse en énergie on trouve

N~ A
= krE sin sm (@A)t = ke sin o

- +1),
ufkg sin o

Donc pour g ~ ks£ on obtient un spectre trés peu différent de celui du domaine
w < ke (la seule différence réside dans le facteur g(«) qui est comme nous I’avons
vu de ’ordre de 1).

Il n’est pas possible de calculer algébriquement les branches du spectre plus
élevées en énergie. Nous avons déterminé numériquement en collaboration avec
J. Matricon les deux premiéres dans la méme approximation de paramétre d’ordre
linéaire (fig. 6).

Le calcul algébrique permet d’avoir une idée de la forme de ces branches dans
la limite ol 1/2 < p < k€ (sin «)3/2. Si on appelle branche d’ordre zéro celle
donnée par (C.6), les branches d’ordre v > 1 sont de la forme

EO ~ [V2v +C

(C.6)

(cette branche du spectre correspond a (g )

m] oo'\/SlI‘l o (>0

(avec (eeByrs < sina <€ 1) Cy est une constante numeérique.

EM ~ [\/Z +C ] »4/sin « (x <0)

k’i” sin®
La branche d’ordre v satisfait a 1la condition aux limites

(&)(vx=+l) — (= 1)

&-/ wlkgsin a

Les constantes Cy et C/ (relatives & w > 0 et o < 0) sont en général assez peu

différentes. Elles décroissent quand v croit. Ces résultats sont représentés fig. 6.

Les branches d’ordre v > 1 du spectre peuvent étre considérées comme des
2

branches de haute énergie par rapport aux états d’énergie ~ E—°° que nous avons
F
trouvés dans le cas 1/2 < p < k&£, puisque

Acp ket (sin «)3/2
( ) ~
Ea IkFE sin « ® >1

De plus on peut vérifier que la densité d’états correspondante

N« (£ N0 e

est négligeable, aux basses énergies (E <€ A ») par rapport a la densité d’états N;(E).



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES EXCITATIONS DANS LES SUPRACONDUCTEURS 257

Région p > ksk, sin a < E 5213

On fait ici les mémes approximations (v > 1, état de rayon assez grand pour

qu’on puisse négliger le terme it 4 € dans (C.3)) que dans le cas p ~ ke&. 11 faut

dr®
donc résoudre 1’équation (C.4). Comme dans le cas précédent on traduit la condi-
tion de régularité de ?a I’origine par une condition au point r = kL
FSIN &
gi\tn=+1 1
(E—) e
kg sin o
On se borne donc a étudier la région r > k_s_h— > £, dans laquelle A(r) ~ Aw.
On fait alors les deux changements de variable successifs
_ . _1
cosq)_k.:rsina et t_th<D
(C.4) devient
, dg(n A(r) Q 1 ) -~
— iozm + ox g(ﬂ) = (E t35 T o gm (C.n
E:E, Q:kyvfsm”a:kp&s1n2a<l
Aw (J-A -] ©

Le « potentiel » dans cette équation varie a 1’échelle (1) (pour la variable ¢). Comme

(12> 1 on peut utiliser une méthode de type semi-classique. On obtient trés

facilement la plus basse branche du spectre correspondant :

E=Am(1—%)gAw(1—’3’52%‘ﬁi‘) (C.8)

Nous avons tracé la courbe (C.8) pour le cas sin « = 1 (fig. 5). Elle se raccorde
bien a la partie u ~ k=€ du spectre.

Les états (C.8) ont une énergie voisine de A, ils font donc partie du spectre
calculé par Cyrot par une méthode différente. On a vérifié ici que le « potentiel »
intervenant pour ces états dans les équations de Bogoliubov varie peu sur une
longueur &(T), ce qui est une justification supplémentaire de 1’approximation
locale de Cyrot [/8].
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APPENDICE D

EQUIVALENCE ENTRE LA CONDITION DE RESONANCE
DANS LE METAL NORMAL
ET LA CONDITION DEXISTENCE D’UN ETAT LIE

DANS LE SUPRACONDUCTEUR OI‘J A(r) = cste
Nous supposons que le potentiel diffuseur peut étre représenté comme un
puits carré de rayon b, de hauteur V.

1) La condition d’existence d’un état lié (d’énergic 0 < E < Aw) dans le
supraconducteur & paramétre d’ordre constant dans ’espace s’écrit, d’aprés (I.35)

kht (K b)ji(k,b) — K A T(K,b)j(k,b) =0 @D.1
. n . - ., _djukr)
jy et k" sont des fonctions de Bessel et de Hankel sphériques, jj(kr) = dter) et
K:=2m|E,+in/2—¢|, ImK,>0
K2 =2m | (By—V)+ir/B2—<* |, Imk, > 0

On vérifie aisément que (D.1) n’a pas de solution quand V ~ E, on peut donc
développer (D.1) par rapport au parameétre petit

V(8- <)

Er—V

(vous verrons que le potentiel doit étre attractif pour que (D.1) ait une solution,
A2 — g

donc \/E——OT < % < 1) (D.1) s’écrit alors, & ’ordre le plus bas, sous forme
F— F

d’un systéme de deux équations (c’est une équation qui concerne des quantités

complexes)

ql(ko) =Re % ql+(k1=) $

_ D.2)
—~——1—-—=\/A2—Ji”lf"l_1i".d("++q'))
k bhjt (kesb)hp (kb) ° kodko " 3k dke
ol on a posé
ko = A/2m(Ex — V)
Jiksb)
ko) =Ko je by o3
k= (keb)

‘IIi(kF) = kg hli(k,b)
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La premitre équation (D.2) détermine la hauteur V du potentiel, la seconde
détermine 1’énergie E de 1’état lié.

2) D’autre part la condition pour que le méme potentiel donne lieu, dans le
métal normal, a une résonance de largeur I' 4 1’énergie E s’écrit [5/]

g,(k) = Re § ¢;*(K) |

4 (D.4)
I 7% [40) — Re ¢} (K)]

1
KbhH (Kb)h (Kb)

avec k? =2m(E — V)
K? = 2mE.

Les équations (D.4) et (D.3) sont donc identiques si
2 2
E=E, e=4/A_T
et la condition d’existence d’un état lié est l]a méme que la condition pour qu’on
ait dans le métal normal un niveau résonant centré a Er, et de largeur I' infé-

rieure & A,. Il faut en particulier pour cela que le potentiel diffuseur soit attractif.
Nous n’avons développé (D.1) qu’a I’ordre le plus bas en

V-

Er

En fait on comprend intuitivement, et on peut montrer qualitativement que la
condition réelle & imposer est qu’il existe dans 1’état normal un niveau résonant
entiérement contenu dans la bande d’énergie (Bx — Aq, Er + Ag).
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