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Sur les interactions dans les équations d’ondes
des particules a spin

par

André JOLIVET

College Scientifique Universitaire, Angers.

REsuME. — Etude des systémes linéaires d’équations aux dérivées par-
tielles et de rang fini, invariants par rapport au groupe orthochrone propre
de Lorentz et décrivant des particules 4 spin en interaction avec des champs
macroscopiques.

INTRODUCTION

L’objet de ce travail est I’étude des particules relativistes & spin en inter-
action. Pour cela nous introduisons tout d’abord les tenseurs irréductibles
covariants et contravariants par rapport au groupe orthochrone propre de
Lorentz que nous notons B, et B”; y = a,, v caractérise une représentation
irréductible propre de Lorentz, a est le poids d’une représentation irréduc-
tible du groupe des rotations d’espace.

Nous introduisons ensuite les opérateurs tensoriels irréductibles généra-
lisant au groupe de Lorentz propre ces grandeurs introduites par Racah
pour le groupe des rotations spatiales.

Ces opérateurs notés T;’ satisfont & des relations de commutation. En
particulier, ces opérateurs sont des opérateurs tensoriels par rapport au
groupe des rotations d’espace. Les éléments de matrices (xkv | T;” | 2’k'v")
s’expriment donc en fonction des éléments de matrices réduits (ak | T; | «'k’)
par une formule classique.

Les relations de commutation permettent d’effectuer une deuxiéme
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réduction qui exprime les (ak | T; | «'k’) en fonctions d’éléments de matrices
ne dépendant pas de k, de k' et de a. Ces éléments de matrice que nous
notons (x| T,|«’) définissent complétement les éléments de matrice de
I’opérateur tensoriel irréductible par rapport au groupe propre de Lorentz.

Nous appliquons ensuite ces résultats aux systémes linéaires d’équations
aux dérivées partielles et de rang fini invariants par rapport au groupe ortho-
chrone propre de Lorentz et décrivant des particules a spin en interaction
avec des champs macroscopiques.

L’invariance des équations d’ondes impose aux matrices associées au
champ d’interaction d’&tre des composantes d’opérateurs tensoriels par
rapport au groupe orthochrone propre de Lorentz.

Nous appliquons ensuite ces résultats au cas particulier de la théorie de
la fusion et nous déterminons complétement les matrices associées a une
interaction de type vectoriel.

Dans toute cette étude 1’espace de la représentation est somme directe
de sous-espaces irréductibles invariants par rapport au groupe des rotations
d’espaces.

NOTATIONS EMPLOYEES

Nous appellerons groupe de Lorentz homogéne I’ensemble des transfor-

mations linéaires, homogénes, biunivoques et & coefficients réels
3

x'* = zL‘V‘xV des variables x, = ct, x;, X,, X3, qui laissent invariante la
n=0
forme quadratique réelles — x3 + x? + x2 + x2.
Le groupe de Lorentz orthochrone (LS > 1) est noté £,
Le groupe orthochrone propre de Lorentz (L3 > 1, dét| L% | > 0) est
noté £1.
Il nous sera commode d’utiliser au lieu de la variable x° = ct une

nouvelle variable x* = ix® = ict.
4

La transformation de Lorentz s’écrit : x™* = zL'v‘xv les L}, L? étant
v=1
réels (p, ¢ = 1,2, 3) et L%, L} imaginaires purs.
On montre que les opérateurs infinitésimaux fondamentaux A, et B,
de £1 (k = 1, 2, 3) vérifient les relations de commutation :

[A;, Aj] = 3ijkAk [A;, Bj] = &;By
[B;, Bj] = - sijkAk [B;, Aj] = g;5B;
[A;,B]=0
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ou les A, sont les opérateurs infinitésimaux fondamentaux du groupe des
rotations d’espace. &, est une permutation circulaire de (1, 2, 3). A I’aide
de ces relations de commutation on cherche les représentations irréduc-

tibles, du groupe propre de Lorentz ! telles que les espaces de ces représen-
sentations irréductibles soient somme directe des espaces des représentations
irréductibles par rapport au groupe des rotations.

On obtient le résultat suivant [/] :

Les représentations finies irréductibles du groupe de Lorentz propre
sont définies par deux nombres (ko, ¢), ko étant un nombre entier ou demi-
entier et ¢ un nombre positif tel que ¢? = (ko + n)* pour un certain entier .

Deux tels nombres (kq, c) étant donnés, la représentation irréductible
qui leur correspond est fournie, pour un choix convenable de la base rk
par les formules (1, A)

H4ff=[(k+ v+ Dk — o) fis,
H—f'=[(k+o)k—v+DEfi.,  Hifi=1of:

F+f*= [(k — v)(k —v — DEC,fi71 — [(k — v)(k + v + DI*Aefs 4
+ [k +o+ Dk +0+2IChurfiit

F—f*= — [(k+ v)(k + v— DICfiZ] = [(k + v)(k — v + DI*ALS5-
—[(k = v+ 1)k — v+ 2IPCps 1 fi21

Fsfy = [(k— o)k + 0)FCefs ™" = vASfs = [(k + v+ Dk — v+ DPCps 1 f3™

ik oc i [(k2—k2)(k2—CH)]*
k=|kyl, | ko+1],...,c=1; Ai= il : C=_[ 0 ]
kol [ko+1] T kk+) Tk akr—1

k défini univoquement, une représentation irréductible par rapport au
groupe des rotations on I’appelle poids de la représentation. L’espace de la
représentation correspondant & un tel nombre k est 4 2k + 1 dimensions.
v prend les valeurs — k, — k + 1, ..., k. On appelle base canonique la

base fi‘k, f—’fk+ls L) fllg'
Les opérateurs Hy, H_, H; F,, F_, F; sont définis par :

H+ = iAl d A2 H_ = iA1 + Az H3 = iAz
F+ = iB1 - Bz F_ - iBl + Bz F3 = iBz
Nous notons g — D(g) une représentation de ﬁr.

Nous notons par la lettre D les opérateurs infinitésimaux fondamentaux
de £1.
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I. TENSEUR IRREDUCTIBLE PAR RAPPORT A ¢!

Nous commencerons tout d’abord par introduire la notion de tenseurs
irréductibles covariants et contravariants par rapport au groupe de Lorentz
propre.

Tenseur irréductible covariant :

Nous appellerons tenseur irréductible covariant un étre mathématique,
noté B,, dont les composantes B}’ ((y = a,, v) définit une représentation
irréductible du groupe propre de Lorentz £l a prend les valeurs |aq|,
lao+ 1|, ..., v—1;les valeurs de p étant @, a — 1, ..., — a) lors d’une
transformation g de £1 se transforment en :

v—1 a
1,1 B;'ap = z Z B;'FID(;)la’a,p’p

a=agp=—a

ou D, est la représentation irréductible du groupe propre de Lorentz
définie par y = (a,, v) et telle que les opérateurs infinitésimaux de cette
représentation irréductible soient donnés par les formules (1, A).

Le tenseur B, irréductible par rapport a £1 est caractérisé par y et a
(v* — @) composantes.

Pour y et a fixés, les B} sont les composantes d’un tenseur irréductible
covariant par rapport au groupe des rotations d’espace, tenseur que nous
notons Bj. En effet pour g appartenant au groupe des rotations d’espace
qui est un sous-groupe de £} on a en raison du choix des vecteurs de base
des représentations irréductibles de el

a

‘ap __ ap'Ty—1
Bv - E Bv D(x)aam’p

p'=-a

olt D, est la représentation irréductible du groupe des rotations d’espace,
représentation de poids a. C’est la définition du tenseur irréductible cova-
riant par rapport au groupe des rotations d’espace.

Tenseur irréductible contravariant :

v—1 a
Considérons I’expression I = E E B;’T;, ou B, est un tenseur irré-

a=ao p=—a
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ductible covariant par rapport a £1. Nous cherchons & quelles conditions
I est un invariant par rapport a £}. C’est-a-dire, 2 quelles conditions on a :
I = ZB)’T,, = IB,”T,,, B; et T'? étant les tenseurs transformés de B,

et T? lors d’une transformation de £i.
Nous avons :

— apTy? — ‘a’p’'TyY Y
I= E Bv Tap - E By D(g)a'a;p'pTap

ap aa’pp’

Nous déduisons la condition (2,1) :
(231) Ttlzzp' = 2:D(g)a'a;/z'p’l-‘;';'p

Un étre mathématique dont les composantes se transforment suivant
cette relation est appelé tenseur contravariant et est noté T?. Nous notons

T}, les composantes.
Passage d’un tenseur covariant a un tenseur contravariant :
Considérons la forme quadratique

v—-1 a
G= Z Z(— 1y°BETS "

a=ao p=-a

Nous en déduisons que c’est une constante pour chaque groupe a4 un
parametre donc que G est un invariant.

Nous voyons qu’il existe deux maniéres d’exprimer le tenseur contra-
variant a partir du tenseur covariant et réciproquement.

1. B)_,=(=1By 2. T, ,=(—=D""1Ty""
ceci & une constante pres, soit ¢ cette constante indépendante de a et de p.
Nous choisissons la relation 1 associée a la constante ¢ = 1, par suite :
Le tenseur contravariant T” est défini & partir du tenseur covariant T,
par la relation :

T}, = (= DTy~

réciproquement le tenseur covariant T, s’exprime & partir du tenseur contra-
variant T? par la relation :

T;p =(=1)"*T

a,—p
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II. OPERATEURS TENSORIELS IRREDUCTIBLES
PAR RAPPORT Atl

Nous dirons que les (v — a3) opérateurs T2 sont les composantes d’un

opérateur tensoriel irréductible par rapport a £l si elles satisfont aux rela-
tions :

[Da’ T;'p'] = ZT‘;,p'DZ’a,p'p
a'p’

Cette définition généralise au groupe £} la définition des opérateurs
tensoriels irréductibles par rapport au groupe des rotations d’espace intro-
duite par Racah et Wigner.

Relations de récurrence :

Ecrivons explicitement ces relations de commutation avec les opérateurs
H., H_, H,, F,, F_, F, définis précédemment (1, A) et qui s’expriment 2
partir des opérateurs infinitésimaux Df = A%, A5, A%, Bf, BY, B}

[H?H T;p] = T;’p+1Hz-aa,p+1,p [Fi, T;p] = zT:"p+lF1a'a,p+l,p
a'
a [Ha:" T;p] = T;’p-IHZaa.p-l,P b [Fa" Tgp] - ZT;”"‘IFV_“,“,F_LP

[Ha:;a Tl;p] = T;pHgaa,pp [Fg; sz] = ZT‘;’I)Fysa’a,pp
\ a’

Le groupe de relations (a) définit les T5” comme étant des opérateurs ten-
soriels par rapport au groupe des rotations. Ce qui donne sur les éléments

de matrices de T’ les relations bien connues [2] [3] :

(akv | T | &'k'v) = (= DY ™ Qa+ )73 kvk’ = V' | kk'ap ) (ak | T3 |o«'K')
a, 1114, -v k a k, a 1L’
(kv | T2 | k') = (— D (——v ) v,)(ocley]ock)
avecv=Vv +p; k—a<k <k+a
Les { kvk'v' | kk'ap ) sont les coefficients de couplage vectoriels ou
coefficients de Clebsch-Gordan. Nous prenons pour ces coefficients la
convention de Condon et Schortley.
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Les (fz ]:,) sont les coefficients de Wigner (symbole & trois j), ils sont liés

aux coefficients de Clebsch-Gordan par la relation :

(kl ks k3) = (- l)k‘_krva(st - 1)§ (kyvikava | kikoks — v3)

Vi V2 V3

Les («k | T3 | a’k’) ne dépendent ni de v ni de v’ ni de p. On les appelle
« éléments de matrices réduits ».

Examinons maintenant les relations (b).

Apreés de longs calculs, nous trouvons entre les («k | TS | «'k’) les relations
de récurrence suivantes :

[ Qk+D[(k—k' +a+1)(—k+k +a)Cis ((ak+1| T2 |a'k’)
— QK +D[(k—Kk' +a)(—k+k'+a+ D]Cyr 4 (ak | TS| o'k’ +1)
+[K' AL — kAL + (k— KAk + k' —a+ 1) (k+k'+a+2)](ak | T2 | «'k")
=—[(k—k'+a+1)(—k+k'+a+1)(k+k' —a+1)(k+k' —a)*Cl,,
(k| T2+ k")
+[(k—Kk' +a)(—k+K +a)(k+ k' +a+2)(k+k' +a+D}C?
\ (k| T3 [o'k")

avec |k — k' | < a.

[ [(k—K +a+1)(k—k' +a)(—k+k +a+1)(—k+k +a)'C;,

(ek+1|T2|o'k)
+(k+k —a)(k+k' —a+1)k+k' +a+1)k+k' +a+2)C?

(ak—1|T7]|a'k")
+(AI=ADI(k—K +a)(—k+Kk' +a+ ) (k+k' —a+1)(k+k +a+2)}

(ak | T2 | k")
—[@k' +1)(2k" +2)]CEr 4 (ke | T o'k +1)
=[(k—k'+a)(k—k'+a+1)(k+k' —a)(k+k'—a+1)]}C?,,

(k| T3* | 'k')
+[(—k+Kk +a)(—k+k +a+1)(k+k' +a+1)(k+k +a+2)J'C_,

(ak | T2 |a'k’)

avec —a<k—-k<a+ 1l
ANN, INST. POINCARE, A-XIl1-4 24
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[(=k+K +a+1)(—k+k'+a)k—k' +a+1)(k—k'+a)] Cpr sy

(ak | T2| o'k’ +1)
+[(k+k' —a)(k+k' —a+1)(k+k' +a+ 1)(k+k' +a+2)}Cs

(k| T2| o'k’ 1)
+(AI—AD(=k+K +a)k—k' +a+1)k+k' —a+ 1) k+k +a+2)]}

(ok | T3] o'k")
—(2k+1)2k+2)C4 (ak+1| T2 a'k’)
=—[(—k+k'+a)(—k+k' +a+)(k+k' —a)k+k'—a+1)]Cl,,

(k| T3 |o'k")
— (k=K' +a)k—k'+a+ 1) (k+k' +a+1)(k+k +a+2))C!

(k| Ty a'k")

avec —a<k'—k<a+ 1.

A T’aide de ces relations de récurrence nous montrons le résultat suivant :
Pour que les éléments de matrices ne soient pas nuls, il faut :

ko—v+1<ky<ko+v+1 ; c—v+1<c<c+v—1
nous montrons alors :
(ak | Ty | o'k") = g(aa'ykk'a)(o | T, | o)

les éléments de matrice (x| T, | «') dépendent seulement de a, o et y, les
coefficients g(axa’ykk’'a) étant complétement déterminés a 1’aide des relations
de récurrence.

Relations de symétrie entre les coefficients :
Posons
h(kockoc'agvkk'a) = g(ao ykk'a)

Nous remarquons que les relations de récurrence obtenues avec ko, c,

. . N ’
ko, ¢’ sont identiques 2 celles obtenues avec — ko, — ¢, — kp, — ¢’. Nous
avons donc

h(kockoc'agvkk'a) = h(— ko— ¢ — ko — c'agvkk’a)
h(ko, ¢, ko—P, c—0, a9, v, k, k', a) = k(ky, ¢, —ko+ B, —c+6,a,,v,k, k', a).

Soit a = kg, ¢; posons & = — ko, ¢. Les relations de récurrence corres-
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pondant & a, o’ et y sont les mémes que celles obtenues avec o, o’ et y a la
condition de remplacer

k+k'+a

(@k|T|ak’)  par (- 1) (k| T2 | ')
donc .
glao'ykk'a) = (— 1)*¥ *%g(aa'ykk'a)

III. SYSTEMES LINEAIRES ET DE RANG FINI
D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
INVARIANTES PAR RAPPORT AU GROUPE
ORTHOCHRONE PROPRE DE LORENTZ
ET DECRIVANT DES PARTICULES EN INTERACTION
AVEC DES CHAMPS MACROSCOPIQUES

Soit g — D, une certaine représentation de rang fini de £, R I’espace de
cette représentation.

Nous admettons qu’une particule libre est décrite par le systéme d’équa-
tions irréductibles

. .0
(p L, —iMyc)y =0 (p,‘= - lﬁbx“ s xP = x1, x?%, X3, x4)

ou Y est une fonction vectorielle des variables x* & valeurs dans R, M, est
un nombre réel non nul et I', des opérateurs linéaires dans R et tel queles I,
soient définis sur R et R est invariant par rapport a chacun d’entre eux.
Nous envisageons maintenant cette méme particule en interaction avec
des champs macroscopiques.
Dans la théorie de 1’électron a spin de Dirac les équations d’ondes repré-
sentant la particule en interaction s’écrivent :

L, +1—-iMyy =0
Le terme interaction I est formé & partir des composantes des champs et
de matrices de méme rang que les T,
Nous introduisons les interactions dans les équations d’ondes de la parti-

cule libre de spin quelconque de la méme fagon que pour 1’électron i spin.
Les équations d’ondes de la particule en interaction s’écrivent (1, IIT) :

(p T, +1—iMyc)y =0

ou I est leterme interaction et s’écrit I = EHEA,, les H, étant formés a
7
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partir des composantes des champs. Ce sont des fonctions des variables x.
Les A, sont des produits de fonctions ou d’opérateurs dépendant des
variables x, par des matrices de méme rang que les I',. Nous écrivons I

sous forme I = ZKeMe ou les K, sont des fonctions dépendant des

variables x,, les M, sont des matrices de méme rang que les I',..

Nous excluons de ce schéma les termes interactions ou les K, contiennent

om

des termes en e (m > 1) de maniére a ce que la particule en interaction
soit décrite par un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre.

Nous postulons que les équations d’ondes décrivant les particules en
interaction sont invariantes par rapport au groupe propre de Lorentz.

Nous supposons que les champs ainsi que I’étre mathématique, de
composantes K., sont des tenseurs par rapport a ce groupe. Les conditions
d’invariance imposées déterminent en partie les matrices M,. C’est cette
détermination que nous proposons de réaliser maintenant.

Ecrivons le terme interaction sous la forme :

- Samn-33S S,

Yy a=ao p=-a

Les B}, sont des tenseurs irréductibles contravariants, les composantes B,
sont des fonctions des x,. Les T, ne sont pas les composantes d’un tenseur.

L’indice p indexe éventuellement des représentations identiques du groupe
propre de Lorentz caractérisé par le méme y = a,, v.

Le quadrivecteur p, est un tenseur irréductible par rapport & £l. Ce ten-
seur est caractérisé par y = (@, v) = (0,2). On a :

1 a
Pl = z Z BZPT‘;p
a=0p=-—q

Dans les calculs que nous effectuons par la suite intervient seulement la
variance de B’ ce qui nous permet de considérer pour ces calculs le terme

différentiel
1 a
Puru = Z Z le‘l)r’z)T?g.Z)

a=0p=-a

comme une restriction du terme interaction.
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L’équation d’ondes s’écrit alors :
y ap ; —_
[Z(B},T),— iMoc]ly = 0

de cette fagon nous déterminons en méme temps les matrices I, et les

matrices de l’interaction. L’invariance par rapport 3 £} nous donne la
relation
a ] — a’p'ryy
[D% T3] = =T° D)0y,
Les T;” associés au champ d’interaction sont donc les composantes

d’opérateurs tensoriels irréductibles par rapport a T.i.

Grandeurs tensorielles associées aux T’ :

Densités de valeurs moyennes.

Nous supposons qu’il existe dans 1’espace des { de la représentation une
forme bilinéaire hermétique non dégénérée et continue, notée (®, ) qui
soit invariante par rapport 4 la représentation. C’est-a-dire telle que :

(D(g)(p’ D(g)‘/’) = (‘I), '//)
On montre a partir de cette hypothése que :
((DI’ T;p'l") = (‘D’ T‘;Iplll’)(D(_x)l)z’ap'p

ainsi (®, T5?)) est un tenseur covariant.
Les (, T;?y) sont appelés densités de valeurs moyennes.

IV. THEORIE DE LA FUSION

La méthode dite de la fusion de Louis de Broglie, généralisée par Kramers,
Belinfante, Lubanski, représente les particules élémentaires possédant le

. . fi . . \
spin total maximum n 3 et la masse propre minimum m, par le systéme

d’équations d’ondes de la forme (1,IV)

.nmgc

(puru —1 2 )Wil...i,. =0

dans lequel :

o
p"=iﬁ2_}_x7‘; u=1,23,4; x*=ict
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et ol les matrices I', sont des matrices construites & partir des matrices 7,
de Dirac, écrite dans la méme représentation, par le procédé général de
« fusion des matrices » ou produit tensoriel symétrisé (Jordan). On a

1 n
(Fu iteeiinslteedn = ézéilh’ see (')’u)i,-l.- o 6inln'

r=1

Les composantes ¥;, ... i, sont au nombre de 4",
Les matrices infinitésimales fondamentales des représentations g — Tg

dans R du groupe de Lorentz (R espace des représentations pour la fonction
d’ondes) sont :

i n
Ap =~ 2 Zéiﬂg s (ap)irlr te 5:‘,.!,,
r=1

1
Bp = izallh “ o (Otp),r,' LIS 5inln
r=1

Les g, sont les matrices de Pauli suivant Dirac () = (6)i} " '0y. Les
sont les matrices de Dirac.

Le systéme d’équations (1,IV) est réductible pour » > 1. Nous cherchons
les systemes d’équations irréductibles déduits de (1,IV) et tel que 1’espace
de la représentation pour la fonction d’ondes soit somme directe des espaces
des représentations irréductibles par rapport au groupe des rotations
d’espaces.

Les matrices A,, B,, I', vérifient les relations de commutation (2,IV)

[Ap Al =gA, [Bp Byl = — &p0Ar
By Ad =B, 5 [[pAl=gyl,
T4, B,] =ill, ; [Ty, B, Bl =T,
[Cp T = — A, [Ty, Tl = —iB,

Les systémes d’équations irréductibles issues de 1’équation (1,IV) sont
construits avec les systémes irréductibles de matrices I, vérifiant les relations
de commutation (2,IV).

Les matrices A, et B, vérifiant (2,IV) sont par hypothese

A,=®A% ; B,=@Bl?

Les A’; sont matrices infinitésimales fondamentales de la représentation
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irréductible (de poids k) du groupe des rotations d’espace. Elles sont données
par les formules (1,A).

Les Bf,f""’ sont les matrices infinitésimales fondamentales de la représen-
tation irréductible (ko, ¢) du groupe de Lorentz propre, elles sont données
par les formules (1,A).

Lubanski [4] a montré que

—_ T koc
Bp c=€s|—?i-1 ko?-sBp
r et s étant deux nombres entiers ou demi-entiers.

La donnée de ces deux nombres r et s détermine univoquement un sys-
téme irréductible des matrices B,, A,. Les équations d’ondes décrivant la
particule libre sont donc complétement déterminées par la donnée de r et s.

Pour la méthode de la fusion, nous classons les particules & 1’aide de ces
deux nombres r et s.

Nous appelons particule (r, s) la particule décrite par un systéme d’équa-
tion d’ondes irréductible tel que les matrices infinitésimales fondamentales
de la représentation de ﬁi dans I’espace de la fonction d’onde soient :

5 @ Rk
B,= @ © B,
c=s+1ko="—s
L’espace Rko.c¢ de la représentation Do, jrréductible par rapport a el
est somme directe des espaces R¥ des représentations D* irréductibles par
c—1
rapport au groupe des rotations soit R*o;0 = @ R,

k=ko
On a donc :

Nous cherchons maintenant & déterminer complétement I',.
Nous posons

an’  __ Aaa’
(F4)kk;vv — 3k >
nous pouvons écrire
ae’ __ an’ ip(aa’)
A =|AF e

Nous déterminons tout d’abord les | AZ* | .

Nous montrons ensuite que si I’on pose ¢@(aa’) = 0(x) — 6(a’) nous
trouvons que les relations de commutation (2,IV) sont vérifiées par les
| A | M@~ quelle que soit 1a fonction  si les | Af*’ | sont les éléments
précédemment calculés.
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Nous prenons comme fonction 6, la fonction identiquement nulle, alors
tous les éléments de matrice de I'y sont réels et nous trouvons que les seuls
éléments non nuls de I'y sont donnés par :

kocke + &,
Titowy =T 4)’13’;3? Like

_ [(r—c)(r+ ¢+ D(c+ s+ D —s)c+k+ 1)c— k)]
4(c + ko + 1)(c + ko)c — ko + D(c — ko) ]

kociko— ko—1,c;
T ™ = Cadin

_ [(s + ko)(s — ko + )(r + ko)(r — ko + 1)k + ko)(k — ko + 1)]?
4(c + ko)c — ko + 1)(c + ko — 1)(c — ko) ]

Pour les particules (r, r — 1) et (r, 0) nous avons les formes simplifiées
suivantes pour la matrice I'y :

1) Particule (r,r — 1).
On a

—_ kocikose+1 __
c=r, (r4kk,vv =0

Tt =

[(k + ko)(k — ko + 1)1

N ==

2) Particule (r, 0).
On a
ko=s5=0, (TgskT =0

0,600+ r—o@+c+ Dc+k+ -k}
ot = | e ]

Les matrices I', sont donnés par la relation :
I, = —iT,,B)

Nous avons donc complétement déterminé les matrices I', dans une
représentation telle que 1’espace de la représentation de la fonction d’onde
soit somme directe d’espaces irréductibles et invariants par rapport au
groupe de Lorentz propre chacun de ces espaces étant lui-méme somme
directe de sous-espaces irréductibles et invariants par rapport au groupe
des rotations d’espace.

Ecriture des matrices T, dans une autre représentation :
Ecrivons les relations de commutation qui permettent le calcul des A,
B, et I'y

[Ap A = e,0A, 5 [Bp Bl = — g5A, ;5 [Bp Al = & B
r4 = [[F43 Bp], p] 5 B = [F4a [F4’ p]]
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Ecrivons maintenant les relations de commutation qui permettent de
calculer les A, 'y et Iy

[Ap, Aq] =& Ar 5 [rp’ rq = — &, [rpa Aq] = qurrr

pqr par-r
Fa=[Ta0 T Tl 5 Tp=1[Ts [Ty Tl

Nous voyons que ces relations de commutation sont les mémes dans les
deux cas, par conséquent nous pouvons choisir une représentation notée (2)
telle que : (I'y), = (T'y)y; (I'p)2 = (B,); ou (E), est un opérateur dans la
représentation (2) et (E); de méme opérateur dans la représentation (1)
envisagée au début de ce chapitre.

Si nous considérons maintenant les relations :

il', =Ty, B,) et —iB, ='(I'y,T},)
nous voyons que nous pouvons écrire :

(Bp)Z = - (Fp)l
Nous passons donc des matrices de la représentation (1) aux matrices
de la représentation (2) par les formules (3,4) :

(F4)2 = (F4)1 B (Fp 2 = (Bp)l 5 (Bp)Z = - (rp 1
Dans cette derniére représentation les matrices I'* ont une forme parti-
culicrement simple. Nous garderons dans cette représentation les mémes
indices a = (kg, ¢) bien que ces indices n’aient plus la méme signification,
ils n’indexent plus des représentations irréductibles par rapport a et

V. EQUATIONS D’ONDES DE LA PARTICULE (r,r—1)
DANS LA REPRESENTATION I, DIAGONALE

Dans ce chapitre nous déterminons les matrices A, B,, I',, T, (p = 1,2, 3)
dans la représentation ou I', est diagonale.
Lubanski [4] a déterminé I', dans cette représentation
kocskoc”

T 4)kk’;vv’ = 5kok5cc'5kk'5w' ko
Nous obtenons & partir des relations (2,IV)

iFyfio=—[(k—v)(k—v—1)CI} Lhoflot1
—[(k—=v)(k+v+DIEC* rofrort
—[(k+v+D(k+v+2)ICR orke vy
+[(k—v)(k—v—DIFCE, P rofie Ly
—[(k—v)(k+v+ DIFCE, ko fro bt
+[(k+v+ D)k +v+2)PCR R0
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—iF_fio= —[(k+v)(k+v— DECket ko fhot 1

1k Je=1,-1
+I(k+¥)(k—v+ DIFCE oo
—[(k—v+1)(k—v+2)FClot Lk phot 1

k+1,k Jk+1,v—-1
+[(k+v)(k+v—DFCR Mo flo
+[(k+v)(k—v+DPFCR™ Vroffot

k,v—=1
+[(k—v+1)(k—v+2)PCi o fin!

kt1,v—-1
—iF; fio=[(k—v)(k+v)FCE o flot L, 4 vChot Likofho+ 1

=[k+v+Dk—v+ DICA LR,

[ k+ W)l otet,
FVCRE M ey D=+ DI ot

k+1,k k+1,v

les Ck°}c, vérifient les relations de récurrence suivantes (1,V)

k - -
==k CloT P (k+1)? | CRoor P — k2| Cloglod 12— (ke 1)2 ] Gl 2

0=‘ C’lzoik-ol_l ’2 lckg,ko 1 |2+’Cko,ko 1 ‘2_‘ Chosko+1 '2

k,k+1 k,k—1
+| Cigort | ity
1=k—1)| %k ! P +| Clogo1 [2 — 2k + 3)| Choke T 1 2

+(2k l)l C’liok’ 0;‘1 2 +|CII§?’;’C0+1 |2_(2k+3)!cko,ko+1 !2

okt 1
— ko,ko—1~ko—1,ko—2 ko,ko—1ko—1,ko—2
0=(k+2)C%+1 Ciitt —kC° " Cii

_ Ko, ko+1~ko+1,ko+2 Ko ko+ 1 ~ko+ 1 ,ko+2
0=(k+2)C%1 "C 1 its  —kCU T " Cv i

Si nous posons

koko

Ckk

koko w(kokakk' )

|
nous trouvons que les relations de commutation sont satisfaites en prenant
tous les @(kokokk') nuls. Par la suite nous prendrons donc tous les coeffi-
cients C:Z’f‘l’ réels.

Nous avons calculé ces coefficients pour les particules (2,1) et (3,2).

Particule (2,1) de spin 1 :

On trouve (2,V)

0-1 _ ~—10 _ ~0-1 _
CIO_ C11— 11—C1 =Coy =C; =C{{ =—=

N
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, koky . , . .
Nous représentons les C,;.° a I’aide du schéma ci-dessous qui permet

une lecture commode. La valeur de C:Zlf‘; est écrite sur la ligne joignant le
point (ko, k) au point (ko, k')

k 1 0 -1
ko

Particule (3,2) de spin 2 :
On trouve (3,V)

21 _ 12 21 _ 12 _
C=Cy = C;=Cis =

[T

cg=cti=Y cp-cn- L c-cu-]

Y R v Tl

-10 _ ~0—-1 _
Cio =Cio =

Sl

2
P -1- 1 —2- -1-
Cz 1=sz1 2=§ Cyt l=Ci 2=

[\S Il
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les ', sont déterminés par la relation I, = — i[['4, B,] ce qui donne (4,V)

Ty +iT,)f1 =i[(k —v)(k — v — DECRt ofhotd |
+il(k —v)(k + v + DIFCRoF Vroflort
+il(k + v+ Dk + v + 2PCE oot v
+il(k = v)(k —v — DPCR ofkont
—i[(k —v)(k + v+ DFCo rofrot
+d&+¢+4xk+V+2WCﬁlf°ﬁEW1
(Ty = iTo)f3 = il(k + v)(k + v — DJIChet, Lo -1
—i[(k + v)(k — v + DPFCRoF Vrofrort
+il(k— v+ Dk — v + 2PC o fkeh Ly
+il(k + v)(k + v = DECRT Fofro
+i[(k + v)(k — v + DFClg~ ko fho~ 1
-+ﬂk—v+1Xk—V+2WCﬁﬁf°ﬁﬂw1
Lafie = — il(k — v)(k + v)]ICler, ko R — iCRof Ve fott
+il(k + v+ Dk — v+ DICRS Rk,
—i[(k — v)(k + VEFCR o R
+ ivCRo PRkl Lk +v + 1)k — v + DECR oL

CONCLUSION

Nous pensons avoir choisi des représentations susceptibles de conduire
a des simplifications notables dans la résolution des équations d’ondes
représentant des particules en interaction.

Ainsi dans un prochain article nous étudierons les interactions & symétries
sphériques et le choix que nous avons fait pour les représentations nous
permet d’écrire directement les équations radiales pour une particule rela-
tiviste de spin quelconque pour une interaction ayant une variance tenso-
rielle quelconque.
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