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Quelques résultats

dans la théorie algébrique de la diffusion

par

E. MOURRE (*)

RESUME. — Nous allons démontrer quelques résultats concernant
le formalisme de la théorie de la diffusion dépendant du temps, tel qu’il
a été présenté récemment par plusieurs auteurs : J. M. Combes [1],
W. O. Amrein, Ph. A. Martin et B. Misra [2], R. B. Lavine [3]. Les hypo-
théses que nous prenons pour énoncer les résultats sont proches de celles
préconisées dans [2], a la différence prés que nous imposons la condition
asymptotique a une algébre d’observable @ agissant sur un espace de
Hilbert a¢, plus petite. Soit H, ’hamiltonien libre sur s¢et H=H, +V
I’hamiltonien en présence d’un potentiel V. Nos démonstrations sont
essentiellement basées sur les propriétés de convergence des mesures
spectrales associées aux vecteurs e~ ‘¢ {, ¢ étant un état de diffusion.

Nous montrons (théoréme 2), que les opérateurs d’ondes Q= vérifient :
1) QEg=s.lime""T, g (),

1> w
ol ¢ appartient 4 un ensemble de vecteurs (» dense dans ¢ et ou T, est
une famille d’opérateurs bornés de A.
Nous donnons ensuite (théoréme 3) une condition nécessaire et suffi-
sante pour que les opérateurs 2+ existent et que I’on puisse choisir dans (1)
les opérateurs T, unitaires.

1. FORMALISME DE LA THEORIE ALGEBRIQUE
DE LA DIFFUSION ET ALGEBRE DE VON NEUMANN
a. Hypothéses asymptotiques

A la suite des travaux de Dollard [4] qui a montré que la théorie de
la diffusion dépendant du temps telle qu’elle a été formulée par exemple
dans [5], n’est plus applicable au potentiel coulombien, plusieurs

(*) Stagiaire de Recherche (C. N. R. S.).
(') s.lim désignera toujours la limite forte d’une suite de vecteurs de J.
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216 E. MOURRE

auteurs ([1], [2], [3]) ont proposé un formalisme plus général. Les hypo-
‘théses asymptotiques ne concernent plus des états mais des observables
constantes du mouvement libre. Nous adopterons ici un systeme d’hypo-
‘théses inspiré des articles [1] et [2].

Soit ¢ un espace de Hilbert et H, I’hamiltonien libre d’un systéme
«quantique, H, + V celui du systéme en présence du potentiel. Notons
par V, le groupe e~"“. Soit @ une algébre de von Neumann maximale
abélienne sur ¢ contenue dans le commutant de H,, et o1t un sous-espace
.de Hilbert de s¢, invariant sous le groupe V,. Si P désigne le projecteur
sur Jlit nous avons donc :

acH,c~ (),
a=a’,
[P,V,]=0.

Faisons les hypothéses asymptotiques suivantes :

(1) 3Is.limVyAV, P =A~ VAea,
t>*w
2) [P, A*] = 0;

HyPOTHESE A

HypoTHESE B : Ar=0 = A=0 < A =0.

Ces hypothéses différent de celles de I'article [2] par le fait que la condi-
‘tion A est imposée a une algébre maximale abélienne A cH| et non a
tout le commutant de H,. Cette condition est inspirée de I'article de
J. M. Combes [1]. Il est en effet intéressant de ne considérer qu’une algebre
.de von Neumann maximale abélienne, car elles seules ne contiennent
que les renseignements que 1'on peut obtenir par une série d’expériences
:simultanées.

Nous aurons besoin par la suite des résultats suivants :

b. Algebre de von Neumann et mesures spectrales

ProposiTioN 1. — Soil une algébre de von Neumann mazximale
.abélienne @ sur 3¢ séparable. Il existe un espace compact X, une mesure
positive de norme 1 définie sur la tribu borélienne B (X), une éloile isomor-
phisme isométrique A de £* (X, B (X), v) sur @ ef un opérateur unitaire U
de % dans £* (X, B (X), v) tels que si 7 désigne la représentation canonique
.de £~ sur £, on ail

(1.1) A;=U"r()U.

£= (X, B (X), v) désigne 'ensemble des fonctions de X dans G, v mesu-
rables et v essentiellement bornées dans lequel on identifie deux fonctions
£gales presque partout.
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THEORIE ALGEBRIQUE DE LA DIFFUSION 217

£* (X, B (X), v) désigne I’espace de Hilbert des fonctions de X dans G
de module carré intégrable ot ’on identifie encore les fonctions égales
presque partout. Le produit scalaire de deux éléments
fet g de 22 (X, B (X), v) étant défini par

(1.2) Calf> =fxfydv.

De plus la représentation canonique 7 associe & tout he £~ (X, B (X), v)
Popérateur défini sur £2 (X, B (X), v) par

(1.3) T [f1="nf, Vfer X B(X),v).
Nous abrégerons les notations £* (X, B (X),v) par £*(X,v) et

£ (X, B (X), v) par £~ (X, v), ou encore si la mesure v est précisée on
utilisera respectivement les notations £2(X) et £~ (X).

Démonstration. — @ étant une algebre de von Neumann maximale
abélienne sur 4¢ séparable, elle admet un vecteur w, a la fois cyclique
et séparateur; & contient I'identité. Il existe alors ([6], § 7) un espace X
compact, une mesure positive v de norme 1 tel que & soit isomorphe
par la structure de C*-algeébre a £~ (X,v) :

A: f>Ay, V fer® (X,v).

De plus, nous avons par construction :
1.4 ffdv — (o0 Ap o
X

L’isomorphisme A est continu si I'on munit £~ (X, v) de la topologie
faible de dual de £' (X, B (X), v) et @& de la topologie faible des opé-
rateurs sur €.

Construction de I'opérateur U : v étant une mesure finie £ (X, v)
est inclus dans £ (X, v) et est dense dans £* (X, v). Associons a tout
vecteur de la forme Ay w, dans 4¢ la fonction fe £ (X, v) :

(1.5) U: Arw, — fer”X,v)ce (X,
Nous avons de plus :

(1.6) CAgoo| Aywn> = wo lAg,—»f"v‘0>=/‘!_lfd”-

U s’étend donc en un opérateur unitaire de s¢ sur £2 (X, v). D’autre part
nous avons

1.7 Ar(Agm) =U (fg) = U= (f) U (Ag wo).
Cette formule s’étend par continuité & tout vecteur de se.
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218 E. MOURRE

DErFiniTION. — Pour tout A € B (X), E (4) désigne le projecteur spectral
sur #¢ correspondant par I’isomorphisme A 4 la fonction caractéristique Xa
du borélien A.

Soit £ et n € d¢, pz, désigne la mesure spectrale définie par
(1.8) pen (A) =<EIE Q) 7).

Notons que les mesures spectrales p, sont des mesures absolument
continues par rapport a la mesure v = pLy, 0, wo étant un vecteur sépara-
teur (voir [6], § 7). Pour simplifier, on notera p;: par p:.

ProrposiTION 2. — Soit B une algébre de von Neumann abélienne sur 4,
o un vecteur séparateur. Soit X un espace localement compact fel que B soit
isométriquement isomorphe a £~ (X, B (X), v), v étant la mesure spectrale
associée au vecteur » (voir [6], §7). Alors toute mesure positive finie p
continue par rapport & v est une mesure spectrale.

En effet, selon le théoréme de Radon-Nikodym il existe une fonction
1.9) fer (X,B(X),») telle que (A) =ffdv, V AeB (X).
A

Prenons alors une fonction positive de X dans R représentant f que
nous confondons avec f; et soit la suite de fonctions g, : X — R+ définie
par

(1.10 $@=f"@ s f@<n

go(x) =0 si f(x)>n.
Nous confondons ¢, avec une fonction égale presque partout et v
mesurable qui existe toujours (voir par exemple [7], III.6, lemme 9).
g€ £~ (X, v) converge presque partout vers f'/* et g, est majorée par /2.
Selon, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue [7], g. converge
en norme £ vers 2. Pour les mémes raisons g converge en norme !
vers f.

D’autre part :
(1 1800 = Aol = [ 19— gn P s,
X

ce qui montre que A, » converge vers un certain vecteur {4 tel que

(1.12) VAeBX): pf(d)=<i| EQ)E)
= lim (Ag 0| E@)A,ED

— lim []g.|*dv =ffdv.
A A

np—+x

C. Q. F. D.
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THEORIE ALGEBRIQUE DE LA DIFFUSION 219

¢. Conséquences des hypothéses asymptotiques A et B

Nous nous placons maintenant dans le cadre des hypothéses du para-
graphe 1 a. L’algébre @ est fixée, ainsi que le vecteur cyclique w, de mesure
spectrale notée v, et satisfont a la proposition 1. Nous nous restreindrons
au cas f tendant vers plus I'infini.

Désignons par p; la mesure spectrale associée au vecteur V.£ pour tout

team,
(1.13) pE@) =<E|VFE@Q)V.PE), VAeB(X)
ProposiTiON 3. — La famille de mesure (1), ¢ g est une famille de mesures

equi-continues par rapport a la mesure v = p.o, el il existe une mesure p3,
v continue felle que

(1.14) @) = lim pt(d)
>+ o
et
(1.15) CElAFE> = [ .
X
Démonstration. — L’hypothése A.1 entraine I’existence de la limite

dans l'expression (1.14) pour chaque A. Toutes les mesures p; étant

absolument continues par rapport a4 la mesure basique v, Iexistence

de la mesure p; est une conséquence directe du théoréme de Vitali-

Hahn-Saks. '
Assimilons & I'aide du théoréme de Radon-Nikodym chaque mesure p

a une fonction h,€£' (X, B (X), v) et ui a k. -
Nous avons donc par hypothése :

(1.16) fh, dv —>fh+ dv lorsque - + oo.
A A

Selon ([7], IV, théoréme 7) la famille h, converge faiblement ves h+,
c’est-a-dire

(1.17) Vfee* (X, ), ffh, dv ~>ffh+ dv  lorsque f-> + oo,
“X X '
D’autre part nous avons

(1.18) lim f[fhdv = lim {E|VIA; V. PE>=CE|ATED,
X L+ o0

>+

ce qui démontre la formule (1.15). En outre la famille (k;), est faiblement
sous-compacte. En effet une suite quelconque ¢, admet un point d’accumu-
lation £, ou tend vers I'infini. Si #, tend vers 4 oco; h+ est la limite faible
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220 E. MOURRE

de la suite h .. Si {, tend vers £, le groupe V, étant fortement continu,
il est facile de voir que la suite h {, admet aussi un point limite faible.

L’équicontinuité des mesures p; par rapport 4 la mesure v découle
alors de ([7], IV, corollaire 1.1).

Le théoréme suivant est démontré dans [2] sous ’hypothése @ = Hj.
Nous donnons ici une démonstration directe de la continuité faible de
Iisomorphisme.

TureorEME 1. — Sous les hypothéses A ef B Uapplication ® qui a tout
Ae@ associe A+e€ £ (M) est une étoile homomorphisme isométrique de &
dans £ (OW). De plus, il est faiblement continu et A+ = ® (Q) est unealgébre
de von Neumann sur On.

Le fait que ® soit une -homomorphisme de @ dans £ (OR) est une
conséquence de A, et A, (voir [2]).

Montrons que ® est faiblement continue :
Soit un voisinage faible de ® (As) = A} défini par £€on et ¢ >0 :

(1.19) V(AL ) ={ALlger (X, v)
et tels que (E[(AF —AJE) )| <el.

Selon la proposition 3, nous avons

(1.20) <£|A7—AZE,>=fx(f—g)dH‘€,

la mesure @ étant v-continue, il existe d’apres la proposition 2, un vecteur
t'e st tel que

(1.21) fx<f~g)du€=<z'|Af—Agz'>,

de sorte que I'on a
A, ) =V (ALE ),

ce qui prouve la continuité faible de @.

En utilisant ’hypothése B, on montre facilement que ® est isomé-
trique (cf. par exemple dans [6] la démonstration de la proposition 1, § 7).
@t la boule unité de A+ est donc I'image par l'application faiblement
continue ® de la boule unité @, de @& qui est faiblement compacte,
de sorte que @7 est faiblement fermée et par conséquent a+ [5].

2. OPERATEURS D’ONDES : Q+

ProposiTioN 4. — Il existe un vecteur » €N tel que (i soit égale a v.

En effet, @+ est isométriquement isomorphe a £~ (¥, B (X), v) puisque
ces deux algebres sont isométriquement isomorphe & @. L’isormophisme
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associe 4 toute fonction caractéristique ya le projecteur E+ (A). La
mesure v peut donc étre considérée comme une mesure sur A*. Il suffit
donc de démontrer conformément 4 la proposition 2 que la mesure v
sur @+ est absolument continue, par rapport 4 une mesure spectrale 3.
induite sur @+ par un vecteur o’ séparateur.

Soit donc »’ séparateur pour &+. On a donc :
(o' |E¥(Q)w'>=0 = E+(A)=0 = E()=0 (par hypothese),
ce qui entraine v (A) = 0.

Il existe un vecteur w €I tel que
@.1) (o Ex@)o)>=v@)=w|E@)o).

Il est clair que ce vecteur w est aussi séparateur pour a+.

Dans le but de construire un opérateur d’onde £+, on doit utiliser

I’hypothése supplémentaire suivante :

Hyroruise C : @+ est une algébre de von Neumann marimale abélienne
sur Jn.

ProposITION 5. — Les hypothéses A, B, C étant satisfaites, alors il existe
un opérateur Q+ sur K ltel que
2.2) QR+ Q+* =P et Q+* Q+ =1,
2.3) A+ = Q+ A Q+*,

11 suffit de définir 2 sur les vecteurs de 3¢ de la forme A w, de la fagon
suivante :

2.4) Q+ (As wo) = AT o, =@ (A)).

Il est facile de voir que I'opérateur s’étend alors en une isométrie
de support initial #¢ et de support final O qui vérifie (2.3).

TuEOREME 2. — Il existe, sous les hypothéses A, B, C, une famille d’opéra-
teurs bornés appartenant a & telle que

(2.5) Q+h =s. lim V#T, h.

>+

Pour un ensemble & de vecteur h dense dans €.
La démonstration repose sur le théoréme de Vitali-Hahn-Saks.

Démonstration. — Soit w = Q+ w,.

Considérons
U((Viw) =fer?(X,v) et U (wo) = 1€£* (X, v).
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222 E. MOURRE

Soit M; une fonction positive de ¢ tendant vers I'infini lorsque £ — co.
Posons

(2.6) fi@=f@ s [f@| <LV
=0 si | fi(@)| > M.
Posons alors :

(2.7) T[ = A.f;.

Montrons que

2.8) @ Jim [V Toop —o] =] T.oo— Vewl| = 0.
En effet :
@9 [Age Vool = [IF = filrdy = [ If e
X A,
(2.10) A =jzeX||fi@]> M}

V. étant un opérateur unitaire, on a

(Lllewv=léfAllftI?dst?v(At),

ce qui montre que la mesure v (Af) = Mlg tend vers zéro quand {— co.
¢

La famille pf, étant équicontinue par rapport a v (proposition 3),
les termes de la formule (2.9) tendent bien vers zéro lorsque ¢ — 4 co.
Montrons maintenant :

2.11) (0) lim |V} T, Aywo— Q- Asa || =0, VAsea.
{>+

En effet, en utilisant la définition de A+ nous voyons que
2.12) /lim |T:Aroy — Vi Ajo| = lim | T;Arwy —Ar Vew |
L >+ o t>+ o
= lim |[|As|.[| Tewo — Vi [
L+
C. Q. F. D.

Remarquons que pour la formule (2.5) puisse étre valable pour tout
vecteur de 4¢, il est nécessaire et suffisant que les opérateurs T, soient
uniformément bornés.

Ce théoréme présente une amélioration par rapport a celui exposé dans
[8] ou les opérateurs T, sont alors des opérateurs non bornés sur €.

Il reste cependant insatisfaisant; il ne fait pas intervenir tous les
vecteurs de 4¢. D’autre part dans les exemples physiques que ’on connait
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actuellement les opérateurs T, sont unitaires. Nous discutons ce cas
dans le théoréme suivant ;

THEOREME 3. — Supposons les hypothéses A et B satisfaites. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

() Pour chaque vecteur £ €O les valeurs suivantes p; (A) convergent
vers px (A) uniformément en A lorsque { — + o0.

(i) Pour chaque £ les mesures p.% convergent en norme vers px.,

(iii) L’algébre A+ est maximale abélienne et les opérateurs Q-+ vérifient

(2.5) Q+ =s.lim V} T,

>+ o>

ot Tiest une famille d’opérateurs unitaires dans &.

(i) < (ii) : La norme d’une mesure p. définie sur le couplet (X, B (X))
est définie par la valeur que prend la variation totale de la mesure p.
sur X (voir [7]) :

2.13) o] = @, X).
Les inégalités suivantes :

2.14 AY| = — ez A
@19 sup [p A=V (X)) =<4 sup (k@)

montre qu’une suite de mesure (. converge en norme vers zéro si et seule-
ment si la convergence de p* (A) vers zéro est uniforme en Ae€B (X).

(iii) = (i) : &+ est un opérateur isométrique de s¢ dans O1t. Soit £ €mn
et &' = Q+*t Nous avons

NEl=Hell =T VeE].

D’autre part, la suite de vecteurs T} V, ¢ converge faiblement vers £’
donc la suite converge fortement :

(2.15) s.HimT? V.5 = Q%5 Vieon

>+
De sorte que lorsque f - - oo, I'expression suivante :

@2.16)  (VEEQ@)VE>=(TrV.E|E@) TFV.ED

converge uniformément en A.
(ii) = (iii) :
a. Montrons que A+ est maximale abélienne. Pour cela il suffit de

montrer que le vecteur » (de la proposition 4) est cyclique pour @+,
Soit ne . Posons

g=UM:n) et fi=U( .
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Supposons que
(nlarw>=0 < (n|E*+(Q)w>=0, V AeB (X),
c’est-a-dire
2.17) n]ErQ)o> =pie (A) =0, V AeB (X).
L’hypotheése (ii) entraine donc que

@.18) lim | phe| =0 = lim flgtf,ldv.
>+ t>+wdy

Pour la méme raison la mesure pf, converge en norme vers la mesure v,
c’est-a-dire

@2.19) Iimf[|ﬁl‘2—1|dv=0.
t>+ o
 Montrons alors que
(2.20) lim f| geldv =0,
>+ X
En effet :

@.21) fxlgzldv=fxlytft*|dv+fxlgzl(l—lﬂl)dv,

de plus en utilisant I'inégalité de Schwartz et le fait que V, est unitaire
nous avons

2.22) fxlgzl(l —Ifz!)dvé<fxl g: I dv>m<fx(1 —|f[[)’dv>m
éilwllfxll—|f,|2|dv.

Les expression (2.18), (2.19) et (2.21) démontre donc la formule (2. 20).
Montrons maintenant que

2.23) lim [ gulr dv =0 = =],
tr+wdx
soit
(2.24) X, =zeX||g @]|>1],
2.25) v X< [ gl as = [1g.1a,
X, X

v (V) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers I'infini et & cause de I’équiconti-
nuité des mesures pf nous avons

(2.26) lim [ |g.|*dv = 0.

t>+=dy,

VOLUME A-XVvIII — 1973 — N° 3
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D’autre part nous pouvons écrire :

@2 [lord=[lgrd+ [ lgrd, X=X,
X X, X!

= |g:|2dv+f|gz|dv,
X

X

ce qui démontre (2.23) et par conséquent @+ est maximale abélienne..

b. Construction des opérateurs T, unitaires satisfaisant 1’équa-
tion (2.5).

Soit toujours f; = U (V, ), f,€ £* (X, v).

Il existe une famille fonction mesurable de module égal & 1 presque:
partout que nous noterons e!*: telles que

(2-28) fe=e""*[f].
Définissons alors la famille d’opérateurs T, par
(2.29) T: = A ei*,
Nous avons alors :
(2.30) Iim [|[V}Ti0y —w| = lim || T,w, — Vo,
>+ >+
@.31) =limf]ei“t—ﬁl‘ldvéf{l—|f,[2|dv,
tr+oJx X

Ces limites sont bien nulles en vertu de (2.22).
Nous avons donc bien :

(2.32) s.1im V* T, w, = 2+ .

>+

D’autre part, cette formule s’étend a tous les vecteurs de 7¢ de la
forme A, w, de la méme facon que dans le théoréme 2. De plus les opé-
rateurs T, étant unitaires, elle s’étend ici a tous les vecteurs de ze.

C. Q. F. D.
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