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Sur les variétés lorentziennes

munies d’une connexion principale

R. ROSCA et L. VANHECKE

Katholieke Universiteit te Leuven, Departement Wiskunde, Celestijnenlaan 200B
B 3030 Heverlee (Belgique)

Ann. lnst. Henri Poincaré,

Vol. XXII, ri° 3, 1975, :

Section A :

Physique théorique.

RÉSUMÉ. - On considère une variété lorentzienne V~ à n dimensions sur
laquelle on définit une connexion principale Une pareille connexion
introduit d’une manière naturelle deux 1-formes et deux champs dont on
étudie des automorphismes et transformations infinitésimales. On donne
des applications et des exemples dans le cas d’un espace-temps (n = 4).

INTRODUCTION

Étant donnée une C~-variété lorentzienne (ou hyperbolique) VnL de

dimension n, on peut décomposer l’espace tangent en chaque point
x E V~ en un 2-plan de Minkowski Hx et un (n-2)-plan spatial Sx. Le 2-plan Hx
est déterminé par deux vecteurs isotropes réels ;1 et ~n qui avec les n-2 vec-
teurs spatiaux ;r (r = 2, 3, ..., n - 1 ) forment une base vectorielle quasi-
orthonormée Les formes de connexion 03B1AB (A, B = 1 , 2, ..., n) afférentes
à la base duale ~~ - ~ aA ~ qui sont du type a 1 ou an(an = ou) sont dénom-
mées formes de connexion mixtes et une connexion ~p telle que al - kretr,
as - krar (ne pas sommer) est appelée une connexion principale. Une
variété V~ structurée par une pareille connexion (notée par V;) jouit d’un
ensemble de propriétés remarquables qui sont de plus susceptibles de diffé-
rentes interprétations, physiques dans le cas d’un espace-temps (n = 4).

Ainsi, soient llH et 11s les formes simples qui correspondent respectivement
à Hx et Sx. La première de ces formes est fermée et définit sur V; une struc-
ture pré-symplectique, le noyau de cette forme étant Sx, et la seconde est
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202 R. ROSCA ET L. VANHECKE

complètement intégrable. Les distributions définies par Hx et Sx sont les deux
involutives (elles définissent respectivement un 2- et un (n - 2)-feuilletage) ;
les sous-variétés intégrales de dimension maximale (surface temporelle)
de Hx sont toujours minimales tandis que celles de Sx sont minimales si I1s
est harmonique. Il convient de signaler que ces propriétés de minimalité sont
en accord avec un récent travail de S. Tachibana [14].
Une connexion V p met en évidence deux 1-formes de même classe 0 et 8

(la première est appelée 1 forme principale et la seconde son associée) et
deux champs X et X (le champ principal et son associé) qui sont liés à ces
formes moyennant l’isomorphisme pré-symplectique A : Hx(03B1p) ~ H;(V;).
Dans le cas particulier n = 4, ~ est le covecteur de Lee d’une certaine struc-
ture presque symplectique Q. Dans le cas général, différents automorphismes
et transformations infinitésimales sur V; mettant en X et X sont
étudiés.

Une V; jouit aussi de la propriété suivant laquelle elle porte toujours un
d’hypersurfaces singulières de défaut 1. Eu égard

1 n

aux définitions données dans [7], [8] une V; telle que k = 0,
k = "ikr = 0 est dénommée potentiellement presque minimale (dans ce cas ris
est harmonique et la réciproque est aussi vraie) et une V; telle que kr = /L,
kr = Il est dénommée potentiellement presque ombilicale.
Dans le cas d’un espace-temps V:’ la condition nécessaire et suffisante

pour que Q soit symplectique est que V; soit potentiellement presque mini-
male et si X est un automorphisme infinitésimal de 03A9 alors 0 est symplecti-
quement harmonique.
Pour une V; localement plate et potentiellement presque ombilicale la

connexion ~p est équi-affine et la 1-forme principale (resp. son associée) est
fermée (resp. complètement intégrable). Le champ principal et son associé
définissent dans ce cas respectivement certains automorphismes et certaines
transformations infinitésimales sur V;.

L’usage du formalisme vectoriel complexe construit dans [2] permet de
plus de mettre en évidence certaines propriétés qui ont trait à ce formalisme
dans le cas d’un espace-temps V: structuré par une connexion p.
Pour finir on donne plusieurs exemples de variétés lorentziennes V~ qui

sont munies d’une connexion V p et qui sont de plus soit du type potentiel-
lement presque minimale soit du type potentiellement presque ombilicale.

1. Soit VnI une C°°-variété lorentzienne (ou hyperbolique) de dimen-
sion n et de signature hyperbolique normale ( - - ... - + ) et soit

le faisceau des repères quasi-orthonormés [1 ], [11] ] associés au point géné-
rique x E VnI. La base vectorielle {A} d’un pareil repère, que nous
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notons par R == { x, ;A}, est formée par deux vecteurs isotropes réels, soit
si 1 et ~, et par n-2 vecteurs spatiaux ~r (r, s, ... = 2, 3, ..., n - 1 ) qui
sont tels que l’on a

Si est l’espace tangent à V~ en x, on peut le décomposer suivant

où Hx(V;) = { ~1, ~n } est un 2-plan de Minkowski et S~(v~) = { ~r ~ est un
(n - 2)-plan spatial.

est la base duale de { ~}. l’élément linéaire dx de V~ s’écrit

et en vertu de (1) la métrique de V~ rapportée à a pour expression

r

La connexion i7 sur V~ est donnée par

et de (1) et (5) on déduit

Le premier et le second groupe d’équations de structure afférentes à ~ sont

où SZB sont les 2-formes de courbure et la forme o~(= 2014 afl) est la compo-
sante d’homothétie (unique) de la connexion.

2. Nous dirons que la connexion 17 est principale si les formes de
connexion mixtes 03B1r1 et 03B11r satisfont à

Nous noterons désormais par ~p et V; respectivement la connexion 17
définie par (8) et la variété structurée par une pareille connexion.

Vol. XXII, n° 3 - 1975.



204 R. ROSCA ET L. VANHECKE

étant l’élément de volume de V" on peut écrire

où

sont des formes simples associées à Hx et Sx. En posant

nous conviendrons de dénommer la 1-forme

la 1-forme principale associée à la connexion Eu égard à (8) et (1 1) on
trouve alors

D’autre part, en vertu de (8) on a

Si on se rapporte aux définitions données dans [7], [8], les relations (15)
montrent que toute variété V; porte des couples d’hypersurfaces singulières
de défaut 1 ~ V" -1 ( 1 ), qui sont définies par

La variété spatiale Vs - 2 == n est alors une variété inté-
1 n

grale de la distribution involutive définie par les (n - 2)-plans 
Il est aussi facile de voir à l’aide de (8) que la distribution ~f définie par les
2-plans est aussi involutive.
La condition nécessaire et suffisante pour que le champ isotrope ;1

(resp. ~) soit un champ caractéristique [3] de I1s(;1 1 ~ ~JS = 0,
~ 1 --! d 11 = 0) est

En remarquant que ’18 et ’1s sont adjointes l’une de l’autre par rapport à la
métrique (4), on peut dire que tout champ h E Je est caractéristique
(k = k = 0) si et seulement si ’1s (ou ’1H) est harmonique = 0 = 

L’élément linéaire d’une surface intégrale de la distribution Je étant

les secondes formes fondamentales qJr de cette surface s’écrivent à l’aide de

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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où « N » indiquent les fonctions et formes induites. Le calcul des courbures

principales (par rapport au ds2 - montre aussitôt que cette surface
est toujours minimale.

D’autre part, l’élément linéaire d’une sous-variété intégrale de dimension
maximale de la distribution ~ est

Les secondes formes fondamentales sont ici

r

et par conséquent, en vertu de (12), les traces yl, yn respectivement de cpl
et ~pn sont

On en déduit que le vecteur de courbure moyenne (dans le sens de Bom-
piani) associé à l’immersion considérée est

En premier lieu il résulte de là que l’immersion de la variété intégrale est
minimale si ’1s est harmonique. En second lieu, elle est pseudo-minimale,
c’est-à-dire H Il = 0 [9], [10] si ;1 ou ~n définit un champ caractéristique
de 11s.

Il est bon de signaler que les propriétés de minimalité sont en accord
avec les considérations faites par S. Tachibana dans [14].
On a donc :

THÉORÈME. - Soit V p resp. une C~-variété lorentzienne de dimen-

sion n munie d’une connexion principale et l’espace tangent en x E V p.
Si et désignent respectivement le 2-plan de Minkowski et le
(n - 2)-plan spatial de et si 11" resp. ’1s est la forme simple correspon-
dant à H,~ resp. Sx et () est la 1 forme principale associée à la connexion 0 p,
alors 

’ 

(i ) 11H est .f’ermée et I1s est complètement intégrable;
(ii) ~1 resp. ~n est un champ caractéristique de ’1s si et seulement si () ’" an

resp. () ’" 

(iii ) 11s et 11" sont harmoniques si et seulement si tout champ ~ hx E 
est un champ caractéristique pour 11s;

Vol. XXII, n° 3 - 1975. 15
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(iv) v; porte des couples d’hypersurfaces singulières de défaut 1 associées;
(v) la distribution àf définie par les 2-plans Hx est involutive et les surfaces

intégrales sont toujours minimales;
(vi) la distribution ~ définie par les (n - 2)-plans Sx est involutive. Les

sous-variétés intégrales de dimension maximale sont minimales si 1]5 est har-
monique et pseudo-minimales si 1 ou n définit un champ caractéristique
de ris.

3. Le rang de la forme 1]8 étant 2 (noyau r~H = Sx) on peut dire en vertu
de (i) du théorème précédent, qu’elle définit sur V; une structure pré-sym-
plectique [13]. Par rapport à cette 2-forme la 1-forme principale paraît
comme la duale du champ

qu’on dénomme par la suite le champ principal. (X _J 17H = ~p où Xx E 
ç E définit en effet un isomorphisme d : H~(v~)). In-
variablement lié au champ X est le champ 

~ ~ ~ 

orthogonal à X et satisfaisant à

On le dénomme le champ principal associé. Il lui correspond par l’isomor-
phisme A la 1-forme principale associée

Eu égard à (9), (13) et (27) on peut écrire

et

Nous dirons que ces deux champs sont en involution par rapport à 11H si

On peut donc dire que X et X sont en involution si et seulement si ;1 ou ;n
définit un champ caractéristique de I1s.
De plus, l’adjointe ,~8 de 0 (resp. ,~8 de 6) par rapport à la métrique étant

resp.

on a

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A



207SUR LES VARIÉTÉS LORENTZIENNES MUNIES D’UNE CONNEXION PRINCIPALE

Ainsi 0 et 0sont orthogonales si et seulement si X est colinéaire à ~1 ± ;n.
Eu égard à ( 13), (27), (7) et (8) on a

d’où

où

On en conclut que 03B8 et 0 sont de même classe. De plus, on trouve

Introduisons maintenant sur une v;n de dimension paire 2n la 2-forme
presque symplectique

Par rapport à cette forme on a en vertu des définitions données dans [6]

(forme de torsion conforme ou deuxième tenseur conforme de cour-
bure [6]) est effective  SZn - 2 _ 0) et ÀQ est le covecteur de Lee [5]
( forme de torsion symplectique [6]). Dans le cas n = 2 on a

et puisque

il vient à l’aide de (14)

De même que pour n = 2 on trouve dans le cas général

A l’aide de (24), (25) et (8) on déduit sur une V] :

ce qui montre que X et X sont parallèles dans le faisceau u Hx [16] si et
seulement si

Vol. XXII, n° 3 - 1975.
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On en déduit que dans ce cas la connexion est équi-affine (« est un cobord)
et o est fermée.
On peut donc formuler le

THÉORÈME. - Soit V n une variété lorentzienne munie d’une connexion
principale. Le champ X sur V p, défini par X ’1H = 8 est dénommé le champ
principal, le champ X défini à un signe près par Xx E Hx, X i X = 0,
 X, X) = -  X, X ~, son associé et 03B8 = À L ~H la 1-forme principale
associée. Ces deux champs et formes jouissent des propriétés suivantes ;

(i) X et X sont en involution si et seulement si 1 ou ;n définit un champ
caractéristique de ris ;

(11 ) 9 et o sont orthogonales si et seulement si X est colinéaire à ;1 :t ~n;
(iü) 8 et o sont de même classe;
(iv) 8 est fermée si et seulement si ’1H est invariante par X ;
(v) si l’on considère sur une de dimension 2n la 2-forme presque sym-

dlectique Q défini par (37), alors o est le covecteur de Lee pour n = 2 et si Q
est cofermée alors ’1s est harmonique.

4. Faisons maintenant quelques considérations sur les 
1

d’hypersurfaces singulières (de défaut 1 ) associées qui ont été

signalés n au n~ 2. (resp. est définie par 0 (resp. an = 0)
1 n

et eu égard aux définitions données dans [7], [8] on a

a) si k = 0 (resp. k = 0) la variété (resp. est presque
1 n

minimale;

b) si kr = À (resp. kr = ~c) la variété (resp. Vn -1 (D)) est presque
1 n

ombilicale. 
_

En vertu de ces définitions nous dirons qu’une V; dont k = k = 0 est
potentiellement presque minimale et une V; dont kr = À, kr = ~c est poten-
tiellement presque ombilicale.

Considérons par exemple la variété L’élément linéaire s’écrit
1

et on en déduit

A l’aide de (7) et (8) on trouve

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A



209SUR LES VARIÉTÉS LORENTZIENNES MUNIES D’UNE CONNEXION PRINCIPALE

OÙ

et nous formulons le

THÉORÈME. - Une V p jouit des propriétés s’uivantes :

(i) V p est potentiellement presque minimale si et seulement si ris est har-
monique ;

(ii) l’élément linéaire de resp. est *-complètement inté-
1 n

grable si n resp. 1 est un champ caractéristique de fis.

Remarque. - Si la composante d’homothétie induite sur 

a

(a = 1, 2n) est nulle, alors les variétés sont harmoniquement minimales
(d /B *dx = 0) dans le cas (ü~ du théorème précédent.

5. Supposons maintenant que V; est un espace de Minkowski muni d’une
connexion principale (noté qui est de plus potentiellement presque
ombilicale. En vertu de la définition donnée, on a

La différentiation de

donne

Cela montre aussitôt que la connexion principale est équi-affine et que la
1-forme principale est un cobord. En outre, eu égard à (33) on trouve que
l’associée de e est complètement intégrable, soit

En vertu de (9), (14), (24), (25), (29) et (52) il vient

et

Vol. XXII, n° 3 - 1975.
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THÉORÈME. - Soit nnp un espace de Minkowski muni d’une connexion
principale qui est aussi potentiellement presque ombilicale. Par rapport aux
champs principaux et leurs formes duales, Nnp jouit des propriétés suivantes :

(i) la connexion principale est équi-affine;
(ii ) la 1-forme principale est fermée et son associée est complètement inté-

grable;
(iii ) le champ principal est un automorphisme infinitésimal de l’élément

de volume et la divergence de son associé est homothétique au produit kk;
(iv) le champ principal est un automorphisme infinitésimal de la 1 forme

principale et son associé est une transformation infinitésimale de cette forme
et de la forme associée.

6. Considérons maintenant le cas où V; est un espace-temps (n = 4).
En nous rapportant à (41) et (14) on a

et on peut dire que Q) est une variété symplectique si et seulement si
elle est potentiellement presque minimale.
Dans le cas général d’une structure presque symplectique on trouve après

calculs

et

De plus, si L est l’opérateur défini par L : ç - ç A Q (ç p-forme) et A son
adjoint par rapport à Q [6], on trouve

Dans le cas d’un espace relativiste qui est potentiellement presque
ombilicale, on déduit aussitôt

On a donc le

THÉORÈME. - Si V p est un espace-temps muni d’une connexion principale
et si S2 = I1H + 11~ est la 2-forme presque symplectique, alors on a :

(1 ) la condition nécessaire et suffisante pour que S2 soit symplectique est
que l’espace-temps soit potentiellement presque minimale;
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(ü) les adjointes symplectiques de la 1-forme principale et de son

associée sont simultanément autoconformes et conformes à la 2-forme spa-
tiale ri~;

(iii ) le champ principal (resp. son associé) est une relation intégrale
d’invariance de l’adjointe symplectique de la 1 forme principale (resp. de
la forme associée) ;

(iv) Q est conformément symplectique (8 = 03B403A9 fermée) si et seulement

si X est un automorphisme infinitésimal de la structure presque symplectique
et dans ce cas la 1 forme principale est Q-harmonique;

(v) par rapport à la structure presque symplectique, 8 et if jouissent de la
propriété suivante ;

Si V p est un espace de Minkowski qui est potentiellement presque ombilicale,
on a

(1 ) X est un automorphisme infinitésimal de la structure presque symplec-
tique ;

(ii ) la 1-forme principale est Q-harmonique;
(iii ) l’adjointe symplectique de la 1-forYne principale est invariante par le

champ principal et son associé.

7. Dans le cas d’un espace-temps nous allons mettre en évidence cer-
taines propriétés susceptibles d’être interprétées par le formalisme vectoriel
complexe [2].

Rappelons rapidement que ce formalisme est basé sur l’isomorphisme
local

où J~(4) et S03(C) sont respectivement le groupe de Lorentz à 4 dimensions
et le groupe tridimensionnel complexe de rotation. Il existe un automor-

phisme entre l’espace réel L A(2) des bivecteurs et l’espace tridimensionnel
complexe E3 des bivecteurs autoduaux. De même, l’espace L*A(2) des

2-formes 0’ A (Jk, { désignant un corepère de Sachs [12], est isomorphe
à l’espace des 2-formes autoduales C~. On peut prendre pour base de L *A(2)
les 2-formes complexes Z" et les formes complexes conjuguées Z~. Ces formes
ont pour expressions

A l’aide des équations de structure qui lient d 039B 03B8k aux formes de con-
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nexion, on obtient les équations de structure des 2-formes Z~. Il vient :

où Ua sont les 1-formes de connexion correspondant à l’espace C3. Les
formes Ua et leurs complexes conjuguées sont exprimées en fonction des
formes de connexion 0( par

Par rapport au corepère { 0~ ~~a et 6a sont exprimées par

où les douze coefficients (J a.k, o-ak à valeurs complexes correspondent dans le
formalisme vectoriel complexe aux coefficients spinoriels de Newmann et
Penrose.

Les coefficients de connexion 0 ( s’expriment en fonction des coefficients a(
par rapport au repère quasi-orthonormé, de la manière suivante :

Il suit de là que les conditions nécessaires et suffisantes pour que la con-
nexion 17 soit principale sont que

ou à l’aide de (66) :

où

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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Conformément à [4]

est la distorsion complexe de la congruence [h4] resp. [hl] et

est la dilatation complexe de la congruence [h4] resp. 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour une connexion principale

s’écrivent

et dans ce cas on a

On peut donc formuler, en nous rapportant au dictionnaire du formalisme
vectoriel complexe, le

THÉORÈME. - Un espace-temps est muni d’une connexion principale si et
seulement si

(i) les congruences et [hl] sont géodésiques;
(ü) les distorsions et dilatations complexes (u, 6’ resp. p, p’) sont réelles;
(iii )  ~h4h1, h2 ~ = 0 =  ~h1h4, h2 ~.

Dans ce cas, on a

V p est potentiellement presque minimale si et seulement si les dilatations
complexes sont nulles et potentiellement presque ombilicale si et seulement si
les distorsions complexes sont nulles.

8. Nous allons maintenant donner des exemples d’espaces-temps munis
d’une connexion principale. On considère les métriques étudiées dans [15].

Exemple 1.

où A, B, C sont des fonctions à valeurs positives de t.

Vol. XXII, n° 3 - 1975.



214 R. ROSCA ET L. VANHECKE

Posons

et

Un calcul qui ne pose pas de difficultés donne

On peut donc conclure que la connexion est principale et k = k. La variété V~
est potentiellement minimale si et seulement si BC est constant et poten-
tiellement presque ombilicale si et seulement si BC-1 est constant.

Exemple 2. Prenons maintenant la métrique du type « symétrie cen-
trale » :

En posant

et

on obtient

On voit aussitôt que la connexion est principale et V~ est toujours poten-
tiellement presque ombilicale. De plus, k + k = 0.

Exemple 3. - Finalement nous considérons la métrique

où A, B, C, D sont des fonctions à valeurs positives de x et t. Nous posons
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et

On trouve alors

ce qui montre de nouveau que la connexion est principale. L’espace-temps
est potentiellement presque minimale si et seulement si BC = cte et poten-
tiellement presque ombilicale si et seulement si BC -1 = cte.
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