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Le formalisme de contact
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J. BRYANT

Laboratoire de Mécanique Théorique,
Faculté des Sciences et des Techniques,

Université de Besançon, 25030, Besançon Cedex
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Vol. XXXVIII, n° 2, 1983,

Section A :

Physique théorique. ’

RÉSUMÉ. - On peut donner une formulation plus générale de la méca-
nique hamiltonienne en utilisant la notion de variété canonique exacte
introduite par Lichnerowicz. Un problème traditionnel, le problème des
N-Corps, est considéré sous cet aspect. De plus la mécanique relativiste
peut être formulée dans ce cadre.

ABSTRACT. - A more général formulation of Hamiltonian mechanics
can be given using the notion of exact canonical manifold introduced by
Lichnerowicz. A traditionnal problem, the N-Body problème is considered
from this view point. Furthermore, relativistic mechanics can be formulated
in this framework. 

________

INTRODUCTION

En analyse traditionnelle [4 ], comme plus récemment en géométrie
différentielle [5 ], le formalisme de contact va de pair avec le formalisme
symplectique. L’idée vient alors d’essayer de transposer ceci à la méca-
nique. Pour cela on est tenté de suivre une démarche traditionnelle, qui
part de la variété N = T*Q munie de la 2-forme úJ = dpi n dqi pour
introduire l’espace temps N x R. Nous avons alors à notre disposition
la 1-forme de Cartan-Poincaré oc = Hdt et le couple (N x R, a)
définit la structure de contact recherchée (du moins lorsque H n’est pas
homogène de degré 1 en dans ce cas a n’est pas de classe maximale).
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122 J. BRYANT

Cette structure convient plus particulièrement lorsqu’on veut inclure
la mécanique non conservative. Elle a cependant l’inconvénient de dépendre
du hamiltonien H, donc du mouvement particulier considéré ; et à ma
connaissance cette structure ne débouche pas sur une formulation qu’on
pourrait qualifier de hamiltonienne de la relativité et qui aurait justifié
son introduction.
Dans ce travail nous procédons autrement. Nous nous donnons au

départ une structure qui s’avère être un cas particulier de variété cano-
nique exacte [7] ] (elle-même cas particulier de structure de contact). Sur
cette variété la mécanique hamiltonienne est représentée par les champs
de vecteurs qui conservent la 1-forme de la structure. Le lien avec la struc-
ture symplectique classique apparaît dans le cadre de la réduction qui
est ici synonyme de projection de champs de vecteurs. Un exemple frappant
est donné par le problème des N-Corps dont les réductions successives
font passer d’une variété de contact à une variété symplectique et vice versa.

L’aspect le plus intéressant est cependant le prolongement qu’on peut
faire en relativité. Il apparaît que le mouvement de la particule relativiste
peut être représenté sur une variété canonique par un champ de vecteurs
particulier appelé champ de contact, et dans cette optique la masse propre
reçoit une définition intrinsèque, tout en jouant le rôle de 2n ~-1 e variable.
Nous obtenons ainsi une formulation hamiltonienne de la relativité diffé-
rente de la formulation lagrangienne habituelle.

1 LA NOTION DE FEUILLETAGE
ADAPTÉ A UN CHAMP DE VECTEURS

1) Soit M une variété COO de dimension n et Z un champ de vecteurs

régulier sur M. Nous supposons que le quotient M de M par le flot de Z
(N. B. Toutes les variétés que nous considérons sont supposées séparées)
est une variété COO et que la projection p de M sur M est une submersion.

Soit maintenant un champ de vecteurs X sur M tel que [X, Z] soit coli-
néaire à Z. On dit alors que Z admet la transformation infinitésimale X

et cela se traduit par le fait que X est projetable par Z. Il existe sur M un

champ de vecteurs X unique tel que :

(Tp’X a donc la même valeur pour tous les points d’une même trajectoire
de Z).
Remarquons que si X est projetable par Z, X est projetable par et

que le crochet de Lie de deux champs projetables par Z est encore proje-
table par Z (d’après l’identité de Jacobi).

2) Inversement, un champ de vecteurs sur la variété quotient M étant
donné, il est possible de le relever sur M lorsqu’on sait construire un feuille-

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section A



123LE FORMALISME EN MÉCANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE

tage adapté à Z. Par définition, il s’agit d’un feuilletage régulier de M dont
chaque feuille est transverse au flot de Z (Z est alors sécable). Chaque
feuille est nécessairement de dimension et définit une carte locale de M.

Il est clair que tout champ de vecteurs sur M induit un champ de vec-
teurs sur chaque feuille, et par conséquent sur toute la variété M.

D’après ce qui précède, si un champ Z possède un feuilletage adapté,
nous pouvons affirmer que la variété quotient M possède une structure
de variété (puisque le feuilletage définit un atlas de M) et que la pro-
jection p : M ~ M est bien une submersion.
Nous avons encore les propriétés suivantes :

a) Tout champ X sur M projetable par Z se décompose de manière
unique en :

où X est un champ projetable par Z tangent au feuilletage.
b) Étant donné deux champs X et Y projetables par Z nous savons que

[X, Y] est projetable par Z. Nous pouvons écrire :

et un calcul direct montre que :

c) Une r-forme ri étant donnée sur M, une condition nécessaire et suffi-
sante pour que a soit un invariant intégral absolu de Z est que :

Il est équivalent de dire que a est l’image réciproque d’une r-forme oc sur M.
Connaissant un feuilletage adapté à Z, une expression locale de oc est obtenue
en prenant la restriction de a à une feuille P : xi, ..., X~ étant r champs sur P
se déduisant comme nous le savons de r champs ... , Xr sur M, nous
avons, en posant 03B1|P = etp :

3 ) Une illustration de tout ceci est donnée par la formulation de la
mécanique hamiltonienne (conservative). Soit (N, co) une variété sym-
plectique et XH un champ hamiltonien sur N. Nous avons donc :

Considérons maintenant la variété M = N x R appelée « espace-temps »
et désignons par p : M -~ N la projection ~) = je. Autrement dit,

est la projection suivant le champ de vecteurs Z = 2014, qui admet pourp p J p 3~ q

Vol. XXXVIII, n" 2-1983.



124 J. BRYANT

feuilletage adapté les surfaces t = k. Sur M nous pouvons considérer le
champ de vecteurs régulier :

qui vérifie = XH ; = 1.

XH admet encore les surfaces t = k comme feuilletage adapté. Donc,
d’après ce qui précède, le quotient de M par les trajectoires de XH a encore
une structure de variété COO que l’on appelle « espace des mouvements »
et que nous désignons par No (voir [9 ]). Soit p0 la projection correspon-
dante (qui est encore une submersion). Tout champ X sur M se décompose
de manière unique en X = X + où X est un champ tangent au feuille-
tage.
Une 2-forme « canonique » a peut alors être construite sur M, qui est

en même temps un invariant intégral absolu de XH .
Nous définissons d’abord oc pour des champs tangents au feuilletage

en posant : ,... ’" ,... ’"

Nous supposons ensuite que oc est nulle pour tout champ colinéaire à X~.
c’est-à-dire: 

-

Le calcul de ex pour deux champs quelconques Xi et X2 (que l’on décom-
pose en Xl + et X2 + À2XH) donne alors l’expression générale sui-
vante de ri :

Nous avons da = = = 0 puisque co est fermée par hypo-
thèse, donc a est bien un invariant intégral absolu de XH (Nous reconnais-
sons dans oc la forme de Cartan-Poincaré) oc est l’image réciproque par po
de la 2-forme ccy dont l’expression locale est donnée par :

où X2 sont deux champs sur la feuille P et où X~ == 
a. donc une structure de variété symplectique

déduite de celle de (N, 0153). Récapitulons dans le schéma suivant :
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125LE FORMALISME EN MÉCANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE

II. VARIÉTÉS DE CONTACT
ET CHAMPS D’HOMOTHÉTIE

1) Par définition, une variété de contact M est une variété COO de dimen-
sion impaire 2n ~ 1 munie d’une 1-forme Q de classe constante 2~+1.
On montre [1] ] [5] ] qu’il existe un champ de vecteurs régulier Z sur (M, Q),

appelé champ caractéristique (ou Champ de Reeb) tel que :

Le champ Z est donc attaché à la structure de contact. Notons que dSZ est
un invariant intégral absolu pour Z.

2) Nous allons maintenant nous intéresser à un certain type de champ
de vecteurs défini sur une variété de contact et que nous appelons champ
d’homothétie. Par définition, il s’agit d’un champ de vecteurs Y tel que :

Une première propriété des champs d’homothétie est d’être projetables
par Z. En effet, nous avons :

d’où :

En utilisant l’hypothèse faite sur la classe de Q, ceci entraîne [Y, Z ] + Z = O.
[Y, Z] est colinéaire à Z donc Y est projetable par Z.

3) La formule de Cartan permet d’écrire :

où nous avons posé : F = iY03A9; II = - 

Cette décomposition de S2 va entraîner des propriétés remarquables
pour la structure de contact (M, Q).
En effet, nous voyons d’une part que l’application F : M ~ R est de

rang 1, puisque Q est de classe 2n + 1, et II est de même classe que dS2,
c’est-à-dire 2n (puisque d 03A0 = - Donc les surfaces F = constante
forment un feuilletage régulier de dimension 2n de M et ce feuilletage est
adapté à Z : en effet, comme : nous

avons : LZF = izd F = + n) = 1 ~ 0 et chaque feuille est transverse
à Z. Nous voyons d’autre part que la 1-forme n est un invariant intégral
abso lu de Z, puisque iz03A0 = 0 et izd 03A0 = - izd03A9 = 0.
Nous pouvons donc affirmer que le quotient M de M par les trajec-

toires de Z a une structure de variété et qu’il existe une 1-forme n sur M
de classe 2n telle que II = p*II (où p désigne la projection de M sur M).
Par conséquent (M, II) a une structure de variété symplectique exacte.

Vol. XXXVIII, n° 2-1983.



126 J. BRYANT

4) Considérons maintenant la projection Y de Y sur M (Y = Y)
et calculons iYd03A0 pour un champ de vecteurs quelconque X sur M :

où X est le champ tangent au feuilletage tel que X = Donc :

Nous en déduisons que iYd03A0 = II, c’est-à-dire que Y est le 
mental [7] de la structure symplectique (M, II). Notons que iY03A0 = 0 ;

Supposons que M soit une variété connexe et paracompacte et soit M’ le
quotient de M par les trajectoires de Y. A. Lichnerowicz montre alors que,
moyennant l’hypothèse que la projection p de M sur M’ est une submer-
sion et munit M’ d’une structure de variété différentiable de dimension

2n - 1, il existe une fonction w sur M (w &#x3E; 0) telle que la 1-forme 03A0 soit
un invariant intégral absolu de Y (w vérifie Lyw = w). W

(L’hypothèse sur p est vérifiée en particulier lorsqu’il existe un feuille-
tage adapté à Y comme nous le savons.)

Il existe alors une 1-forme 6’ de classe 2n - 1 sur M’ telle que 
donc (M’ 6’) est une variété de contact de dimension 2n - l.

L’existence d’un champ d’homothétie sur une variété de contact (M, Q)
de dimension 2n + 1 implique donc l’existence d’une variété symplec-
tique (M, II) de dimension 2n quotient de M par Z, et implique aussi, avec
une hypothèse adéquate sur Y, l’existence d’une nouvelle variété de contact
(M’, 6’) de dimension 2n - 1, quotient de M par Y. Le triplet (M, Q, Y)
constitue un cas particulier de ce que A. Lichnerowicz appelle une variété
canonique exacte. C’est ce terme que nous emploierons par la suite, étant
entendu qu’il s’agira d’un triplet du type précédent.

5) Posons-nous maintenant la question de l’existence d’un champ
d’homothétie sur (M, Q).
En prenant le produit intérieur par Z des deux membres de l’égalité

dF - II = Q nous obtenons :

en utilisant les propriétés de Il et Z.
Inversement, supposons que . nous connaissions une fonction F partout
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127LE FORMALISME EN MÉCANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE

de rang 1 solution de l’équation LZF = 1. Les surfaces F = constante
définissent un feuilletage adapté à Z. _

Posons IF == d F - Q. Nous avons :

donc FF est un invariant intégral absolu pour Z ; par conséquent IT est
l’image réciproque d’une 1-forme IT sur le quotient M de M par le flot
de Z. (M, n’) étant une variété symplectique exacte, il existe un champ
de vecteurs unique Y sur M tel que IT (en vertu de l’isomor-
phisme existant entre TM et T*M grâce à dIT). Y induit sur chaque feuille
F = constante un champ de vecteurs tangent, donc induit sur M un champ
de vecteurs Y tangent au feuilletage. Nous cherchons ensuite Y tel que :

Comme :

nous avons a - F ; Y = Y + FZ et il est facile de vérifier que nous avons
bien LYS2 = 0.
Y est donc parfaitement déterminé par la connaissance d’une fonction F,

solution de LZF = 1.
6) Traitons les exemples suivants :

a) Dans R3 euclidien, considérons :

où a1a2a3 sont des fonctions de x1x2x3 de classe C2, Q est de classe maxi-
male 3 si V . rot V ~ 0.
Le champ caractéristique de Q est :

F est solution de LZF = 1 soit :

OÙ A1A2A3 sont les composantes de rot V.
F est donc solution d’une équation aux dérivées partielles du premier

ordre non homogène (On sait que sa résolution se ramène à celle d’une équa-
tion du premier ordre homogène). Une fois cette équation résolue, nous
cherchons Y tel que LY03A9 = iYd03A9 + d F = Q, ce qui se traduit par :

Vol. XXXVIII, n° 2-1983.



128 J. BRYANT

Posons Y = Y + aZ avec : d F(Y) = grad F’Y = 0 (Y est donc tangent
au feuilletage). Nous avons :

d’où par division vectorielle :

03BB est déterminé par grad F. = 0, soit :

et comme : rotV-gradF = V’rotV nous avons :

Nous pouvons vérifier ensuite que i03A9 = Y’V = 0 donc a = F et :

b) Dans 2"~ muni des coordonnées (z, x~, y’) considérons: 
~ ~F

Nous avons Z = - donc une solution de LzF = - = 1 se met sous la
~Z 7Z

forme : F = z + 
~ ~ ~

En posant : Y = Yz - + Yxi - + Yyi l’égalité LY03A9=iYd03A9+dF=03A9
donne: ~ ~~ ~

De l’égalité iY03A9 = F nous tirons :

Y est donc déterminé par la donnée d’une fonction Notons que

7) De façon générale, nous pouvons appliquer le théorème de Darboux
à la 1-forme II qui est de classe constante 2n : au voisinage de tout x de M
tel que 0 (c’est-à-dire tel que II ~ 0 ou encore Y #- 0), il existe 2n

quantités telles que :

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section A



129LE FORMALISME EN MÉCANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE

Posons alors s = F. Nous avons :

et nous dirons que les 2n + 1 quantités s, pi, q‘ définissent un système de
coordonnées locales adaptées à (M, Q, Y). Dans ce système :

Reprenons l’exemple de R2n+1 muni de Q = dz - xidyi et considérons
le champ d’homothétie suivant (que nous rencontrerons encore par la
suite) défini par : V = - d’où :

et :

Supposons maintenant que yl &#x3E; 0. Nous pouvons alors écrire :

et choisir comme coordonnées adaptées :

d’où:

Soit alors :

Le quotient U de U par les trajectoires de Z == - peut être identifié àq p J 
~s 

p fie a

l’intersection de U avec la surface s = 0 et nous pouvons écrire :

Nous avons :

avec :

Vol. XXXVIII, n° 2-1983.



130 J. BRYANT

Comme Lyw = w &#x3E; 0 par hypothèse, les surfaces w = - p 1 = constante
définissant un feuilletage adapté à Y. En désignant par U’ la variété quo-
tient de U par les trajectoires de Y, nous pouvons affirmer que (U’, 6’)
a une structure de variété de contact de dimension 2n -1. Cette variété
va jouer un rôle fondamental dans la réduction du problème des N-corps,
comme nous le verrons par la suite. Avant cela nous devons étudier les
propriétés de deux types de champs de vecteurs que l’on peut définir sur
une variété canonique : les champs hamiltoniens et les champs de contact.

III CHAMPS DE VECTEURS
SUR UNE VARIÉTÉ CANONIQUE

1) Un champ hamiltonien sur une variété canonique (M, Q, Y) est un
champ X tel que : LxD = 0.
Le hamiltonien de X est la fonction H telle que : iX03A9 = - H. Notons que

si H est constant, X est colinéaire au champ caractéristique Z.
La terminologie employée va être justifiée par les propriétés suivantes :

a) X est projetable par Z. En effet :

Donc [X, Z] == 0. De plus, H est intégrale première de Z puisque :

b) Soit X la projection de X sur la variété quotient M. Nous allons
montrer que X est un champ hamiltonien ordinaire sur la variété symplec-
tique exacte (M, II). Pour cela, calculons la valeur de iXd03A0 pour un champ
de vecteurs quelconque V sur M :

où V est le champ tangent au feuilletage tel que V = T/? V. Donc :

puisque : Lx03A9 = d H = 0. Comme H est intégrale première de Z,
il existe H sur M telle que H = p*H et nous pouvons écrire :

et ceci quel que soit le champ V sur M. Nous en déduisons que ixd03A0 == - dH,
donc X est un champ hamiltonien sur (M, n), de hamiltonien H.

l’Institut Henri Poincaré-Section A



131LE FORMALISME EN MÉCANIQUE CLASSIQUE ET RELATIVISTE

c) Le champ X peut s’écrire : X = X + /!,Z où X est un champ tangent
au feuilletage. D’après ce qui précède, X apparaît comme un champ hamil-
tonien ordinaire défini sur chaque feuille F = iY03A9 == constante, et induit
par X. Dans un système de coordonnées locales adaptées nous avons :

avec : LZH = = 0. Les formules : Lx03A9 = 
entraînent

La variable s ( = F) joue le rôle de l’action et la fonction 03BB s’interprète
comme la fonction de Lagrange. Notons que ces quantités, tout comme
le hamiltonien H, sont intrinsèquement définies.

2) II est maintenant possible de reprendre la formulation de la méca-
nique hamiltonienne, cette fois dans le cadre plus général des variétés
canoniques : (M, Q, Y) définit la structure de base, indépendamment des
champs hamiltoniens, que l’on se donne ensuite par LX03A9 = 0. Par pro-
jection suivant Z, on obtient la structure symplectique exacte (M, II) sur
laquelle est définie le champ hamiltonien ordinaire X = Le feuille-

tage adapté est défini par les surfaces d’action constante (le temps t garde
son rôle de paramètre indépendant, mais ne joue plus en même temps de
rôle de variable).

De manière analogue à la formulation classique on peut chercher à définir
sur l’espace quotient de M par les trajectoires de X une structure de variété
symplectique (No, 03C90) que l’on appellera encore espace des mouvements.
Comme : LXF = LXF + = ~,, nous pouvons affirmer que, dans

le cas où ~, ~ 0, les surfaces d’action constante définissent un feuilletage
adapté à X, ce qui dote No d’une structure de variété différentiable (de
dimension 2n).

Vol. XXXVIII, n° 2-1983. 6



132 J. BRYANT

Il reste à définir sur No une 2-forme fermée de classe 2n, ou ce qui
revient au même, une 2-forme fermée oc de classe 2n sur M qui soit invariant
intégral absolu ~e X. Or, X étant champ hamiltonien sur (M, Q, Y), on peut
montrer que X est le champ caractéristique de la 1-forme - Q/H (où nous
supposons H ~ 0).
En effet :

La 2-forme a == d( - Q/H) est fermée et de classe 2n ; de plus a est un inva-
riant intégral absolu de X, puisque iXa = 0 ; ixda == 0. Donc lorsque H 7~ 0
il existe sur No une 2-forme fermée de classe 2n, telle que : a == 

(po désignant la projection de M sur No), et (No, a une structure de
variété symplectique.

Il reste à envisager les cas particuliers où /). est identiquement nulle d’une
part et où H = 0 d’autre part (et qui s’avèrent être les cas les plus inté-
ressants).

a) Supposons d’abord que ~, soit identiquement nulle, c’est-à-dire que X
soit partout tangent au feuilletage (puisque X = X). Dans ce cas LxF=0 et :

comme de plus :

nous pouvons affirmer que [X, Y] =0 donc que X est projetable par Y ; cette
propriété reste vraie si l’on considère les projections X et Y de X et Y par Z.
Comme iXd03A0 == 2014 d H ; iYd03A0 = II nous avons encore :

et :

soit :

Enfin pour déterminer iX03A0, nous calculons 

d’où :

et :

Il s’ensuit que 
- X définit un système , hamiltonien homogène, de hamil-

tonien homogène H. En effet, traduisons les propriétés précédentes dans un

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section A
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système de coordonnées locales adaptées ; dans un voisinage U d’un point je
de M nous avons II lu = et nous identifions loca-

lement M à la feuille d’action constante passant par x, que nous désignons
par V ; il en résulte :

L’égalité iX03A0 = H se traduit par

c’est-à-dire H est homogène de degré 1 par rapport 
Nous appliquerons ceci au problème des N-corps que nous pourrons

mettre sous forme homogène.
Une conséquence en sera la réduction de ce problème (correspondant

à la projection de X par Y) et le champ réduit (ou projeté) sera un exemple
de champ de contact dont l’étude sera abordée plus loin.

b) Supposons maintenant que H = 0. On montre classiquement que
les trajectoires du champ X sur H = 0 sont celles du champ hamiltonien X’,
de hamiltonien H’, sur H’ = 0 à condition que H’ = 0 et H = 0 définissent
la même sous-variété. Dans ce cas X’ = étant une fonction sur M.

Ceci peut être mis à profit localement, en résolvant H = 0 pour une des
3H

variables ; supposons qu’au point ~ 2014~ 7~ 0. Alors dans un voisinage de x
nous avons : p

Il faut remplacer X par X’ == ,uX avec ,u = et nous obtenons
alors le système hamiltonien :

Les 2n - 2 équations en p~, q°‘ définissent un système hamiltonien non
conservatif, H~ 1 correspondant à un hamiltonien « dépendant du temps »
en identifiant ql 1 à la variable indépendante.

Cependant, au lieu de procéder ainsi, il est possible de transformer le

Vol. XXXVIII, n° 2-1983.



134 J. BRYANT

champ hamiltonien sur H = 0 en un champ de contact sur une variété
de dimension 2n - 1 [7 ].
Notons pour finir que les deux cas précédents se combinent lorsqu’on

étudie un système hamiltonien homogène sur la sous-variété H = 0 ; dans
le cas du problème des N-corps, cela correspond à l’étude de la variété
de collision. Nous aurons l’occasion d’y revenir par la suite.

3) Un champ de contact sur une variété canonique (M, Q, Y) est un
champ X tel que :

est une fonction sur M. Le hamiltonien de contact [2] de X est la fonc-
tion K telle que : K.
Notons que si ~, est identiquement nulle, X est un champ hamiltonien,

et que si ~, = 1 X est un champ d’homothétie.
Donnons quelques propriétés des champs de contact :

a) Nous avons :

donc :

Comme :

Donc sauf si 03BB == constante, [X,Z] n’est pas colinéaire à Z, c’est-à-dire
X j9~ projetable ~r Z.

c) Dans un système de coordonnées adaptées, nous avons : Q = 
~ 

, 
~K 

....

Z = 2014 ; / = - - et les égalités:
os ds

entraînent
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