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Problème diophantien des moments
et modèle d’Ising

Pierre MOUSSA

Département de Physique Théorique, Centre d’Études Nucléaires de Saclay,
91191, Gif-sur-Yvette Cedex

Ann. Inst. Henri Poinearé, ’

Vol. XXXVIII, n° 4, 1983, ]

Section A :

Physique ’ théorique. ’

RÉSUMÉ. - On montre le lien entre fonctions thermodynamiques du
modèle d’Ising et fonctions génératrices d’un problème de moments dans
un anneau polynomial. Cette question est abordée par le biais d’une question
plus simple : le problème diophantien des moments, où les moments sont
des nombres entiers. Dans ce cas on montre que si le support de la mesure
est suffisamment restreint les seules mesures autorisées sont discrètes.
L’ensemble des solutions générales admet une structure intéressante dans
laquelle les transformations rationnelles de la variable semblent jouer un
rôle central.

ABSTRACT. - The thermodynamical quantities in Ising model are shown
to be connected with the generating function of a moment problem in a
polynomial ring. As a first attempt to solve this problem, a simpler one is
considered, namely the diophantine moment problem, where moments
are integers. It is shown that if the support of the measure is sufficiently
small, the measure must be discrète. The général set of solutions of the
diophantine moment problem shows an interesting structure in which
rational transformations of the measure seem to play an important rôle.

1. INTRODUCTION

Dans un article précédent [1 ], écrit en collaboration avec M. F. Barnsley
et D. Bessis, l’étude des propriétés d’analyticité des fonctions thermodyna-
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310 P. MOUSSA

miques du modèle d’Ising nous a conduit à définir un problème diophantien
des moments. En effet l’article fondamental de Lee et Yang [3] ] montre
que certaines fonctions thermodynamiques du modèle d’Ising apparaissent
comme reliées à un problème de moments trigonométriques d’une mesure
positive, mesure définie comme la densité limite de zéros de la fonction
de partition. Mais il apparaît aussi que ces moments s’expriment comme
des polynômes à coefficients entiers dans une variable représentant l’échelle
de température. Ces deux propriétés nous ont amenés à poser le problème
de moments trigonométriques à moments dans un anneau de polynômes.
Cependant, il est opportun de relier cette question à une question appa-
remment plus simple et que nous appellerons problème diophantien des
moments. La section 2 de l’exposé montre comment un tel problème
apparaît dans le modèle d’Ising. La suite de l’article reprend donc la ques-
tion suivante : quelles sont les mesures positives sur un intervalle [0,1B] ]
admettant pour moments des nombres entiers. La section 3 résoud le

problème pour A  4 et montre que les seules mesures permises sont
discrètes. La section 4 traite du cas A = 4, et montre que de nouvelles
solutions sont admises, représentant des mesures dont la densité admet
des points de branchement en racine carrée, et laisse ouverte la question
de l’existence de mesures singulières. La section 5 étudie les propriétés
générales des solutions pour A &#x3E; 4, en insistant surtout sur les transfor-
mations que l’on peut faire sur les mesures tout en conservant l’intégrité
des moments. Il est notamment montré que si l’on savait classifier les

solutions pour A = 2 ^_r 5 . 30, on pourrait les classifier pour toute
valeur de A. Quelques exemples sont donnés de la solution du problème
présentant des propriétés d’analyticité variées. Enfin la section 6 évoque
quelques questions connexes telles que, fonctions entières arithmétiques,
domaines de valeurs prises par des polynômes à coefficients entiers, pro-
blème de moments polynômiaux. L’exposé a été rédigé, de façon à ce que
les sections 3 à 6 puissent être lues indépendamment de la section 2 : leur
lecture ne demande aucune connaissance du problème physique qui a
motivé ce travail. Rappelons seulement que le cas A = 4 apparaît dans
le modèle d’Ising en dimension 1.
Le présent article reprend et développe les résultats de la référence 1,

en particulier la démonstration du théorème 1 est très différente. On utilise
ici le théorème 2, dont la démonstration est extraite de la référence [8 ],
concernant les valeurs prises par les polynômes à coefficients entiers. Les
théorèmes 8 à 12 sont originaux et ne figurent pas dans l’article [1 ].
En plus de mes collaborateurs de l’article [7] ] je tiens à remercier

G. et D. Choodnovsky, P. Deligne, B. Derrida, M. E. Fisher, M. Froissart,
F. Gramain, A. Martin et M. L. Mehta pour l’aide qu’ils m’ont apporté
dans les discussions que j’ai pu avoir avec eux.
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La rédaction de cet article a été suscitée par les Rencontres entre mathé-

maticiens et physiciens de l’Université de Strasbourg organisées dans le
cadre de la RCP25 du CNRS. Je remercie J. P. Ramis de m’avoir invité

à y donner un exposé sur le problème diophantien des moments [18 ].

2. LE MODÈLE D’ISING
COMME PROBLÈME DES MOMENTS

1 ) Le problème des moments trigonométriques
dans le modèle d’Ising.

Soit A un sous-ensemble fini (contenant N points) d’un réseau pério-
dique à d dimensions (exemple : réseau hypercubique A chaque point
i E A, on attache un « spin », c’est-à-dire une variable 6~ pouvant prendre
deux valeurs : 03C3i = ± 1. Une configuration {03C3i} est l’ensemble des valeurs
des spins à chaque point i E A. L’énergie de la configuration est :

La première somme porte sur les paires de points i et jE A qui sont
voisins sur le réseau, la deuxième somme porte sur tous les sites i E A.

J est communément appelé énergie d’échange, enfin h est le champ magné-
tique. Ce système de spin est communément dénommé modèle d’Ising [2 ].
Dans la suite on supposera le modèle ferromagnétique, c’est-à-dire J &#x3E; 0.

La thermodynamique du modèle à la température T, s’étudie à partir
de la fonction de partition que nous noterons ZN :

avec

La somme porte sur les 2N configurations engendrées en donnant indé-
pendemment aux 03C3i les valeurs + 1 ou - 1. L’énergie libre par site FN
et la magnétisation MN sont alors définies par :
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312 P. MOUSSA

On introduira dans la suite les variables :

x servira d’échelle pour repérer la température : 0  x ~ 1, et z rempla-
cera la variable de champ magnétique.

Tant que N reste fini, ZN prend la forme :

Ici q désigne le nombre de coordination du système c’est-à-dire le nombre
de plus proches voisins : q = 2â pour le réseau hypercubique. PN est un
polynôme de degré N en z, dont le terme de plus haut degré est zN. Dans
le cas J &#x3E; 0, Lee et Yang [3] ] ont montré que tous les zéros de ce polynôme
ont un module égal à 1. On trouvera une preuve moderne de ce théorème
dans les articles de Ruelle [4 ]. Lorsque N tend vers l’infini, les zéros de PN
se densifient sur le cercle 1 z 1 = 1 tout entier pour x sur une partie
seulement du cercle : ~&#x3E;6o(jc), lorsque Ce phénomène
est responsable de la transition de phase [5 ]. En effet, lorsque l’on passe
à la « limite thermodynamique », c’est-à-dire une limite N -1’ oo, prise
de façon à ce que le sous-ensemble A c ~d tende bien vers l’infini dans
toutes les directions, on voit que le point z = 1 (correspondant au champ
nul) reste dans la limite un point d’analyticité lorsque x &#x3E; Si on pose :

on montre alors facilement que pour x &#x3E; x~, on a

dont on infère :

Il n’y a pas de magnétisation spontanée. Au contraire pour x  x~, les

deux limites M(z -~ 1 +)etM(z -~ 1- ) peuvent être différentes (opposées
à cause de (9)), car z = 1 n’est plus un point d’analyticité. On peut alors
avoir une magnétisation spontanée. 

’

L’équation (7) permet d’écrire une représentation des fonctions thermo-
dynamiques dans la limite N -~ oo introduite en (8). En effet si on consi-
dère les N zéros z~ = de PN(z), on a : .

On déduit de cette formule une représentation de FN comme une somme
qui se transforme en une intégrale dans la limite N -~ oo . En groupant
deux par deux les zéros complexes conjugués on obtient :
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D’où:

A la limite N ---+ oo, on obtient :

ou 8) désigne le nombre de zéros de PN compris dans l’intervalle
angulaire (0, 8). N étant le degré de PN on a : .

Donc dpx(8) est une mesure positive de poids total égal à 1 sur l’inter-

valle :t (0, 203C0). On a compté avec un poids - 2 les zéros éventuels aux points- z= + 1.
La représentation ( 15) est une variante de la formule de Poisson qui

permet d’exprimer une fonction analytique dans |z 1  1, en fonction de
sa valeur au bord sur le.cercle unité. En effet en écrivant (Iorsqu’on en a
le droit !) : 

_ . __ ~ _ _ _

on a alors :

En d’autres termes, la densité de zéros est directement liée à la fonction
magnétisation en champ imaginaire pur.
Nous allons montrer maintenant que le développement en puissance de z

de M engendre un problème des moments trigonométriques : en effet,
(15) se réécrit : .

On en déduit le développement :

Vol. XXXVIII, n° 4-1983.
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avec

n’est donc rien d’autre que la fonction génératrice d’un problème
des moments trigonométriques. On trouvera dans la littérature (voir
articles de revues références [2] et [6 ]), de nombreux travaux consacrés
au calcul des coefficients qui portent souvent le nom de coefficients
de Mayer-Yvon. Ils sont les propriétés suivantes :

a)

b) est un polynôme de degré lq en x, pair si lq est pair, impair si
lq est impair.

c) Le degré d (t ) le plus bas des termes non nuls de est relié aux

propriétés topologiques du réseau : = t( q - 2) + 2 - L ou L est le
nombre maximum de boucles indépendantes contenu dans une configu-
ration de t points, reliés entre eux lorsqu’ils sont voisins sur le réseau.

d ) On peut définir le moment trigonométrique d’ordre zéro

e) pour l ~ 1, est un polynôme à coefficients entier. Cette pro-
priété est vérifiée pour tous les coefficients effectivement calculés. Elle
est probablement vraie en général, au moins pour les réseaux les plus
courants, mais une preuve complète manque encore. Dans la suite nous
supposerons cette propriété vraie.

2) Le passage au problème des moments sur un intervalle.

La représentation (15) de la magnétisation peut être mise sous la forme :

D’où en posant :

qui permet d’exprimer z en fonction de v :

Cette expression donne pour 0  v  1 la détermination correspondant
aux valeurs physiques réelles et positives du champ magnétique: h ¿ 0,
z  1. L’autre détermination de la racine donnera les champs magnétiques
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négatifs : h  0, z ~ 1. La symétrie de renversement du champ magné-
tique (équation (9)) relie ici deux feuillets différents dans la variable v.

On a les équations suivantes déduites de ( 14) ( 15) et (26)

En posant

avec

M est le rapport entre la magnétisation M et la magnétisation tanh 
d’un système de spin non couplés. Les équations (34) et (36) montrent
que M est la fonction génératrice d’un problème des moments sur l’inter-
valle (0,4). La mesure étant positive, M est une fonction de Stieltjes.

Mais ( 4 (ei03B8/2 + e-i03B8/2)2l. Le développement du binôme p er-

met alors de relier les moments trigonométriques (équation (23)) aux
moments (équation 30)
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or grâce à l’identité dont la vérification est immédiate :

on déduit que t m - ° 2 1 ( est un nombre entier.
Donc si est un polynôme à coefficients entiers (pour tout /? &#x3E; 1),

il en est de même de 4l l(x) (pour tout l &#x3E; 1 ). II existe une réciproque.

On a en effet et le développement classi q ue des

polynômes de Tchebycheff permet d’écrire :

L’identité immédiate :

montre que si est un polynôme à coefficients entiers pour tout p,
il en est de même pour 

Les coefficients ,u~(x) ont les propriétés suivantes [7] :

b) est un polynôme de degré lq en x, pair si q est pair.
e) /.o = 1/2.
d ) 4~~I(x) est un polynôme à coefficients entiers (sous les mêmes réserves

que la propriété mentionnée plus haut pour les 
e) 4~~u~(x) est divisible par (1 - x)I si q est impair et par (1 - si q est

pair (voir [7] pour la preuve) on écrira donc dans le cas q pair :

7~ est un polynôme de degré - 2 1 ~ 2014 2) de la variable x . On trouvera dans [7]
des tables de ces polynômes pour les réseaux les plus courants. On observe
que les coefficients de ~j sont non seulement entiers mais tous positifs,
propriété que nous ne savons ni prouver ni infirmer en général.
Nous terminerons cette partie par une remarque sur le support de la

mesure. A haute température (x voisin de 1 ), la densité de zéros ne recouvre
pas tout le cercle et l’intégrale (15) porte en fait non pas sur l’intervalle (0,7r)
mais sur l’intervalle 7r). L’angle 8o tend vers 7T lorsque x tend vers 1,
mais décroît lorsque x décroît, pour atteindre la valeur zéro à la tempé-
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rature critique atteinte pour x = En-dessous le support recouvre le
cercle entier ce qu’on écrit

Par conséquent dans les formules (34) et (36), l’intégrale porte en fait

sur l’intervalle 0,4 cos2 2).
3) Le problème des moments à coefficients polynômiaux.

En utilisant la propriété (43) nous pouvons toujours dans le cas où q est
pair, effectuer un nouveau changement de variable dans la représenta-
tion de Stieltjes (36) de M :

avec

Dans ces deux équations l’intégrale porte en fait sur l’intervalle (0, A(x)) avec :

et

Nous avons donc un problème des moments polynômiaux :

avec les propriétés suivantes (toujours dans le cas oû q est pair) :

a) pour t &#x3E; 1,7~ est un polynôme de degré l~q 2) de la variable x2
à coefficients entiers, 2

b) la fonction génératrice des moments est reliée à la magnétisation :

Vol. XXXVIII, n° 4-1983.



318 P. MOUSSA

en posant

,. 
4 cos2 80/2 . ,

d) dans l’intervalle (0, 1) le support Ao(x) = 
x - 2 

est en fait borne

(voir références [1] et [7 ]) : 
x - 2

Au voisinage de x = 1, ceci implique :

De plus en admettant que soit vérifiée pour toutes les valeurs de l, la
propriété déjà mentionnée de positivité des coefficients de définis
en (38), on déduit que A(x) doit être une fonction non décroissante de x
sur [0,1 ]. En effet AoM n’est autre que l’inverse du rayon de convergence
en ç de la série On a donc, sous ces hypothèses

4) Un cas particulier : le modèle d’Ising en dimension 1.

Dans ce cas on connaît exactement la solution [3 ] :

qui admet la représentation (15) avec

est défini par :

eo ne s’annule ’ que ’ lorsque x tend 0 vers zéro : en dimension 1, la tempéra-
ture critique ’ est nulle.
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Nous donnons maintenant les valeurs des autres quantités définies au
paragraphe précédent (les calculs sont élémentaires) :

est une constante :

de même que A(x) = 4. 
. 

/ 1B
Les nombres 03C0l sont entiers ! sauf 03C00 = 1 2) et sont les moments d’une

mesure positive de support [0,4]. La fonction génératrice des 7~ se déduit
de (55) : 

_ . ,.. _ _

Dans ce cas nous avons un problème des moments entiers, que nous
appellerons par la suite problème des moments diophantien.

5) Réduction des moments polynômiaux aux moments entiers.

De (47) et (48) Ón déduit :

d’après (48) et (53), A(x) est borné et suivant (54) sa borne supérieure est
égale à q 2 :

Donc la fonction génératric des ~cI donnée en (51) s’écrit

Mais 03C0l étant un polynôme de de g ré 2 en x2 , il est p ossible e nous
ramener à un problème des moments diophantien pour toute valeur ration-
nelle de x2 :

où r et s sont des entiers premiers entre eux.
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On peut introduire les entiers ~ ( sauf ~ = ~)
et

Donc en prenant comme nouvelle variable

on obtient pour la fonction génératrice des nl une représentation de Stieltjes :

avec

Nous avons pu au prix d’une extension du support, ramener le cas où
x2 est rationnel à un problème de moments entiers sur un intervalle [0, A] ]
avec dans notre cas A &#x3E; q2. Cet intervalle se réduit à 4 dans le cas q = 2
examiné au paragraphe précédent, correspondant à la dimension 1. Nous

avons fait une exception en admettant que n0 = 1 2, les autres moments
étant entiers. Il va de soi que ce problème est équivalent à no = 1, les autres
moments étant pairs. Il suffit pour cela de multiplier par 2.
Terminons par une remarque : en faisant varier x2 d’un rationnel à un

rationnel voisin, le dénominateur s, et donc la longueur du support peut
varier dans des proportions considérables. Nous verrons dans la section 5
que cette variation n’est pas déterminante. Cependant, les propriétés de
continuité en x du problème doivent être également considérées et doivent
apporter de nouvelles restrictions. Ceci est une question ouverte.

3. LE PROBLÈME DES MOMENTS DIOPHANTIEN
POUR A  4

Nous étudions les mesures positives de support inclus dans l’inter-
valle [0, A ], A  4, pour lesquelles les moments nl sont des nombres entiers :
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Nous considérons la fonction génératrice :

G(z) est une fonction de Stieltjes, analytique dans un plan coupé le long

de l’axe réel, entre 1 et + 00. On autorise la présence dans d x de distri-
butions de Dirac aux extrémités de l’intervalle o et A. Nous allons montrer le :

THÉORÈME 1. - Pour A  4, d,u(x) est une mesure discrète, c’est-à-dire
une superposition de mesures de Dirac et G(z) est une fraction rationnelle

dont tous tes ôtes sont simples, réels et situés dans l’intervalle 1 + o0 J.
Une preuve de ce théorème est donnée dans [1 ]. Nous allons donner ici

une preuve différente qui utilise le théorème suivant:

THÉORÈME 2. - Pour tout intervalle [a, [3], tet que 0  [3 - a  4, et
pour tout f; &#x3E; 0, it existe une suite infinie de polynômes à coefficients entiers
Pi(x), de degrés di croissants et non nécessairement consécutifs :

tels  8, dx E [et, Le coefficient de plus haut degré de chaque
polynôme Pi(x) est égal à + 1.
Nous donnons ici une preuve extraite de [8 ]. On considère tout d’abord

la suite des polynômes Um(y) définis par : 2 cos avec

y = 2 cos est un polynôme de degré n dont il est facile de voir

que le terme de plus haut degré est égal à 1. On considère ensuite les poly-
nômes Wm(x) définis par :

Wm est un polynôme de degré m, le coefficient du terme de plus haut degré
étant égal à 1. De plus on vérifie aisément que

Dans la suite, on séparera la partie entière [a] du réel a par la formule :

On veut extraire de la suite des polynômes Wm(x), des polynômes 

Vol. XXXVIII, n° 4-1983.



322 P. MOUSSA

dont les (k + 1 ) termes de plus haut degrés ont des coefficients entiers
(de xn à inclus) : 

,

Ces polynômes sont définis récursivement par :

En d’autres termes on arrondit successivement les coefficients d’ordre
n - k en soustrayant la partie décimale non pas multipliée par mais

par La raison est que l’on a une majoration pour Wm sur un inter-
valle plus large. Plus précisément on peut de toute façon réécrire (79)

Donc [x, ~8 ], on a :

Soit en posant

Donc on peut Vs &#x3E; 0, trouver un entier t = n - k, tel que

Les coefficients de SÎ (x) sont entiers sauf les l plus bas (allant de x0 jusqu’à
Si on développe maintenant S~), on peut séparer à nouveau partie

entière et décimale :
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Les forment pour n = 1, + 1, ..., une suite infinie de polynômes
de degré k, dont tous les coefficients sont bornés par 1. L’ensemble de tels
polynômes étant compact, cette suite infinie admet un point d’accumula-
tion. Il existe donc une sous-suite infinie de polynôme i = 1, 2, ...,
correspondant à des ni croissants tels que les coefficients de (~ii - 
soient bornés par E/ [3(l + 1) sup ( /3 p) ] -1, ainsi on a :

Mais de (84) on déduit alors :

qu’on peut alors majorer en utilisant (83) et (87), pour tout x E [a, ~3 ] :

Tous les polynômes ainsi construits ont des coefficients

entiers, ont des degrés (ici sup (ni, croissants, de plus le terme de plus
haut degré est égal à 1 comme on le voit d’après (79) et (85). Le théorème 2
est donc démontré.
Montrons maintenant le théorème 1. Pour A  4, il existe d’après le

théorème 2, un polynôme P(x) à coefficients entiers tel que :

On considère la suite de nombres :

Ces nombres sont entiers car les coefficients de P(x) et les moments
de la mesure sont entiers. En vertu de (90) cette suite mk est monotone non
croissante et bornée inférieurement par zéro. Les mk ont donc une limite
et comme ils sont entiers, à partir d’un certain ordre ko, on doit avoir

Mais alors

La positivité de la mesure impose que la mesure soit une mesure dis-
crète concentrée sur les zéros de P(x), et de plus on obtient ko = o. On
en déduit que la fonction génératrice (74) est une fraction rationnelle dont
les pôles simples sont situés sur l’intervalle [1/A, oo ] ce qui établit le théo-
rème 1.

Remarquons que tous les zéros de P(x) ne sont pas nécessairement
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