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ABSTRACT. — In the large-coupling constant limit (A — +o0) we study
the eigenvalues of the operators Py g,y = —A 4+ V (x) + Ag(x), where

g (z) is positive and g (z) ~ ¢ (Tg—|> |z|=% as |z| — +oo for some
§>0,c(z) € C®(S"1). V(z) is periodic with respect to a lattice I'. We
obtain an assymptotic expansion in powers of A™1/® of tr f (H) 4 (s)) for
f € Cg° (I) where [ is an open interval disjoint from the essential spectrum.

RESUME. — Dans le cas des grandes constantes de couplage (A — +00)
nous étudions les valeurs propres de I’opérateur Py g ;) = —A+V (z) +

Ag(z), o g(z) est positif et g(z) ~ ¢ (l—i—l—> |z|~% a Pinfini avec

§ >0, c(x) € C®(S"71). V (x) est périodique relativement 2 un réseau
I'. On obtient un développement asymptotique en puissances de A~/¢ de
tr f (Hxg(a)) si f € C§°(I) et I est un intervalle ouvert qui ne rencontre
pas le spectre essentiel.

Mots clés: Opérateurs de Schrodinger, limite semi-classique, grandes constantes de
couplage, développements asymptotiques, potentiels périodiques, densité d’éclats.
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190 M. DIMASSI
0. INTRODUCTION

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant:
Pagwy= —A+V(z)+Ag(z) (A— +o0) ©.1)

ol V (x), g(z) € C=(R™, R), V est I'-périodique, I' étant un réseau de
R™ - g (z) est strictement positif en dehors d’un ensemble fini de points.
On suppose qu’il existe (¢;)o<;<oo de classe C™ tels que, pour tout entier
N > 0 il existe ry (z) € C (R") tels que:

N T
g<w>=2¢f(m>‘x"6+w<w> pour |z| >1,
=0

|88 ()| < Cs(1+ |z])" 117N 1yg

Ici 6 est une constante strictement positive et ¢o > 0.
On définit,

P=-A+V(z).

P. A. Deift et R. Hempel [D-H] ont montré que pour presque toute énergie
E dans un gap de H, il existe des valeurs du paramétre de perturbation
A tel que E soit valeur propre de P g ;). Ce résultat est retrouvé par F.
Gesztesy et B. Simon [G-S]. Alama-Deift-Hempel [A-D-H], M. S. Birman
[Bl;, [Bls, M. S. Birman-M. Z. Solomyak [B-S];.s, R. Hempel [H] et
Sobolev [So] ont étudié aussi la question du nombre des valeurs propres
de Py4(;) dans un gap de P.

Dans le régime semi-classique (h — 0), on a obtenu dans [Di] un
développement asymptotique en puissances de h de tr f(Pyy)) ol
f € C°(I) et I un intervalle ouvert qui ne rencontre pas le spectre
essentiel de Py (ny). Ici nous avons posé

Py nyy = —A+V (y) + 9 (hy), 0.2)

et nous supposons que 1 (y) est une fonction de classe C*° qui est bornée
ainsi que toutes ces dérivées.

Dans le présent travail nous allons montrer que I'étude de tr f (P g ()
se ramene & un probléme semi-classique via la formule

tr f (P)\g(z)) =trf (P¢ (A-1/6 w’)\—l/é)) +O0(A™™>) (A— +00) (0.3)

oll ¢ (2, A~1/%), admet un développement asymptotique en puissances de
A~1/8 dont les coefficients sont des fonctions uniformément bornées en x
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DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR DES PERTURBATIONS FORTES 191

et de méme pour leurs dérivées en z. De plus o (A\~/¢ z, A\=1/%) coincide
avec Ag(z) en dehors de Qu (A) = {z € R*/Ag(z) > M} pour M
assez grand.

Le fait que les résultats dans [Di] restent valables pour des fonctions
du type ¢ (z, A"Y%), h = A~1/%, nous ramene 2 un probléme identique
a (0.2). On obtient:

trf(P)\g(z))N)\n/é Z ak/\—kﬂS ()\—> +OO)
k>0
avec

ap = (2I)™" /n/*2f<¢g< )[mr6+Ak(§))d5dx

(On désigne par (A (£))rx>1 les valeurs propres de Floquet associées a H
et E* est une cellule de périodicité pour le réseau dual de I'.)

1. DEFINITIONS ET RESULTATS

Soit V (z) € C> (R", R), I'-périodique od I' = @ a; Z etles (a;)1<i<n

forment une base de R™: V{(z++v) = V(z) quels que soient y € T,
z € R™.
Soit g (z) € C*= (R™, R) tels que:

g (z) est strictement positif. (H.1)
(Voir remarque 4.2 pour un affaiblissement de cette hypothese.)
Il existe ¢; € C° (S™1) 0 < 5 < oo tel que
pour tout entier N >0, il existe ry (z) € C* (R", R) tel que

@) =S¢ [ =) |z| T +ry(z), |z|>1, (H2)

10y (z)| < Ca(1+ |z]|) 1PI7N=1 vg.
Ici 6 est une constante strictement positive et ¢o > 0. On définit:
P=-A+V(x)
Ph—‘sg(x):P-!-h_&g(a:) (h — 0).

Vol. 61, n° 2-1994.



192 M. DIMASSI

I ={y eR"/e) =1, VyeT}
E resp. E*, un domaine fondamental borné du réseau I' resp. I'*.
Pour ¢ € R, soit He = (D, + £)? + V (y) I'opérateur auto-adjoint non
borné sur Ky = L% (R™/I") et soient i (§), k = 1, 2, 3,... les valeurs
propres de H, comptées avec leurs multiplicités que I’on range par ordre

croissant. D’apres la théorie de Floquet le spectre o (P) de P est la réunion
de bandes Jj

+o0
o(P)=J 7k avec Jy=A(R"/T).
k=1

Il est bien connu que (cf. [Re-Si], [Sj]) le spectre de P est purement
absolument continu.

D’apres I’hypothése (H.2) et la théorie des perturbations (plus précisément
le théoreme de Weyl) on a:

Oess (PAg(z)) = Oess (P) = U(P)
(On rappelle que oess (A), le spectre essentiel de A, est donné par
Oess (A) =0 (A)\Udisc (A)

oll 0g4isc est 'ensemble des valeurs propres de A isolées et de multiplicité
finie.)
Fixons un intervalle fermé K = [a, ] tel que:

Kno(P)=¢.
Donc pour f € C° (R) et supp f C K, f (P4 ()) est un opérateur a trace.
Notre résultat principal est:

THEOREME 1. 1. — Soient k = [a, 5] un intervalle fermé disjoint du spectre

N

o (P) de P et f une fonction de classe C* a valeurs réelles et a support
dans K.

On suppose que g (x) vérifie (H.1) et (H.2). Alors,

+o0
tr f (Prg@@) ~ A2 D ax A8 (A= +00)
k=0
avec

a0 = (2T1)" /R; I > f(¢o (li—l) |m|—5+Ak<£>) dé dz.

((Ak ())k>1, désignent les valeurs propres de Floquet associées a
Uopérateur P = —A +V (x).)
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DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR DES PERTURBATIONS FORTES 193
2. DEBUT DE LA PREUVE DE (0.3)

On pose A = h™® ol § est la constante introduite dans (H.2). Pour
M > 0 fixé, on note:

Qs (h) ={z eR"/h™° g(z) > M}.
D’apres (H.1) et (H.2) il existe Cy, Cy > 0 tel que
B(Co M~Yoh=Yy € Qpr () € B(CL M™Y4 b1
={zeR"/|z| <CLM Y5 p1}

quand MY%h > 0 assez petit.
En utilisant (H.1), et (H.2) on peut construire deux fonctions o (z, h),
Wi (z) (ho dépend de M) tels que:
1) ¢ (z, h), Wi (x) sont C* en z pour h €]0, hg].
i) h=° g (z) = @ (hx, h) + Wy (z) avec supp Wy, C Qy ().

iii) o (h, h) > % pour @ € Q15 (h).

iv) |0f ¢ (z, h)| < Cs ¥ B (Cp est indépendant de h dans |0, hq)).

On peut prendre

oo h)=(1-x@)h g (T) +nux(@)

avec x (z) de classe C*°, égale 4 un voisinage de zéro et a support assez
petit et p assez grand. v
Soit b (t) € O (R) supérieure & M/3, égale a ¢ pour ¢ > % On pose
Fy(z, h) = b(p (hz, b))
Fy(z, h) =b(h™° g (x)).

Soit f une extension de f (la fonction introduite dans le théoréme)
telle que

@) f(z) e C® (C), supp f C € ( voisinage complexe de supp f).

(b) f(2) = f(2) pour tout z € R.

(©) 8f(2) = O(|Imz|¥) pour tous N € N, z dans I o II = {z €
C/|Imz| < 1}.

Alors on a

f (Ph—ﬁg(m)) = —I—]:I- / 5]2:(2) (Z — Ph—-6 g(x))_-l (L dZ) (21)

Ici (L dz) est la mesure de Lebesgue sur le plan complexe C ~ R2. Pour
plus de détails sur la formule (2.1) on renvoie a [He-Sj] voir aussi [Di].

Vol. 61, n° 2-1994.



194 M. DIMASSI

Remarque 2.1.
1. Comme f est a support compact, alors pour M trés grand (z — PE)‘1
i = 1, 2 est analytique dans un voisinage complexe de supp f. Ici
Pp = —A+V (2) + F; (z, h).
2. Par construction de Fj et F5 on a:
% Fy(z, h) =0 (h™%) Vau

d (supp Wy, supp (h~° g (z) — F2 (z, h))),

d (supp Wy, supp (¢ (zh, h) — F1(z, h)))

> (@ (1), g () > 200 @2)

(a (M) est une constante qui ne dépend que de M). O
Comme h~% g (z) = Wy (z) + ¢ (hz, h) on trouve
(2 = Ph-s g()) " = (2 = Py (ha,n) "
= (z — Pp-s g(m))_l Wi (Z - P¢)_1 2.3)
ot P, = Pyhon)y = —A+ V (z) + ¢ (hz, h).
Une substitution de
(2= Phsg(@) " = (2= Pr,) ™"

4+ (2= Ph-sg(x) (K0 g(2) — Fa(z, h)) (2 — Pp,)™ ' 24
et

(z — P<p)_l =(z - PFI)—I
(e Pr) M (o (ha ) - Fi (@, ) (- BT 29)

a droite dans (2.3) donne
(2= Posg@) ' = (2= Pp) ' = (2= Pg) ' Wi (2 = Pp,)™"

— (2= Pp,) ' Wi (2= Pr) (o= F1) (2 = P) 7"

+ (2= Ph-s gw) T (B0 g (2) = F2 (3, b))

X (Z - PFQ)_1 Wi (Z - PFI)_l

— (2= Pyt g()) " (A g (x) = Fa (2, 1)) (z = Pr,) ™"
Wi (z = Pr) (o — F1) (2= Pp) 7"

=(1)+(2)+(3)+ (4). (2.6)
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DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR DES PERTURBATIONS FORTES 195
D’apres la remarque 2.1 le premier terme du second membre de 1I’égalité
(2.6) est analytique dans un voisinage de supp f. Donc (2.1) entraine

LEMME 2.2.

] (Pusyio) = 10 () = e ([ 972) ) (2a2))

- %tr (/ df (2) (3) (Ldz)) - %tr (/ af (2) (4) (Ldz)).

Nous avons préparé la preuve du résultat suivant qui équivaut a (0.3).
PrOPOSITION 2.3.. — Sous les hypotheses (H.1) et (H.2)
br f (Prs g (@) = 00 f (Po (ha, 1)) + O (%), (B —0).
(On désigne par O (h™) une quantité qui est O (h™) pour tout N > 0.)

3. FIN DE LA PREUVE DE (0.3)

La preuve repose sur quelques lemmes. On rappelle que € est un
voisinage complexe borné de supp f, ho est la constante introduite pour la
construction de ¢ (z, h), Wy ().

LemME 3. 1. — Fixons m dans Z et posons

21 meo

v A () e
1, m= —1.
Il existe C = C (m), assez grand, tel que pour tous z € Q, h €] 0, ho| et tout

1
Die o (Rn @ il oo < ——— < <
(¢i)i=1,2 € C= (R™) avec ||0% ¢;|| L~ < o pourl < |a| < |m|+2

et Yy, = g sur suppWy, on a:
Wi exp 91 (z) (2 = Pr.) ™" exp ~t (2)l|c arm, s
< O (m) =N M+ 3.1)

[x] est le plus grand entier < z.
Preuve. — On choisit M tel que

V(z)+ F;(z, h) —Rez >

% Vze. (3.2)

Vol. 61, n°® 2-1994.



196 M. DIMASSI

(On rappelle que V (x), © sont bornées et F; (z, h) > %, Vr € R,
h €10, hol)
Pour ||V 4a||r~ assez petit, la formule
exp (12 (¢)) (Pr, — 2) exp —2 (2)
=Pp, —2— |V |?+ Ve - V+V Vi 3.3)

et le fait que V iy - V + V - V4 est antisymétrique entrainent:
Re (exp 92 () (Pr, — 2) exp —¢2 (¢) u/u)
M
= ((Pr, - Rez| V92 |?) ulu) > [lullZ--
En utilisant (3.2), on obtient
4
llexp (2 (@) ullze < 371 exp (¥2 (2)) (PR — Z)ullz. G4

Par les inégalités elliptiques on a, pour tout m € N il existe a,, (constante
qui ne dépend que de m) tel que pour tout u € H m+2 (R™),

llull vz @ey < am [[(=A + 1) ullm @) (3.5)
(3.5) combiné avec la formule
exp 2 (z) (—A + 1) exp (=42 (2)) = (~A + 1) = | Vi |?
+ Apa+ Ve -V

entraine qu’il existe b,, tel que pour tout u € H m+2 (R™) on a:

l[ull g2 @ny < am [l exp (2 (2)) (A + 1) exp (=92 (2)) wlla-

+ bm sup 10% wallzee ||ull gm+2]- (3.6)
1<|a|<m+2

Donc pour @, brm sup |0 4ha|| L assez petit (3.6) implique: il
1< |a| <m+2
existe C = C(m) tel que
l[ull e < C (m) || exp (2 (2)) (=A + 1) exp (=2 (z)) ullzr- 3.7)
Comme 82 F; (z, h) = O (h™°) V a, alors 2 partir de (3.7) on obtient
l[ullgm+z < C (m) [||exp (2 (2)) (Pr, — 2) exp(—¢2 («)) ulla-
+0 (h™) llullan] (38

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Physique théorique



DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR DES PERTURBATIONS FORTES 197
et par induction par rapport & m on trouve que pour tout m € N il existe
C = C(m) tel que

lllznsa < € (m) = TEFD® [ exp (2 (2)) (Pr - 2)
x exp (=92 (2)) |z~ + |lullL2]- (3.9)

Comme % () = 95 () sur supp W}, et 3 W}, (z) = O (h™?) V « alors

llexp (1 () Wi ull ez = O (A7°) || exp (92 (2)) ullgmsz.  (3.10)

Maintenant pour m € N, (3.1) découle de (3.4), (3.9) et (3.10). Par
dualité on obtient le cas m < —2 et par interpolation m = —1.

LEMME 3.2. — Sous les conditions du lemme 3.1 et pour tous k, L € N
il existe C = C(m, k, L) tel que

(1 @) Wa @) (= Pr) Y -

exp z z)(z — Pp,

' " g h=g(z) - Fy i=2
< Cnt,

L (Hm’Hm+k)

quels que soient z € , b €]0, hy).

exp(—12 (7))

Preuve. — On démontre (3.11) explicitement dans le cas ¢ = 1 et la
méme démonstration donne le cas ¢ = 2. On rappelle que supp W, est
contenu dans la boule de centre zéro et de rayon (C;h~'M~1/%) et

a(M
d(supp (o — Fy), —suppWy) = 20
Soient x1, X2, - .., X& des fonctions de classe C*°, bornées tel que:
Whx1 = W
Xv Xv—-1 = Xv-1 ZSVSk
(p—F1)xx = 0.

Alors,
Wh (2 — Pr,) "' (¢ — F1)
=Whx1--xk (2= Pr) " (9o = F1)
=Whx1- Xe-1 Xk (2= Pr) " (9 — F1)
=Whx1- Xe—1[Pry, Xkl (2 = Pr,) ™! (9 — FY)
=Wy (2 — Pr,) " [Pry, x&] -+ (2 — Pp,)™?
[Pr,, xu](z = Pr) ™" (p = F1). (3.12)

Vol. 61, n°® 2-1994.



198 M. DIMASSI

Ici, [, ] est le commutateur de deux opérateurs: [A, B] = AB — BA.
D’apres (3.1)

exp ($1 (2)) [Pry, X (2 — Pr) ™" exp (=42 (z)) = O (R W+2)%)

dans £ (H™, H™t1).
En utilisant (3.12), (3.13) on obtient:
|| exp (91 () Wh () (z — Pr,) ™" exp (=92 (2)llc am, mmss)
=0 (h~N W), (3.14)

Soient 0 < a; < ag tels que

suppW, C B (0, %1—) et ¢p—F, =0 sur B (0, %)

On considere une fonction positive x (t) dans C> (R*) tel que:

0 st t<ay_ .
x (1) = ‘ JIci T est une constante > 0.
T st t>ao

On suppose que les dérivées d’ordre non nuls de x sont assez petits en
norme L (R1).

Pour h €]0, hg], on pose:

1
¢n (#) = 7 x (ha).

D’apres la construction de %y, (z), (3.11) reste vrai si on remplace ¢ (z)

par 2 (z) — ¥n (2).
-
Comme exp —9y, () = exp —7 sur supp (¢ — F1), on trouve

|| exp (1 (2)) Wi (2) (z — Pr,) ™" exp —(2 (z) — ¥n (z)) (¢ — F1) exp
_N(m T
— 1 (@)|| (g, ey = O (h N (m, k) exp_ﬁ)
ce qui achéve la démonstration de (3.11). ©

Pour h > 0, z € Q, on note K;(z,y, 2, h), i+ = 1, 2 le noyau de
I’opérateur A;

LB 1=1
Al’-———‘Wh(ZL')(Z—PFi)1{h—ég(x)_F2 i= }

ProposiTioN 3.3. — Fixons N dans N.

Annales de Ulnstitut Henri Poincaré - Physique théorique



DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR DES PERTURBATIONS FORTES 199

Il existe C = C(N) tel que pour tous z € Q, h €]0, hy] || < N,
18] < N

2K (z,y, z, h)
1

=0 <h°° exp —5> [d(x, supp W) + d (y, supp W3)]). (3.15)

Preuve. — On prend ¢; (z) = ¥z (z) £ w-2/C (C a choisir trés grand
pour que vy, v, satisfassent aux conditions du lemme 3.2), w € S™ 1.
Pour s > — le noyau K (z, y) d’un opérateur A de L£L(H™°, H®) est
donné par la formule

K (x, y) = / K(z,0)6(t-y)dt=[A-8(e—)](z)  (3.16)

(6 est la distribution de Dirac).

D’apres les inégalités de Sobolev, en considérant y comme parameétre, il
existe une constante C; (qui ne dépend que de s) tel que:

| K (z,y)| <Gl

A”L(H‘S,HS) 16 (o = y)”H—

Comme |6 (o — y)||zr-+ est indépendant de y alors (quitte & remplacer C;
par C,) on obtient:

|K (z,y)| <C:llAllca-+my  V(z, y) €R" (3.17)

En appliquant (3.17) & ’opérateur exp <i ‘ic—a-g) A; exp (:F %) et
en tenant compte du lemme 3.2 on trouve que pour tout s > g et tout

entier L > 0, il existe C (s, L) tel que

exp i(&)—(%_—y)-) K;(z,y, 2, h)l < C(s, L)hL. (3.18)

Du fait que C (s, L) est indépendant de w dans S™~!, on peut remplacer

dans le membre 3 gauche de l'inégalité (3.18) exp 2 Z =¥ Lo

C
J%%?—'. D’autre part sur II, (supp K; (=, y, 2, h)) C supp W}, on a

|z —y| > d(ysupp W4). Donc on aura

exp

1
|Ki (.T, Y, 2, h)[ <C (37 L) hL Wh (IE) exp_ﬁ d(y7 supp Wh)

Ce qui donne (3.15) pour |a| = || = N = 0.

Vol. 61, n° 2-1994.



200 M. DIMASSI

(On rappelle que W, (z) = O (h=%) et W}, (x) est a support compact.)
Pour N quelconque on utilise 1’opérateur

TP = (8, — w)* exp (- 2) Ai exp (~w - ) (=0, + w)’.

TP vérifie (3.11). Car (9, — w)® = O (1) dans £ (H®, Ho~1el),

Maintenant, il suffit de remarquer que le noyau associé & Ti"“’ﬂ est égal
aexp (w-(x—y))020P Ki(x,y,2 h). O

Comme conséquence de la proposition 3.3:

COROLLAIRE 3.4. — Pour (h, z) dans |0, ho] x Q K, (z, y, z, h) est C™
en (z,y) dans R2",.

PROPOSITION 3.5. — Soit A un opérateur dans L (L?(R™)). On note
K (z, y) le noyau associé a A.

Supposons que K (z, y) € C* (R%™) et pour tous multi-indices ., (3 tel
que || + |B| < 2n+1 on ait 02 0L K (z, y) € L’ (R®™). Alors A est
un opérateur a trace et

Alle = tr (4, A2 <Co Y (020K (=, )12 ey

la|+]8]<2n+1
(C,, est une constante qui ne dépend que de n.)

Preuve. — Considérons d’abord un autre opérateur A € £(L? (T,,) avec
noyau K (z, y) € C° (T, x T,,) avec T,, = R"/(211Z)".

Soit ey = (vol (T,))*/2 exp i (a - ).

Pour «, # € Z™, on note

. . dy dx
K(a,8)=(Ae,-e5) = iley=02) g (g,
(Oé ﬂ) ( [3) /IrnxTn € ( y) vol (-I]-n)

le coefficient de la matrice, dans la base (e,) « € Z", associé 2 A.
Par intégration par parties, on a:
1+ o] + 18" K (a, B
<C, > 105 0y K|z (7,7,.)-
|+ 1v]<2n41

Donc

o, 8

x > (0% 82 K|\ 11 cr,, 70y (3.19)

lel+1v[<2n+1
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(3.19) reste vraie si K (z,y) € C™ (R*")
avec supp K C (] —II, I [)*™. Q)
Pour K (z,y) € C*=(R2") on introduit la fonction x (z) € C° (R™)
telle que suppx C (] —II, II[)™ et Z x(rz—-a)=1

aclmn

K(z,y)= ZZX(QJ— VK (z,y)x(y = B) = ZZKaﬁ(xy

Comme la norme trace est invariante par translation, alors d’aprés (*)

IKlle 2D IKaslhe =Y Y Ix (@) K (@+a, y+ B) x W)l
a B « 8

<G Y 0K (o )l e,

7]+l <2n+l

Preuve de la proposition 2.3. — On rappelle que:
df (z) =0(|Imz|™) pour tout N € N. (3.20)
D’apres les propositions 3.3, 3.5

” Wi (2) (2= Pg,) " {“D_—Fl = }

h 69($)—Fz(x, h) i=2 =0 (h>™). (3.21)

tr

Comme I(z = Py) Yl 52, (2 =~ Pat y) ey somt O (Jmz )
alors en utilisant (2.6) et (3.21) on a

1@, 1®Mlses  @)llsr, sont O (A= |Imz]™%).  (3.22)
Maintenant le lemme découle de (2.7), (3.20) et (3.22). O

4. PREUVE DU THEOREME 1.1

Dans [Di] on a montré que pour toute fonction % (y), bornée ainsi que
toutes ces dérivées,

tr f (Pyayy) ~h™" Y axh*, k=0,

k>0
Pyhyy = —A+V (y) + ¢ (hy) 4.1)

si f € C°(R), supp f N Oess (Py(hy)) = ¢
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Avec ag = (211)" / L3 1@+ xe)deds.

k>1

((Mk (§))k>1, désignent les valeurs propres de Floquet associées a
Popérateur P = —A + V (y).)

Ce résultat reste vrai pour des fonctions 9 = ¢ (y, h) telles que

) ¥ (y, h) € C=(R}) pour h €]0, h].

ii) Il existe (4;)o<j<co de classe C°°, bornées ainsi que toutes leurs
dérivées uniformément en h dans |0, hg|, tel que pour tout entier N > 0
il existe Ry (y, h) € C=(Ry) tel que:

N

Y (y, h) = B4 (y) + BV Ry (y, h)
0

avec |0 Ry (y, k)| < Cs, Ve, (C, indépendant de h dans |0, hg)).
Bien entendu il faut maintenant prendre f avec
supp f N Oess (P¢0 (hy)) = ¢

et remplacer 1 par ¢y dans la formule (4.2) pour obtenir

w=em™ [ [ 3 1@ h@)deds. @

k>1

Comme la fonction ¢ (z, h) vérifie les propriétés i) et ii) alors le théoréme
résulte de (4.1), (4.3) et du lemme 2.3.

Remarque 4.2.
1) Le théoréme 1.1 reste encore vrai si on remplace (H.1) par
(H1): g(z) e C®(R",R), g(z)>0
et {z € R} /g (z) = 0} est fini.
En effet dans la démonstration on a utilisé le fait que:

Pour tout C > 0, il existe €, hg > 0 tel que : )

Apie/my+V (z
peCE T (o/) (/ (Fhsem +V (@)

wl @@ e@a) 20 | g

quel que soit h €]0, ko], ot —Agm +V(z)+hPg(z)
est l'opérateur de Dirichlet sur la boule

B(s/h)z{xeﬂn/¢x| <%} J
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Or (R) reste vraie sous (H.1) et (H.2).
2) Comme V (x) est périodique alors on peut définir la densité intégrée
d’états (associée a I'opérateur P = —A + V (z))

def

p(t) = p(] oo, t]) = dim 1]—oo,t] PB (0, R)-

R—»+oo volB(O R)
Ici 1), PB (0, r) €St le projecteur spectral de Pp (o, r) Sur ] — oo, t].

Il est bien connu (cf. M. A. Shubin [Sh], W. Kirsh, F. Martinelli [K-M]
que

i) p(t) est indépendant des conditions aux bords sur B (0, R).
ii) p(t) est croissante et est une fonction absolument continue.
iii) p (t) = (3 DddE( (A;(£)j>1 désignent les valeurs propres

E* ) 5 )<t
de Floquet associées a P.)

Soit dp(t) la mesure de Stieljes associée a p(t). Comme p(t) est

absolument continu alors d‘;gt) L, (R), et donc
dp(t
dp (t) = ’;( ) at. (4.4)

Pour f € C°(R) on a
[iwa0=[10%0a=- [ rooou

/f’(t) /E > 1dg]adt

Aj ()<t

/E DAL 4.5)

En utilisant (4.5) on peut écrire ag sous la forme

ap = (2I)™" /n/R (t+¢0( I)[xr&)dp(t)dx (4.6)

Le coefficient ag, sous la forme (4.6), est trouvé par Alama-Deift-Hempel
[A-D-H] et Sobolev [So], dans le cas ol f est égale & x(&,, ;] (€).

(ci x[E,, E,) (x) est la fonction indicatrice sur un trou [E;, E] dans
le gap de P.)
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[A-D-H]

(Bi]

[B-S]

[D-H]

(Di]
[G-S]
[He-Sj]
[H]}

[K-M]
[Re-Si]
[Sh]

[Si]

[So]
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