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Étude des distributions de certains processus

de marche au hasard dans l’espace Zn
limité par des barrières
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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SOMMAIRE. - On étudie dans cet article des chaînes de Markov homogènes
dans le temps, définies sur un espace discret fini. On donne les expressions
exactes des probabilités 

1 ° dans le cas d’un processus à une dimension avec 2 barrières absor-
bantes et une distribution de transition très générale

2° dans le cas d’un processus à n dimensions avec 2n barrières semi-

absorbantes, la distribution de transition étant du type :

On en déduit quelques conséquences concernant les temps de premier
passage, les temps de premier retour, ainsi qu’une expression exacte de la
loi de distribution de l’écart entre deux distributions empiriques extraites
d’une même loi continue.

SUMMARY. - This article is concerned with time-homogenous Markov
chains defined on a limited, discrete space. The exact expressions of the
probabilities are given :

1 ~ in the case of a one-dimensional processus with two absorbing barriers
and a very general transition distribution ;

20 in the case of an n-dimensional processus with 2n semi-absorbing bar-
riers and such a transition distribution that 0 if Il MM’ !! &#x3E; 1.
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Some consequences concerning the first-passage time and the return time
are deduced, and an exact distribution of the maximum deviation between
two empirical distributions, issued from the same continous random variable,
is given.

CHAPITRE PREMIER

GÉNÉRALITÉS SUR LES CHAINES DE MARKOV
SUR UN ENSEMBLE FINI

1. Définitions et notations.

Considérons un ensemble fini 6 de N éléments ; chacun de ces éléments
sera appelé « point » ou « état ». Il est toujours possible d’envisager une
bijection de 6 sur un ensemble de N points de Zn de sorte que chaque élé-
ment de 8 soit repéré par l’ensemble { ..., des coordonnées de

son image dans Zn (Z désigne ici l’ensemble des entiers positifs, négatifs
ou nul). Dans toute l’étude l’ensemble 6 sera identifié à un sous-ensemble
fini de Zn.

On définit sur 6 une chaîne de Markov homogène dans le temps par la
donnée :

a) d’une répartition initiale de probabilité sur 8 :

avec :

b ) de probabilités de passage :

avec :

Les instants ti font partie d’un ensemble dénombrable T; à l’aide d’un

changement d’horloge on peut identifier T à l’ensemble N des entiers posi
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tifs ou nuls. Nous supposerons dans la suite que cette identification a été
faite.

La matrice carrée de type (N, N) des probabilités de passage sera notée P.
On notera d’autre part :

p[)1 la probabilité que le processus soit en l’état Y à l’instant t, condi-
tionnelle au fait qu’il est en l’état X à l’instant 0.

la probabilité que le processus soit en l’état X à l’instant t.

Ces différentes probabilités sont liées par les relations (Chapman-Kol-
mogorov) :

Ces relations s’interprètent aisément dès que l’on introduit les matrices P,

En effet, on a :

d’où, en itérant :

Le vecteur II t des probabilités d’être dans un état donné à l’instant 1

ne dépend donc que de la puissance t ieme de la matrice des probabilités
de passage; résultat extrêmement simple théoriquement.

Malheureusement, il est très difficile, en général, d’obtenir l’expression
des différents termes de la matrice Pt et les différentes méthodes utilisées

pour obtenir la matrice 11~ ne sont que des méthodes plus ou moins astu-
cieuses permettant de contourner cet obstacle.
Dans toute notre étude la distribution initiale sera celle d’une masse 1

placée en un point X de 8, de sorte que

et que II sera formé des probabilités pX‘ ~, Y E 6 et coïncidera avec une ligne
de la matrice P.
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D’autre part, l’ensemble des états 8 sera décomposé en

a ) un ensemble (F) de points frontières ou points absorbants défini par :

b) un ensemble (E) de points « réguliers » défini par :

Nous supposerons de plus que pour presque tous les points réguliers la
chaîne de Markov est à accroissements indépendants, c’est-à-dire que les
probabilités de passage sont de la forme :

avec :

2. Quelques méthodes générales.

a) Supposons d’abord que l’ensemble des points de 8 est régulier et intro-
duisons une fonction génératrice des probabilités au temps t :

On peut écrire :

Posons A(s) = fonction génératrice des probabilités de passage.
H

Alors :

et, en itérant :

où désigne la fonction génératrice de la distribution de probabilité au
temps 0. Supposons maintenant que les états 0 et N - 1 sont absorbants
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et que A(s) = p-is-i + Il est alors possible par des considérations
de symétries de déterminer une nouvelle fonction G’° telle que

représente encore la fonction génératrice des probabilités pX‘~ : cette méthode
a été employée par M. Tortrat [1].

Il ne semble malheureusement pas qu’elle soit applicable au cas où la
fonction A(s) est plus compliquée. _

b) Supposons maintenant qu’il existe un ensemble absorbant (F);
désignera la probabilité de l’état X à l’instant t sans qu’il y ait eu absorp-

tion. Envisageons alors un processus de même type mais où tous les points
de 8 seraient des points réguliers et soit la probabilité de l’état X à
l’instant t.

On a alors la relation :

où : o 

Introduisons les fonctions génératrices dans le temps des probabilités

et 

Les séries écrites sont absolument convergentes pour 1 s 1  1 car :

La relation 1.2.3 ci-dessus peut être transformée de façon à faire appa-
raître les fonctions ~x(s), multiplions les deux membres par st et
sommons sur t de 0 à l’infini.



316 MICHEL DEPAIX

Si l’on suppose connues les fonctions Qx(s), cette égalité permet de déter-
miner les fonctions en deux étapes :

* on écrit la relation pour tous les points X E (F), ce qui permet de déter-
miner les fonctions JY(S) Y E (F) ;

** la relation donne ensuite Jx(S) pour X E (E).
Cette méthode a été, en particulier, utilisée par Good [1] pour déterminer

des moyennes et des variances d’instants de premier passage en un point
donné.

Cette méthode semble excellente lorsque le nombre de points absorbants
est petit, mais devient rapidement inutilisable lorsque ce nombre est grand :
par exemple lors du cheminement aléatoire à n dimensions avec 2n barrières
semi-absorbantes que nous étudierons dans un chapitre ultérieur, cette

méthode est inutilisable.

c) La relation 1.1.1, dans le cas d’une chaîne à accroissements indépen-
dants, s’écrit :

Cette relation peut être interprétée comme une équation aux différences
finies en t et en X, Y et être résolue par les méthodes propres aux équations
aux différences finies.

Cette méthode a été utilisée, en particulier, par W. H. MacCréa et

J. F. W. Whipple [1], par C. Jordan [1].
C’est cette méthode que nous emploierons principalement.

3. Types de chaînes de Markov étudiées dans cette thèse.

Nous distinguerons deux cas selon que 8 sera une partie de Z ou une

partie de Zn.

a) ~ est une partie finie de Z. Nous envisagerons un processus dont la
fonction génératrice des probabilités de passage est

m et n sont deux entiers positifs ou nuls donnés. L’ensemble (E) sera cons-
titué par le sous-ensemble de Z : { 2014 a, - a + 1, ... , b } et l’ensemble (F)
constituera un ensemble de deux barrières absorbantes épaisses :
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Cette étude comportera comme cas particulier le problème de la ruine
d’un joueur : G(s) = P-lS-1 + ps.

b ) 6 est une partie finie de Zn. 
’

Nous n’étudierons dans ce cas qu’une extension du processus envisagé
dans le problème de la ruine d’un joueur :

l’ensemble 6 sera le produit cartésien des ensembles (6;) de Z :

l’ensemble (E) sera le produit cartésien des ensembles (Ei) de Z :

et les probabilités de passage seront :

(8~,; est le symbole de Kronecker).
L’ensemble (F) sera soit absorbant, soit semi-absorbant, soit réfléchissant.
Dans tous les cas l’ensemble des états atteints successivement par le

processus pourra être interprété comme une trajectoire d’une particule par-
tant à l’instant 0 d’un état Xo (que nous prendrons comme origine dans 8)
et pouvant passer, entre les instants t et t + 1, de l’état X à l’état Y avec
une probabilité px,y.

L’étude faite portera principalement sur la détermination des probabi-
lités pX‘~, sur l’étude de l’absorption par les barrières absorbantes et sur
quelques propriétés des temps de premier passage en un point donné.

CHAPITRE II

ÉTUDE D’UN CHEMINEMENT ALÉATOIRE
A UNE DIMENSION
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Une chaîne de Markov homogène (dans l’espace et dans le temps) est
définie sur l’ensemble (E) u (F) par les probabilités de passage :

et les probabilités initiales p; pour i E (E) u (F).
Cette chaîne est associée au cheminement aléatoire suivant : une parti-

cule part d’un point dont l’abscisse i appartient à l’ensemble (E) u (F) à
l’instant zéro et entre les instants t, t + 1, a une probabilité de passer
du point d’abscisse i au point d’abscisse j.
Pour tout i E (E) la particule a une probabilité positive de passer du point

de l’abscisse i en un autre point d’abscisse j de (E).

Pour tout i E (F) la particule a une probabilité 1 d’y rester : (F) est l’en-
semble des états absorbants de la chaîne. Dès que la particule atteint l’un
des points dont l’abscisse appartient à (F), le mouvement est terminé; ceci
se produit dès que la particule atteint ou dépasse les points d’abscisses b + 1
ou -a- 1.

Le comportement asymptotique d’une telle chaîne est connu :
* Vi, j ~ (E) les probabilités tendent vers 0 lorsque t tend vers l’infini,

plus précisément il existe des nombres oc et 03B2 (03B2  1) tels que  oc, pt
dès que t est assez grand ;

** il y a une probabilité 1 que le cheminement se termine en un point
dont l’abscisse appartient à (F).
La répartition à un instant donné, facile à déterminer dans le cas parti-

culier n = m = 1, est beaucoup plus difficile à expliciter dans le cas général.
Kemperman [1] en a donné récemment une expression. Nous nous propo-
sons ici d’en donner une expression explicite, en utilisant une méthode

générale de résolution d’une équation aux différences finies.
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1. Explicitation des équations
à l’aide d’une fonction génératrice.

Dans toute la suite de cet exposé, nous supposerons que la chaîne de
Markov est définie par les probabilités initiales :

et les probabilités de passage :

Il s’agira donc d’une chaîne associée à un cheminement aléatoire du type
exposé ci-dessus, la particule envisagée étant à l’instant initial à l’origine
des abscisses.

Nous noterons la probabilité que la particule soit au point
d’abscisse x E (E) à l’instant t, donc nécessairement sans qu’aucune absorp-
tion ne soit arrivée aux instants r avec 0  T  t.

Soit F(x, s) la fonction génératrice des probabilités dans le temps :

Cette fonction de la variable complexe s est définie dans le cercle ~ s ~ 1  1 :

la série est absolument convergente pour s ~ 1  1 car chaque
t

coefficient est majoré par 1.
Les probabilités (x E (E)) sont définies par le système récurrentiel

suivant : 
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système obtenu à partir des relations de Chapman-Kolmogorov, appliquées
à l’ensemble (E).

Cet ensemble d’équations permet d’obtenir la distribution de probabilité
à chaque instant t pourvu que l’on ait la patience d’effectuer toutes les itéra-
tions. Un tel travail peut du reste se concevoir sur calculatrice électronique
(il équivaut à l’itération de la matrice P des probabilités de passage). Nous
nous proposons ici d’obtenir une expression formelle des probabilités potX
en transformant les équations 1.1, 1.2, 1. 3, 1. 4 de façon à prendre pour
nouvelles fonctions inconnues les fonctions génératrices F(x, s), x E (E), des

probabilités 
Multiplions les deux membres de chaque équation 1.1, 1. 2, 1. 3 par si

et sommons sur t de 0 à l’infini :

Chaque série étant absolument convergente dans le cercle 1 s 1  1, on

peut permuter les sommations, d’où :
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On obtient ainsi un système de a + b + 1 équations linéaires permettant
de déterminer les a + b + 1 fonctions inconnues F(x, s), x E (E). M. Fré-
chet [1], utilisant cette méthode, a ainsi donné une expression formelle des
probabilités pô;x que nous allons rappeler ici maintenant.

Écrivons ce système sous la forme :

où vaut 0 si h est différent de 0 et vaut 1 si h vaut 0.

Le déterminant de ce système présente une forme particulière :

Il peut être développé sous la forme d’un polynôme en 1 de la façon
s

suivante :
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où Aa désigne un déterminant d’ordre a + b + 1 - oc obtenu à partir de
D(0) en supprimant les lignes et les colonnes relatives à oc de ses termes

diagonaux; la sommation est une sommation sur les détermi-

nants Aoc pouvant être obtenus de la façon indiquée ci-dessus.
Pour simplifier l’écriture nous poserons aa == SA~; ainsi :

Toute fonction F(x, s ) est égale au quotient par D(1 s) du détermi
nant (dans l’hypothèse d’une masse initiale 1 placée au point d’abs-

cisse 0) :

déterminant que l’on peut écrire - - . t~Q+l,x+~+1~ où est le
s

mineur du terme de la a --j- j 1eme ligne, x + a + 1ieme colonne dans le
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déterminant D 1 . Ce mineur est un polynôme en 1 de de ré a + b - 1;W 
on peut ainsi écrire :

Les probabilités peuvent être obtenues en développant F(x, s) en
série entière de variable s. Ce développement peut être obtenu soit en effec-
tuant le quotient selon les puissances croissantes de s du polynôme numé-
rateur de F(x, s) par le polynôme dénominateur, soit en cherchant une décom-
position de la fraction rationnelle F(x, s) en éléments simples. Cette seconde
méthode permet d’obtenir assez facilement une expression de en fonc-

tion des racines d’un certain polynôme.
Supposons d’une part 0 et d’autre part que le dénominateur

a+b+i

de F(x, s), soit D(0)sa+b+i + $(- possède a + b + 1 raci-
%=1

nes distinctes (Ces racines ne sont autres que les inverses des valeurs propres
de la matrice dont le déterminant est D(0)).
Ce dénominateur peut alors être écrit D(0) (s - pi) ... (s - Pa+b+i) en

désignant par Pi (i = 1, 2, ..., a + b + 1) les racines. Le degré du numé-
rateur de F(x, s) étant a + b, inférieur au degré du dénominateur, F(x, s)
est décomposable en éléments simples :

Pour s inférieur en module au minimum m des modules des Pi, on peut
développer :
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d’où :

Chaque série étant absolument convergente pour 1 s 1  m, on peut inter-
vertir l’ordre des sommations :

L’expression des probabilités dépend ainsi de la connaissance des
racines d’une équation de degré a + b + 1 en général. Cette expression
est intéressante pour l’étude asymptotique du cas général, mais ne peut être
utilisée pour l’étude de pô;x pour t fini.
La solution que nous allons présenter maintenant, formellement aussi

lourde dans le cas général, a l’avantage, d’une part, de dépendre des racines
d’un polynôme de degré m -E- n (donc de degré inférieur à a + b+1),
d’autre part de conduire à des formules explicites en s.

2. Résolution d’une équation aux différences finies.

Revenons au système des équations 1.8, 1.9, 1.10 :

Ce système est équivalent à une équation aux différences finies accom~

pagnée de conditions aux limites. Soit, en effet, une fonction F*(x, s) définie
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sur l’ensemble (E) u (F) = { - a - m, ..., - a, ..., 0, ..., b, ..., b + n },
vérifiant d’une part II .2. 4, F*(x, s) = 0 pour x e (F) et d’autre part :

Il est évident que F*(x, s) satisfait à l’équation II.2.1. Afin d’établir
que F*(x, s) satisfait à l’équation II.2.2, il suffit de remarquer que pour x
compris entre - a et - a + m - 1, les différents termes de la somme :

sont nuls (car x - h  - a - 1 ) ; donc l’équation aux différences
finies II.2.5 se réduit à l’équation II.2.2 pour 2014~~jc~2014~-)-~2014 1.
On établit de la même façon que F*(x, s) satisfait à l’équation II.2.3.

Réciproquement, la fonction F(x, s), solution du système II.2.1, II.2.2,
II.2.3 permet de construire une fonction F*(x, s) :

qui satisfait à la fois aux conditions II.2.4 et à l’équation II.2.5. On a
ainsi établi le

LEMME II 1. Le système d’équations II . 2 1 , II . 2 . 2, II . 2 . 3 est équi-
valent à l’équation aux di, f’férences finies :

complétée par les conditions aux limites :

L’unicité de la solution de l’ensemble II.2.4, II.2.5 est ainsi liée à
l’unicité de la solution de l’ensemble II.2.1, II.2.2, II.2.3. Or, cette der-
nière est assurée dès que le système II.2.1, II.2.2, II.2.3 est un système
de Cramer, c’est-à-dire dès que son déterminant principal est non nul.
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En changeant de signe les deux membres de chacune des équations II.2.1,
II.2.2, II.2.3, ce déterminant principal s’écrit (voir formule II.1.14) :

On voit qu’il suffit d’envisager des valeurs de s distinctes des valeurs
propres de la matrice dont D(0) est le déterminant pour que, soit l’en.

semble II.2.1, II.2.2, II.2. 3, soit l’ensemble II.2.4, II.2. 5 aient une solu-
tion unique.
On sait que la solution générale de l’équation aux différences finies II .2. 5

est la somme de la solution générale de l’équation homogène associée et
d’une solution particulière de l’équation complète (voir Jordan [1]). Nous
chercherons donc séparément les deux constituants de la solution.

A) Recherche de la solution générale de l’équation homogène.

Pour rendre les expressions calculées aussi symétriques que possible,
nous écrirons l’équation II.2.5 sous une forme légèrement différente :
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en posant :

Le changement de variable x - m = y donne :

ou enfin :

C’est cette forme II.2.11 qui sera utilisée dans la suite de ce paragraphe.
L’équation homogène associée est :

On sait (Jordan [1]) que si l’on connaît m + n solution linéairement
indépendantes de II.2.12, la solution générale en est :

les A; formant m + n constantes arbitraires.
Cherchons une solution sous la forme u(y) = rY. La substitution de rx

à F*(x, s) dans l’équation II.2.12 donne :

soit, après simplification par rk :

Cette équation algébrique, de degré m + n, a en général m + n racines
distinctes que nous noterons ri 1 e ( 1, 2, ..., m + n }. Les fonctions 
sont linéairement indépendantes lorsque les racines sont distinctes, ce qui

ANN. INST. POINCARÉ, B- I -4
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est toujours réalisable : en effet, le résultant des deux polynômes :

peut être mis sous la forme (Sylvester) :

La condition d’existence d’une tacine double de l’équation II.2.14 se
traduit par la relation R = 0, que l’on peut interpréter comme une équation
en s (seuls les termes qo des m + n premières lignes et les termes mqo des

m + n - 1 autres lignes dépendent de s : q o = de degré au plus

égal à 2(m + n) - 1. Il suffit donc de choisir s distinct de ces valeurs pour
être assuré que les fonctions = rf sont linéairement indépendantes.
La solution générale de l’équation homogène II.2.12 est donc :

les Ai constituant un ensemble de m + n fonctions de s arbitraires.

B) Recherche d’une solution particulière de l’équation complète.

L’équation complète II.2.11 :


