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Semi-groupes et mesures invariantes

pour les processus semi-markoviens

à espace d’état quelconque

Jean JACOD

Centre de Morphologie Mathematique,
35, rue Saint-Honore, 77-Fontainebleau

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

ABSTRACT. Let be a jump process, with values in a measurable
space (E, ~). We denote by U, the time between t and the last jump before t,
and by Vt the time between t and the first jump after t. (Zt) is called a semi-
Markov process of the first, second or third kind, if (Zt, U,, Vt), (Zt, Ut)
or (Zt, Vr) is a Markov process.
The (random) set of discontinuity points of Z, is denoted by N. Nd(Ng)

is the set of right (left) limit points of N. We suppose that Nd c Ng and
that for any t the probability for t to be in Nd is zero.
Under these assumptions, we examinate the relation between the three

different kinds of semi-Markov process. We give a characterization for
the transition semi-group of the Markov process (Z,, Ut, Vt), (Zt, U t) or

Vt) according to the kind of the semi-Markov process (Zt). We give
the form of invariant measures for these processes when they are recurrent.
At last we examinate what happens when the assuption Nd c Ng is replaced
by the assumption Nd = Ng.

INTRODUCTION

Les processus semi-markoviens (en abrégé : PSM) sont définis ainsi :
étant une fonction aléatoire a valeurs dans un espace mesurable

(E, ~), on pose Ut = t si pour tout t], Ut = t - sup (s  t, Zt)
Annales de 1’Institut Henri Poincae - Section B - Vol. IX, n° 1 - 1973.
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78 JEAN JACOD

sinon, et Vt = inf (s > t, Zt) - t. est un PSM de premiere, seconde
ou troisième espece si (Zt, U,, V,), UJ ou (Z,, V,) est markovien. Ces
processus (au moins ceux de seconde espece) ont été introduits par
P. Levy [4].
Nous nous intéressons ici à une classe particulière de PSM. N désigne

1’ensemble des points de discontinuité de (Zt) quand E est muni de la topo-
logie discrete, Nd(Ng) est l’ensemble des points d’accumulation à droite
(a gauche) de N. Nous supposerons d’une part que Nd c Ng, d’autre part
que pour tout t ~ 0, la probabilité pour que t E Nd est nulle. Dans ce cas,
presque toutes les trajectoires sont en escalier, et on note Yn et T" l’état

et la longueur du palier il se peut bien sur que  oo j.
(n)

On remarque d’abord que la suite (Yn, Tn) est une chaine de Markov,
dont on note Q la transition : les PSM généralisent donc les processus de
renouvellement et les processus de Markov en escalier. On remarque
ensuite qu’un PSM de seconde espece est également de premiere espece,
avec Q de la forme Q(z, x ; dz’, dx’) = Qi(z, x ; un PSM de

troisieme espece est également de premiere espece, avec Q(z, x; .) = 
indépendant de x. Dans ces deux cas, la chaine (Yn) est markovienne, de
transition P ou P’ donnée par

Le but de cet article est de caracteriser les probabilités de transition des
processus (Zt, Ut, Vr), Ut) ou (Zt, Vt) selon que (Zt) est un PSM de

premiere, seconde ou troisième espèce, et de donner la forme de la mesure
a-finie invariante lorsque ce PSM est recurrent. D’après ce qui precede
on étudie complètement le cas des PSM de premiere espece (parties I et II),
et on en déduit comme corollaire le cas des PSM de seconde et de troi-

sieme espece. Dans la partie II nous montrons notamment que si (Zt, Ut, Vt)
est recurrent au sens de Harris, sa mesure’ invariante se met sous la forme :

v

of v est une mesure 03C3-finie sur E x ]o, oo [. Si de plus Nd = Ng, alors
vQ = v.
La partie III est consacree aux PSM de seconde espece. Si (Zt, Ut~ est

recurrent au sens de Harris, sa mesure invariante s’écrit :
r

Annales de 1’Institut Henri Poincaré - Section B



79SEMI-GROUPES ET MESURES INVARIANTES POUR LES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS

ou v est une mesure u-finie sur E. Si de plus Nd = Ng, on a vP = v. Nous
retrouvons ici la forme de la mesure invariante d’un processus de renouvel-

lement. Enfin dans la partie IV nous étudions les PSM de troisième espèce.
Si Nd = Ng et si (Zt, Vt) est recurrent au sens de Harris, sa mesure inva-
riante s’ecrit:

ou v’ est une mesure 6-finie sur E verifiant v’P’ = v’.
Nous generalisons dans cet article des résultats que nous avions obtenus

dans le cas particulier ou la chaine (Yn, Tn) est elle-meme récurrente ([2], [3]).
Dans le cas ou E est dénombrable et ou Nd = Ng, les mesures invariantes
pour les PSM de seconde et de troisième espece ont deja ete données par
Pyke et Schaufele [5], mais les méthodes utilisées ici pour E quelconque
sont très différentes.

Je tiens à remercier très vivement M. J. Neveu pour les remarques et

conseils qu’il m’a donnés lors de l’élaboration de ce travail.

NOTATIONS

Soit E un espace muni d’une tribu separable ~. On pose E = E x [0, oo [,
E’ = E x ]0, oo [, E = E x [0, oo[x]O, oo[ et E’ = E x ]0, oo[x]O, oof.
R(F) désignant la tribu borélienne de 1’espace topologique F, on pose

o ~([Qs ~ [)~ o ~(]Q~ ~ [)~ ~ _ ~ o ~ [ x ]0, et

(8) oo[ x ]0, oo[). On note M et MQ (resp. M et M6, M’ et M~,
M et Md) 1’ensemble des mesures positives finies et a-finies sur (E, ~)
(resp. (E, ~), ( E’, ~’), (E, ~)). On note Bd (resp. Bg) 1’ensemble des fonc-
tions f (z, x) mesurables bornées sur E (resp. E’), continues à droite (resp.
a gauche) en x ; Bdg est l’ensemble des fonctions f mesurables bornées
sur E, telles que f(z, u + t, v - t) soit continue à droite en t.

On considère un espace Q muni d’une famille d’applications
dans E. Pour N(w) désigne 1’ensemble des points de discontinuité
de Z . {cc~) quand E est muni de la topologie discrete. Pour éviter des compli-
cations triviales, nous supposerons toujours que n’est pas borne.

On appelle (resp. l’ensemble des points d’accumulation à
droite (resp. à gauche) de On suppose verifies les axiomes suivants :

(R-1). - Pour tout Z . {cv) est continu à droite en tout point du
complémentaire de lorsque E est muni de la topologie discrete.

(R-2). - Pour tout 03C9 ~ Q, c 

Vol. IX, n° 1 - 1973.



80 JEAN JACOD

On suppose par ailleurs donnée une application Uo de Q dans [0, oo[.
Soient :

enfin iF, (resp. F’t, Ft) sont les tribus de Q engendrées par les variables
(Uo ; Zs, s ~ t) (resp. Vs; s  t), (Uo ; ZS, VS, s  t)). Voici quelques
remarques faciles :

1) On a ~t et ~ ~ - ~ ~ (on note iF cette tribu).
2) D’après (R-l), Nd = {t ; Vr = 0 } ; de plus si t  a on a

donc Dt est un temps d’arrêt relativement à On mon-

tre de même que Ut est Ft-mesurable.
3) D’après (R-2), N = ~ t ; U, = 0 ~ et Vo ~ Nd.
4) D’après (R-l) et (R-2), Ut et Vt sont continus a droite et limites à

gauche, et continus en tout t E N~.
Si (A, j~) est un espace mesurable, ~j~ est 1’ensemblc des fonctions

bornees et mesurables sur (A, j~). Soient (A, j~), (A’, d’) et (A", d")
trois espaces mesurables ; si P (resp. Q) est une transition positive de (A, j~)
dans (A’, d’) (resp. de (A’, d’) dans (A", d")), on note PQ la transition

de (A, j~) dans (A", ~") définie par PQ(x, dz) = P(x, dy)Q( y, dz) ; de
meme si f E bd’, Pf est la fonction sur (A, j~) définie par

y

I. CONSTRUCTION DES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS
DE PREMIERE ESPECE

1. Le semi-groupe d’un processus de premiere espece.

Nous supposons donnée une probabilité de transition de

( E, C) dans (Q, ~).

DEFINITION 1-1. 2014 Le terme Z = (Q, Uo, Zt, est un processus
semi-markovien (en abrégé: PSM) de premiere espèce s’il vérifie:

(S-1-I ). - Pour tous t ~ 0, (z, u, E, on a 0.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



81SEMI-GROUPES ET MESURES INVARIANTES POUR LES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS

(S-7-2).2014 Pour tout (z, u, v) E E, on a = z, Uo = u, Vo = v ~ = 1.
(S-1-3). - Pour tous s, t 5= 0, (z, u, v) E E et on a :

La formule Pr(z, u, v ; A) = Ur, Vr) E A ~ définit une transi-
tion sur (E, E). Les axiomes ci-dessus impliquent que pour chaque proba-
bilite processus (Zt, Ut, Vt) est markovien (a valeurs dans

admet un semi-groupe de transition normal

qui est precisement Ce semi-groupe s’appelle le « semi-groupe
du PSM » par abus de langage. On définit les transitions Hr de E’ dans
E par :

THÉORÈME I-2. Supposons E polonais muni de ses boretiens E, et soit

(Pt) un semi-groupe markovien sur { E, E) et (Ht) défini par (2). Pour que { Pt)
soit le semi-groupe d’un PSM de premiere espece, il faut et il suffit que (Ht)
vérifie

et qu’il existe une probabilité de transition sur ( E’, E’) telle que

Demonstration. - a) Condition nécessaire: Soit Z un PSM de semi-

groupe ( Pt). Les formules (5) lorsque t  v et (3) découlent immediate-
ment des definitions de Ht, Ut et VI. Supposons et notons Qi(z, u, v ; . )
la loi de (Zvo, Vvo) pour En conditionnant par rapport a ~" et en
utilisant le fait que Uvo = 0, on voit que Ptf(z, u, v) = u, v).

D’autre part si x  v, on conditionne par rapport a :Fx :

Par suite u, v ; . ) ne depend que de z et de u + v, et on note cette
mesure Q(z, u + v ; . .). II est clair alors qu’on a (4) et (5).

b) Condition suffisante : Soit W = et (Yt, Rr, St)(w) la coor-

donnée de w E W. (Pt) étant un semi-groupe markovien et E un espace
polonais, on peut munir (W, Rt, SI ; t > .a)) d’une famille 

(z, u, v) E E) de probabilités, telle que (W, (Zt, R,, S,), so it un pro-

Vol. IX, n° 1 - 1973.
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cessus de Markov normal, de transition (P,). On note D les dyadiques
de [0, oo [. Si r  s, on pose :

D’après ce résultat, (5), et la normalité de (Yt, Rr, St), on a :

enfin d’après la propriété de Markov pour (Yt, Rt, St),

On déduit alors de (4) que si S2 = (~ Wr) n pour tout

(z, u, v) de E on a 03A9} = 1. On peut donc se restreindre à SZ, ce que
nous ferons dorénavant.
On pose Uo = Ro et

et on définit N, Nd, Ng, U,, Vt et ~t à partir de Uo et Zt comme dans le
paragraphe consacré aux notations. Soient r, sED, r  s. D’après la

definition de Q, si Yt est constant sur D n [r, s] on a Rr = Rr + t - r et
St = SS + t - r sur D n [r, s], et sinon R~  s - r et s - r ; de plus
il existe s > 0 tel que Y, soit constant et different de Yr sur Dn[r + Sr, r + Sr + s[.
On en déduit que (R-1) et (R-2) sont verifies et que, dans la premiere alter-
native de (6), on a U, = Rr - r + t et Vt = Sr + r - t et, dans la seconde,
t E Nd ; de plus on lim ,[ lim { Sr  s ~. Par suite :" ’ 

s j 0 
" ~ 

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B -
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d’après (5), et on a {S-1-1). Comme So > 0, on a Zo = Yo et Vo = So ;
(Y~, R,, Sr) étant normal, on a (S-I-2). Enfin pour prouver (S-1-3), nous
allons d’abord montrer que le semi-groupe (P,) est fellérien pour Bdg
(i. e. si f e Bd e Bdg et est continu à droite en t).

Soit f E Bdg. (5) montre que lim et (P,) étant un semi-groupe,
Pt f est continu à droite en t. En particulier est continu a droite, et
on déduit alors de (5) que Pr f E Bdg. Donc ( P,) est fellérien pour Bdg.

Soient t 1  ...  tn = t, f , f E Bdg. Si t E Nd, on a Z, = Yr, U, = Rr + t - r
et Vr = Sr + r - t pour r E D assez proche de t. Donc

d’ou on déduit que le terme Z = (Q, Uo, Zt, vérifie (S-1-3) et admet
(P,) pour semi-groupe. j~
Nous n’avons pas utilise 1’hypothese « E polonais » pour la demons-

tration de la nécessité. Nous avons démontré en passant le résultat suivant,
que nous utiliserons plus loin :

PROPOSITION 1-3. - Le semi-groupe d’un PSM de preinière espèce est
fellérien pour B dg. ,

2: La propriete forte de Markov.

Z étant un PSM de premiere espece, le processus U,, V,) n’est pas
fortement markovien en general : on ne peut pas, en effet, conditionner
par rapport a un temps d’arret contenu dans Nd. Nous allons cependant
montrer une forme affaiblie de la propriété forte de Markov.

LEMME 1-4. - Soit T un d’arj-et tel que T E Nd ~ - 0 ;
alors pour tout s > 0, T + 0.

Vol. IX, n° 1 - 1973.



84 JEAN JACOD

Démonstration. 2014 Soit T, = (h + si (h + 1)/2"[: T, est
un temps d’arrêt ne prenant qu’une infinité dénombrable de valeurs,
done (1) est vérifié si on remplace t par T~. m étant fix£, si N~ on a Z~ 

= U~ + T et = V~ + T - T~ pour n assez grand. D’autre
part { T + ~ ~ = lim lim { > r + T - T~}. Par suite :

(n) 
"

Mais des que t  v, on a :

qui converge vers u, u ; E x [0, oo [ x ]r, oo[) quand t 1 0. On en

deduit le résultat. jjj)

PROPOSITION 1-5. - Soil Z un PSM de première espèce et T un 
tel que T E Nd ~ - 0. Alors (1 ) est valable pour tous s > 0,

btff, quand on remp/ace t par T.

Demonstration. - On considère la suite (Tn) de temps d’arrêt du lemme 1-4
et on utilise ce lemme et le fait que pour fixe, si T ~ Nd on a ZTn = ZT,
UTn = UT + T" - T et VTn = VT + T - Tn pour n assez grand et si

T +sNd, on a et 

pour n assez grand. Soient X E et f E Bdg ; d’après la proposition 1-3,
Psf~ BdQ et

Le résultat s’ensuit par un raisonnement de classe monotone. []
Soient TB 1 = Vo, 1 

= DTn ; d’apres (R-2), Comme UTn = 0,
le résultat precedent montre que la suite (ZTn’ VTn) est une chaine de Markov,
et d’après le théorème 1-2, sa probabilité de transition est Q.

3. Le potentiel d’un PSM de premiere espece.

Soit Z un PSM de premiere espece. L’ensemble aléatoire N - Nd est
oo[) @ ~-mesurable et de coupes dénombrables. II existe donc une

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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suite (Sn) de variables aléatoires sur (Q, ~), dont les graphes sont disjoints
et recouvrent exactement N - Nd. Si A E 8’, soit :

Cette formule définit une mesure de transition positive de E dans E’,
appellée le « potentiel » du PSM. C’est une generalisation du potentiel
d’une marche aléatoire.

PROPOSITION 1-6. 2014 Z étant un PSM de première espèce de potentiel U,

Demonstration. - D’après (S-1-1) on a :

d’ou le résultat découle immédiatement. II
Introduisons un axiome supplémentaire, plus fort que (R-2) :

(R-3). - Pour tout 03C9 ~ Q, = 

PROPOSITION 1-7. - Soit Z un PSM de premiere espece, vérifiant (R-3)
et de potentiel U. Si v  t, on a :

Demonstration. 2014 Soient So = o, == inf (t > Ut = s). Sn est

Garret, et lim ~ 03A3 { Ssn - s} = 03A3 { Sn}. Par suite si
n ~ 1 (n)

n ~ ~ i 
_

on a lim f 0~ = C. Utilisons (R-3),la definition de Q, et la proposition 1-5
s~O

Vol. IX, nO 1 - 1973.
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appliquée a Ssn (car Nd); = si pour simplifier nous écrivons D(s, n) au
lieu de Ds~, il vient : .

d’ou (7) decoule facilement en utilisant la definition de Q. tjj

II. MESURES INVARIANTES POUR LES PSM

DE PREMIERE ESPECE

DEFINITION II-1. Soit ~p E M~. Le PSM de premiere espece Z est dit
03C6-recurrent si pour tout A ~ E tel que > 0 et tout (z, u, v) e E, on a : .’

La recurrence en ce sens est un peu plus faible que la recurrence au
sens de Harris pour le processus (Z,, Ur, Vt), car ce dernier ne prend pas
ses valeurs dans E, mais dans Cependant, a cause
de (S-1-1), il est clair que toutes les proprietes classiques restent valides
dans la situation présente. En particulier (Azema, Duflo, Revuz [l]), il

existe 11 E Ma unique (a une constante pres) telle que Pt =  pour tout
t a 0.

Voici 1’enonce du résultat principal de cet article :

THEOREME 11-2. - Soit cp E M03C3 et Z un PSM de premiere espece, 03C6-récur-
rent, de semi-groupe ( Pt).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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(i) 11 existe ~ ’03C3 unique (d une constante près) telle que 1’unique mesure
(a une constante près)  E M invariante pour (Pr) soit définie par :

(ii) Si de plus Z vérifie (R-3), on a vQ == v.

Pyke et Schaufele ont montre ce theoreme, sous Fhypothese (R-3),
dans le cas ou E est denombrable. La méthode utilisée ici diSere profon-
dement de celle utilisee par ces deux auteurs, au moins pour la demonstra-

tion de la premiere partie. De plus l’unicité, qui fait 1’objet dans [S] d’une
longue demonstration, decoule immédiatement du resultat cite au debut
du paragraphe.

1. La premiere partie du theoreme II-2.

Commencons par un lemme :

LEMME II-3. - Si  et 03BD vérifient (8), si et 

De plus a une mesure I correspond au plus une mesure v verifiant (8).

Demonstration. - Supposons que  et v verinent (8). Si v e ’03C3, soit (An)
une suite d’éléments de E’ croissant vers E’, telle que  oo pour
tout n ; la suite A" _ ~ (z, y, x - y) ; (z, 0  y  n ~ croit vers E
et veriiie n (n, donc  e MQ. Reciproquement si  E M03C3, soit

une suite d’elements de E croissant vers E, telle que  oo pour
tout n ; la suite

croit vers E’ et vérifie v(A")  n (An) done 
Soient maintenant v et v’ deux mesures associées par (8) a . Si A e ~,

on pose f(z, x, y) = x + y) ; ; on a (f) = v(A) = v’(A), d’ou
le resultat. 

Nous allons maintenant utiliser une chaine de Markov auxiliaire.

Soit (A, L) un espace de probabilité sur lequel est définie une suite (R")
de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de meme loi expo-
nentielle de parametre I. On pose = Q x A, = Q L, So = 0,
S~ = Dsn et 1 

== Sn + R" + , - On note (U ~)~ > o la resolvante de (P,), et

Vol. IX, nO 1 - 1973.
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on définit deux noyaux W et WI sur E’ et une transition V de E’ dans E par :

PROPOSITION II-4. - Pour tout (z, u, E, la chaine Vsn),
est markovienne et admet V~1 pour transition. 

Démonstration. - I E A étant fixé, Sn( . , I) est un d’arret,
pour lequel on peut appliquer la proposition 1-5. Comme U’n = 0, il vient
si f E 

en utilisant l’indépendance de Rn + 1 d’avec R 1, ..., Rn. 

PROPOSITION II-5. Si cp E Ma et si Z est 03C6-récurrent, il existe cp E ’03C3
telle que pour tout (z, u, v) E E, la chaine (S2, soit -récur-
rente.

Demonstration. - Quitte a remplacer cp par une mesure équivalente,
on peut la supposer finie. On définit alors cp E M’ par :

Si > 0, il existe a > 0 tel que si

__ J

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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on ait p(B) > 0. Par hypothèse, (Zt, Ut, V~) passe alors ps un temps infini
dans B, et comme le sejour dans B est constitue d’intervalles compris

entre a et -, il y a une infinite de ces intervalles. Donc si To = 0,
oc

1 
= inf (t > DTn; (Zt, Ut, Vr) E B), on a Tn  oo ps pour tout n. Enfin

la forme de B montre que UTn = 0.

Soient S2n,m - ~ Tn + ex et

S?;~,,~ == { S,~ _ 1  Sm  Si  m est la tribu de A engendree par
les (Rn ; n  m), soient Y E bTn et il vient :

Soit la tribu de  engendrée par les variables 1,
Y E b!FTn et Y’ E Comme les sont disjoints et comme Qn,m c 
on deduit de ce qui precede que :

Enfin il est clair que E n+ 1, donc d’après le lemme de Borel-Cantelli
on a

Enfin

d’ou le resultat. jjj)
Les hypotheses du théorème II-2 impliquent celles de cette proposi-

. 

tion, dont la conclusion entraine l’existence E ’03C3 invariante pour Wi,
et le résultat suivant permet alors de calculer la mesure invariante pour ( Pt).

PROPOSITION 11-6. E vérifie 1 = ,u, la formule

Vol. IX, n° 1 - 1973.



90 JEAN JACOD

définit une mesure ~ MQ invariante pour ( Pt). De plus (9) s’inverse en

Demonstration. Soit ju E MQ invariante pour on définit ,u par (9),
et (10) définit une mesure positive §’ sur E‘. On a :

ce qui prouve bien que (10) est l’inverse de (9).
Soit une suite d’elements de ~’ croissant vers ~’, tels que ~(A") 

pour tout n ; la suite An = ~ (z, u, v) ; u + v ; Aj ~ - ~ croit vers
E et, d’apres (10), on a n ~u(An) ; par suite ~u E MQ. Montrons enfin
que 11 est invariante pour D’apres (5) on a :

11 vient alors :

en utilisant et (9) pour obtenir la derniere egalite. Donc U1 = .
Mais 11 etant a-finie, il est classique (voir par exemple [l]) que 1’invariance
pour IJ 

1 entraine l’invariance pour ( Px). jj~j

REMARQUE. - II serait intéressant de savoir si ce résultat admet une

reciproque : on pourrait alors se passer de la proposition II-5, et donner

Annales de l’Insritut Henri Poincaré - Section B
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la forme des mesures a-finies invariantes pour ( Pt), meme si Z n’est pas
recurrent.

Nous ne savons pas si cette reciproque est vraie dans le cas general.
Mais on montre que si est invariante pour (Pt) et s’il existe une
suite d’elements de ?’ croissant vers E’,

etant fini pour tout n, alors la mesure définie par (10) est o--finie et invariante
pour Wl, et (9) est l’inverse de (10). En particulier les formules (9) et (10)
etablissent une correspondance bi-univoque entre les elements de M’
invariants pour Wi, et les elements de M invariants pour ( Pt).

PROPOSITION 11-7. - Les transitions V et V~ sont tiees par la formule : J

Demonstration. Il est très facile de verifier que 0} = 0 ;
on a alors :

Deiinissons la transition I~" de E’ dans E et la fonction g sur E par :
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On a alors Vf(z, v) = lim v). Mais si fe ~e B~ et
(n)

Etant donnee la definition de W, cette formule n’est autre que (11). ~jjj
Demonstration du théorème II-2-(i). - D’après la proposition II-5, il

existe e M~ telle que la chaine (Zsn, soit (p-récurrente. Il existe alors
invariante pour Wl, et (9) définit alors une mesure inva-

riante pour ( Pt). En combinant (9) et (11), on obtient :

et il suffit de poser v(dz, dx) = pour obtenir (8).
D’apres le lemme II-3 on a V E Ma. Enfin on sait [l] que la mesure 03C3-finie
invariante pour (P) est unique (a une constante pres), et l’unicité decoule
du lemme II-3. jjjj

2. La seconde partie du théorème II-2.

Commençons par un résultat preliminaire ; 03BB+ est la mesure de Lebesgue
sur ]0, oo [.

PROPOSITION II-8. - Si Z est un PSM de premiere espèce de potentiel U,
et  E Ma une mesure invariante pour ( Pt) vérifiant (8), on a U = Q 03BB+.

Demonstration. - En conditionnant par rapport a ~~, il vient :
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Par suite si ~ est la mesure positive (pas forcement a-finie) sur E’ définie
par x]0, 1]), on a U = ;u Q 03BB+.

lemme II-3, est un 03C3-anneau engendrant C. Soit alors A E Es;
s>o

d’apres la proposition 1-6 et le fait que U(z, u, v ; E x]0, oo[x]0, v[) = 0,
on a pour t > s :

en remplaçant y par t - y et en tenant compte de ce que Le

lemme II-3 montre alors que  = v. jjt

Demonstration du théorème 11-2 (ii). Soit A E De la même manière

que ci-dessus, mais en utilisant (7) et le résultat precedent, on a pour t > s :

Le second terme de l’expression precedente croit lorsque t T oo vers
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quant a l’intégrand du premier terme, il est majore par celui de (12) et
il tend vers 0 quand t i oo ; par suite le premier terme tend vers 0, et Il(A)
egale l’expression (12). Le lemme II-3 montre alors que vQ = v. 

REMARQUE II-9. - II peut evidemment exister plusieurs mesures V E ~[~
non proportionnelles entre elles, verifiant vQ = v. Mais sous (R-3) seule
l’une d’entre elles donne, par (8), une mesure invariante pour 

REMARQUE II-10. - La seconde partie du théorème II-2 n’est pas toujours
vraie sans Fhypothese (R-3), comme le montre l’exemple suivant. On

prend E = N ; partant d’un etat quelconque i ~ 1, on y reste un temps
exponentiel de paramètre 2i, puis on passe dans 1’etat i + 1, etc. ; a chaque
explosion on repart de i = 2 ou on reste un temps exponentiel de para-
metre 1, puis on saute en i = 3, etc. Il est facile de verifier qu’on obtient
un PSM Z de premiere espece, pour lequel Q est donne par :

Ce PSM est recurrent, et sa mesure invariante se met sous la forme (8)
(d’apres la premiere partie du theoreme), avec une mesure v donnée par :

Cette mesure ne vérifie v~ = V, et d’autre part il est bien clair que Z
ne vérifie pas (R-3). jjjj

III. PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS
DE SECONDE ESPECE

1. Définition et semi-groupe d’un PSM de seconde espece.

Nous supposons donnee une probabilité de transition de

( E, ~’) dans (Q, ff).

DEFINITION 111-1. 2014 Le terme 2 = (Q, Uo, Zt, est un PSM de

seconde espèce s’il vérifie :

(S-2-1). - Pour tous t a 0, (z, u). E E, on a t E Nd ~ - 0.
(S-2-2). - Pour tout (z, u) E E, on a = z, Uo = u ~ - 1.

(S-2-3). - Pour tous s, t ~ 0, (z, u) E E et on a :
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Ces axiomes impliquent que (Q, (Z~, U~), est un processus de

Markov normal, a valeurs dans ( E, admettant un semi-groupe de
transition appelé le « semi-groupe du PSM ».
Pour obtenir la forme de ( Pt), il faut d’abord montrer une version affaiblie

de la propriete forte de Markov pour Ut). Nous suivons la méthode du
paragraphe 1-2.

PROPOSITION III-2. - Le semi-groupe d’un PSM de seconde espece est
fellerien pour Bd.

Demonstration. Soit f E Bd. On a :

qui tend vers !(z, u) quand 0 car Vo > 0 ps. { Pt) etant un semi-groupe,
est continu a droite en t. D’autre part on a :

Si on fait tendre s vers 0, on voit que Pt f {z, u + s) converge vers Ptf(z, u),
donc PtfE ~

PROPOSITION III-3. Soit Z un PSM de seconde espèce et T un 
d’arrêt tel que T ~ Nd} = 0. Alors (13) est valable pour tous s > 0,
f E b~, quand on remplace t par T.

Demonstration. On va d’abord montrer que T + s E Nd ~ = 0.
Pour cela on considère la suite (Tn) de temps d’arrêt introduite au lemme 1-4.

Comme ~ T + = lim ~ Tn - T ~ , un raisonnement ana-
logue montre que : 

(n) 
n

Mais pour tout r > 0, on a :

d’après la proposition precedente. Par suite P iz, u + t ; E x [t, oo[)
tend vers 1 si t ,~ 0, et on en deduit que T + s E Nd ~ - 0. On montre
la fin de la proposition exactement comme la proposition 1-5, en utilisant
le caractere fellerien de relativement a ~jj)
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On note R(z, . ) la loi de (Zvo, Vo) pour la probabilité c’est une

probabilité de transition de (E, 8) dans ( E’, ?’). Pour simplifier les nota-
tions, on pose :

On peut enfin définir une probabilité de transition de ( E’, ~’)
dans (E, E), qui vérifie :

PROPOSITION III-4. - Si Z est un PSM de seconde espece, on a :

La reciproque de ce résultat est assez delicate a obtenir directement,
et nous l’obtiendrons comme corollaire d’un résultat ulterieur.

Demonstration. { 17) et (18) découlent des definitions de Ut, Vo, R
et de (S-2-2). Si R 1 (z, u ; . ) est la loi de Vo) pour on a :

Appliquons (13j a T = Vo (cf. proposition III-3j ; comme UV0 = 0, il vient :

I’t ~j = f > 

ce qui, etant donnée la relation ci-dessus entre R ~ et R, n’est autre

que (19). )t
Remarquons enfin que si To = 0, Tn + I = DTn, la chaine (ZTn) est marko-

vienne et admet P pour transition, alors que la chaine VTn) est
semi-markovienne et admet R pour transition (cf. [3]).
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2. Relations entre PSM de premiere et de seconde espece.

Soit 2 un PSM de seconde espece. Si t1  ...  tft’ la formule
suivante définit une probabilité de transition de (E, f) dans (Q, F) :

Soit maintenant Z un PSM de premiere espece, de semi-groupe ( Pt).
On suppose qu’il existe une transition Gz(dx) de E dans ]0, oo[ telle que
pour tout v  t, PI se mette sous la forme :

La formule suivante définit alors une probabilité de transition de

( E, ~) dans (Q, ~ ) : 
’ 

THÉORÈME III-5. (i) Si Z est un PSM de seconde espèce et si 

est défini par (20), Z = (SZ, Zr, est un PSM de premiere espèce
dont le semi-groupe vérifie (21 ).

(ii) Si Z est un PSM de premiere espèce dont le semi-grou pe vérifie (21)
et si est défini par (22), Z = (03A9, Uo, Zt, est un PSM de seconde

espece.
Si f2, Hr sont associés a Z et si Q, Pt sont associés a Z,

dans les deux cas on a GZ = FZ et :
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Demonstration. 2014 a) Soit Z un PSM de seconde espece, et defini

par (20). Le terme Z vérifie clairement (S-1-1) et (S-1-2). Soient gI, 
h

Remarquons que X~ e c En conditionnant successivement par

rapport a (cf. proposition III-3) et a on obtient (la défini-
tion de 6~1 1 est donnee dans la proposition III-4) :

en définissant PS par (25). Mais en remarquant que Ut = t ~ = 0,
on a :

Si v x t, un calcul tres simple permet de deduire de ce qui precede que :

Cette relation est triviale pour v > t + s. Enfin si t  u  t + s, le premier
membre de (26) egale :
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(en conditionnant par rapport a ~t + 5 - "), ce qui est le second membre de (26).
On a donc montre que Z vérifie (S-1-3) et d’apres (25), (PJ vérifie (21)
avec Gz = (23) découle de (5) et de (25) appliques a t = v ; enfin (24)
decoule de (5), de (19) et de (25) par un calcul facile.

b) Soit Z un PSM de premiere espece, dont le semi-groupe vérifie (21 ),
et défini par (22). Il est clair que 2 vérifie (S-2-1) et (S-2-2). Soient
ti 1  ...  tn = t, gi, g E b~,

D’apres (22) et (21), on a : 
-

ce qui prouve que 2 vérifie (S-2-3). En comparant (22) et (19) on voit que
G~ = F~. (24) decoule alors de (22). D’apres (21) on a

et d’apres (22) on a

ce qui entraine (23). Enfin un calcul tres simple utilisant (5), (21), (23) et (24)
permet de prouver (25). jjjj
En particulier si Z est un PSM de premiere espece, la condition (21)

entraine que Q se met sous la forme (23), mais la reciproque n’est pas
vraie. Cependant on a :

PROPOSITION III-b. Soit Z un PSM de premiere espece verifiant (R-3),
tel Q soit de la forme (23). Si est défini par (22) ( avec GZ = alors
2 = (Q, Uo, Zt, est un PSM de seconde espece.
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Demonstration. Il suffit évidemment de montrer que le semi-groupe
de Z vérifie (21). Si Q vérifie (23), c’est une consequence immediate de la
formule (7), qui est applicable si (R-3) est vérifié. 

3. Construction d’un PSM de seconde espece.

Dans ce paragraphe, nous montrons la réciproque de la proposition III-4.

THÉORÈME III-7. - Supposons E polonais muni de ses boréliens E, et

soit (Pt) un semi-groupe markovien sur ( E, ) et (Hr) défini par (14). Pour
que ( ~t) soit le semi-groupe d’un PSM de seconde espece, il faut et il suffit
que (Ht) verifie (17) et qu’il existe une probabilité de transition R de (E, E)
dans ( E, ~’) vérifiant (18) et ( 19).

Demonstration. - Seule la condition suffisante reste a montrer. KZ,x
et FZ étant définis par ( 15) et (16), définissons Q et Pt par (23) et (25). On a :

Comme HrPs = le troisième terme du second membre de (27) egale
alors :
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et on en deduit que (27) egale u, !~). Donc (PJ est un semi-groupe.
Si Hr est défini par (2), on a :

d’apres (17). Q verifie (4) car it veri6e (18). Enfin en utilisant encore (28),
on peut ecrire pour t? ~ t :

ce qui n’est autre que (5). D’apres le théorème 1-2 il existe alors un PSM

de premiere espece Z admettant pour semi-groupe, et ce dernier

verifie (21) par construction. Donc le théorème III-5 montre qu’il existe
un PSM de seconde espece 2 admettant pour semi-groupe la famille 
définie a partir de par (24). Mais le calcul de is; a partir de (24) montre
que Pt, ce qui acheve la demonstration, jjjj

4. Mesure invariante pour un PSM de seconde espece.

Si 2 est un PSM de seconde espece et si A E ~, soit

DEFINITION III-8. (i) Si 03C6 E M03C3,  est 03C6-réeurrent si pour tout A E E

tel que > 0 et tout z E E, on a

(ii) Si ~p e M et s > 0, 2 est (~p, s)-recurrent si pour tout A e ~ tel que
> 0 et tout zeE, on a = 1.

PROPOSITION III-9. Soit 2 un PSM de seconde espece. Il y a equivalence
entre :

(i) Il existe § E 03C3 tel que le processus (Q, (Zt, Ut), soit -récurrent.
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{ii) Il existe 03C6 e M03C3 tel que le PSM  soit 
(iii) Il existe 03C6 e M6 et s > 0 tels que le PSM 2 soit {03C6, s)-recurrent.

Démonstration. - Quitte a remplacer cp ou 03C6 par des mesures equiva-
lentes, on peut les supposer finies. Si on a (i), on définit 03C6 e M par

x [0, cxJ[), et on a clairement (ii).
Supposons qu’on ait (ii). Il existe s > 0 tel que ~p’ e M de6nie par

ne soit pas identiquement nulle. Si qJ’(A) > 0, il existe f3 > 0 tel que si

on ait ~p(B) > 0. Donc pour tout ze E,

N n’étant pas borne, l’ensemble {(f, co); Zt(03C9) e B, Ut(03C9) = 0} est ps de

coupes déombrables, et comme i! est bien-mesurabte, il existe une suite (TJ
de temps d’arrêt telle que ZTn e B, == 0 et DTn  Tn+1  oo ps. Soit

~ = {T,  a), Z e A, V~, > s}; on a ~e~,~ ct comme 

donc d’après le lemme de Borel-Cantelli, on a

Enfin lim (n) sup Q~ C { N~ = oo ~ , donc on a (iii).

Supposons qu’on ait (iii). On définit cp E M par

J

Si > 0, il existe (3 > 0 tel que si B = ~ z ; n [o, s] ) > ~3 ~ , on ait
~p(B) > 0 (~, est la mesure de Lebesgue, A~ est la coupe en z de A). Mais
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donc d’apres (iii) on a 1A(Zt, Ut)dt = oo PZ,o-ps pour tout z E E. Enfin

J ZB--/ 1/ , j j

qui £gale 1, ce qui montre que Ut) est -récurrent (au sens de

Harris). 
Voici enfin le résultat principal :

THÉORÈME III- 10. - Soit 03C6 E MQ et Z un PSM de seconde espece, 
rent, de semi-groupe ( Pt).

(i) Il existe v E Ma unique (a une constante près) telle que l’unique mesure
(a une constante E Ma invariante pour ( Pr) soit définie par :

(ii) Si de plus 2 vérifie (R-3), on a vP = v.
Nous avons besoin d’un lemme concernant les PSM de premiere espece.

Pour ceux-ci, et avec les notations du paragraphe II-2, on définit la transi-
tion W de ( E’, ~’) dans (E, ~) par :

LEMME III-11. - Soient Z un PSM de premiere espèce dont le semi-groupe
vérifie (21) et

On a alors :

Demonstration. on pose = oo[). En suivant la méthode
de la proposition II-7 on voit que :
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en utilisant (21). Mais alors si

on a Wf (z, v) = lim Lnh(z, v). Mais comme h E Bd, on a :
(n)

ce qui, etant donnee la definition de h, n’est autre que le résultat

annonce. ~
Demonstration du théorème. On peut supposer 03C6 E M, et on définit

par
/*

Si > 0, il existe > 0 tels que si

et

on a cp(C) > 0. Comme pour la proposition III-9 on montre t’existence
d’une suite (Tn) de temps d’arret telle que ZTnEC, UTn = 0 et  o0

Pz,o-ps pour tout z E E. Soient Tn = On = { T",  oo B ~ .
On a et

donc d’apres le lemme de Borel-Cantelli, sup = 1. Mais

par definition de 6,
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des que B. Par suite on a

pour tout ze E. 

On deiinit par (20), et on considere le PSM de premiere espece 2
introduit au theoreme III-5. On deduit facilement du resultat precedent
que Z est 03C6-récurrent. D’apres le theoreme II-2, le semi-groupe (PJ de Z
admet une mesure invariante I qui est de la forme {8) ; de plus il existe

’ e ’03C3 telle que v(dz, dx) _ e-x)). Mais d’apres le

lemme III-11 ou on remplace Gz par Fz, il vient v(dz, dx) = 

Par suite si v(dz) = on a v(dz, dx) = 
()

F(z)
D’autre part d’apres la proposition III-9, Ur) est -récurrent pour

une mesure  convenable. Donc il existe § e 03C3 unique (a une constante
pres) invariante pour Posons :

/~ ~r-~ ~  

D’après (19) et (25), il vient :

Donc ~’ est invariante pour ( Pt), et on _ ~u (a une constante pres).
Par suite :

ce qui entraine (29). Comme ) E soit (An) une suite d’elements de 
croissant vers E, telle que  oo pour tout n ; si

An croit vers E et n donc v E M6. Enfin supposons que v
et v’ soient deux mesures sur E donnant par (29) la meme mesure ~. Si 
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1 -

et g(z, x) = on a (g) = v(A) = v’(A), ce qui prouve 1’uni-

cite de v. La partie (i) du théorème est done montree.
Supposons main tenant que Z vérifie (R-3) ; il en est de meme de Z,

donc vQ - v. Mais (23), la forme de v et Ie fait que

montrent que vP = v. 

IV. PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS
DE TROISIEME ESPECE

1. Definition et semi-groupe d’un PSM de troisieme espece.

Nous supposons donnée une probabilité de transition de

( E’, ~’) dans (Q, 

DEFINITION IV-1. - Le terme Z’ = (Q, Zt, est un PSM de troisieme

espece s’il vérifie :

(S-3-1 ). Pour tous t > 0, (z, v) E E/, on a Pz,~ ~ t E Nd ~ - 0.
(S-3-2). Pour tout (z, v) E ]E/, on a Zo = z, Vo = v ~ = 1.
(S-3-3). Pour tous s, t > 0, (z, v) e E’, fe b~’, on a :

La formule Pt (z, v ; A) = Vt) E A } définit une transition sur

{ E’, ’). Les axiomes ci-dessus impliquent que pour chaque probabilité
le processus Vr) est markovien {a valeurs dans E x ~ 0 ~ ) et admet
un semi-groupe de transition normal qui est précisément (’t)t0, et qu’on
appelle le « semi-groupe du PSM ».

THÉORÈME IV-2. - Supposons E polonais muni de ses boréliens E, et

soit ( l~t) un semi-groupe markovien sur { E’, ~’). Pour que ( Pt) soit le semi-
groupe d’un PSM de troisième espece, il faut et il suffit qu’il existe une
famille de probabilités de transition de (E, E) dans {E’, ’) telle

que H o vérifie (18) et que
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Demonstration. a) Condition nécessaire : Si t  v, on a clairement (31).
Si x  v  t, conditionnons par rapport a ~x :

Donc v) ne depend que de z et de t - v, et on le note 

on définit ainsi une famille (H~) de transitions de (E, 6) dans ( E’, ~’),
vérifiant (31). Enfin d’apres la definition de Vo on a :

x ]o, oo[) = x ]o, oo[) = 

b) Condition suffisante : Soit W = et (Yr, la coor-

donnee de w E W. E etant polonais, on peut munir (W, Sr ; t > 0))
d’une famille { Pz," ; (z, v) E E’) de probabilités, telle que (W,(Y,, 
soit un processus de Markov normal de transition 
A partir de maintenant la demonstration est exactement la meme que

celle du théorème 1-2. Il suffit simplement de supprimer les references
a Rt et a Ut, et de remplacer P Z,U,v par Pz,"- 1 decoule de (31)
et Wr} = 1 provient de ce que Ho vérifie (18). Il faut également
montrer que ( PI) est fellerien pour Bg, pour obtenir (S-3-3). Pour cela,
soit f E Bg ; d’apres (31), lim dont PI f est continu a droite en t

et egalement. De (31) vient alors P;fE ’g.
On a montre en passant la :

PROPOSITION IV-3. - Le semi-groupe d’un PSM de troisième espèce est
fellérien pour Bg.

2. Relations entre PSM de premiere et de troisieme espece.

Soit Z’ un PSM de troisième espece. On vérifie facilement (en condi-
tionnant par rapport a ~x pour x  v) que si v  t, Ez," ~ Ut, 
ne depend que de z et de t - v ; on note cette expression : K:
est une transition de E dans E. Enfin la formule suivante, ou 
et B~R[0, oo[), dáfinit une probabilité de transition de ( E, E)
dans (Q, iF) : 

~ 

THÉORÈME IV-4. (i) Si Z’ est un PSM de troisième espèce et si 
est défini par (32), Z = (SZ, Uo, Zt, est un PSM de premiere espece
tel que Q(z, x ; . ) soit indépendant de x.

(ii) Si Z est un PSM de premiere espèce tel que Q(z, x ; . ) soit indépen-
Vol. IX, n° 1 - 1973.



108 JEAN JACOD

dant de x, les admettent une restriction Pz,v( . ) a F’~ indépendante
de u, et ’ = (03A9, Zr, Pz,") est un PSM de troisième espece.

Si Hi, Pr, Kt sont associés a 2’ et si Q, Pt sont associés a Z, dans les
deux cas on a :

Démonstraion. 2014 Soit 2’ un PSM de troisième espece et défini

par (32). 11 est clair que Z vérifie (S-l-1) et (S-1-2). Définissons P, par (35).
Si on a :

ce qui prouve que Z vérifie (S-1-3). (34) decoule de (35) et de la definition
de K:. Enfin (33) provient de (32), de la definition de Q et de ce que Ho(z ; . )
est la loi de Vvo) pour Pz,~. On a donc montre la proposition directe.

Reciproquement soit Z un PSM de premiere espece tel que Q(z, x ; . )
ne depende pas de x. D’apres (5) on verifie facilement que les restrictions
des Pz,u~u( . ) a ~ ~ ne dependent pas de u, et on les note Pz,"{ . ). Il est clair

que Z’ veri6e (S-3-1) et (S-3-2). Comme : et comme d’après (5),
u, v) ne depend pas de u si f(z, u, v) n’en depend pas, Z’ vérifie

(S-3-3). (34) est immediat. (33) provient des definitions de Q et Ho. Enfin (35)
provient des définitions de K: et de 1 z,". jjjj

Le résultat suivant pourrait etre montre directement a partir de la

proposition IV-3.

COROLLAIRE IV-5. - Soit 2’ un PSM de troisième espèce et T un

d’arrêt tel que Nd} = 0. Alors (30) est vraie pour
tous s ~ 0, f E quand on remplace t par T.

Demonstration. On définit Pz,u,v par (32) et on considère le PSM Z
introduit dans le théorème. T est un d’arret vérifiant la condition
de la proposition 1-5. En utilisant cette proposition, le résultat se montre
alors comme dans la premiere partie du théorème.

. On pourrait maintenant deduire des théorèmes III-5 et IV-4 et de la
proposition III-6 a quelles conditions on peut passer d’un PSM de seconde
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espece a un PSM de troisieme espece, et inversement. Retenons simple-
ment que si 2 est de seconde espece et si R est de la forme

alors (Z,, Vt) est markovien et la transition Ro associee a ce processus est

Inversement si 2’ est de troisieme espece, si Ho se met sous la forme ci-dessus
et si (R-3) est veri6e, (Zt, Ut) est markovien et Rest donnee par la formule
ci-dessus. On ne peut se passer de (R-3), comme le montre l’exemple de la
remarque II-10 : cet exemple est un PSM de troisieme espece pour lequel Ho
se met sous la forme ci-dessus, mais il ne vérifie pas (R-3) et ce n’est pas
un PSM de seconde espece.

REMARQUE. - On peut etudier les rapports entre PSM de seconde et de
troisieme espece d’un point de vue different. Soit par exemple 2 un PSM
de seconde espece. Si L est un temps de retour de (Zt, Ut), on pose Z; 
et on définit U; et Vt a partir de Z; comme dans le paragraphe consacre
aux notations. On a V/ = U~L _ r?-, donc (Z;, est le retourne de (Zt, Ut)
a partir de L. Sous de bonnes hypotheses, (Z;, V/) est markovien, et (Z;)
est un PSM de troisieme espece. Donc les PSM de seconde et de troisieme
espece sont en quelque sorte en dualite.

Ceci explique la dissymetrie de comportement de ces deux espèces de
processus, lorsqu’on n’impose pas (R-3) (cf. les théorèmes II-5 et IV-4,
et la proposition 111-6, ou encore le théorème III-10 et les résultats du
paragraphe suivant). En effet (R-2) ne se conserve pas par retournement
du temps, alors que (R-3) se conserve.

3. Mesures invariantes pour un PSM de troisieme espece.

Soit 2’ un PSM de troisieme espece. N~ a la meme definition qu’au
paragraphe III-4.

DEFINITION IV-6. 2014 (i) E Ma, 2’ est -récurrent si pour tout A E C’
tel que cp(~) > 0 et tout (z, v) e E‘,

(ii) Si 03C6 E M6, Z’ est 03C6-récurrent si pour tout A~E tel que > 0
et tout (z, v) E E’,
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(iii) Si 03C6~M03C3 et si s > 0, Z’ est (qJ, s)-recurrent si pour tout A E E tel

que qJ(A) > 0 et tout (z, u} E E’, Pz,~, ~ NA = 1.

Au sujet de la premiere partie de cette deiinition, on pourrait faire les
memes remarques qu’au debut du paragraphe II.

PROPOSITION IV-7. - Soit 2’ un PSM de troisième espece. ll y a équiva-
l ence entre :

(i) Il existe cp E tel que Z’ soit -récurrent.
(ii) Il existe rp E M03C3 tel que Z’ soit 03C6-récurrent.

(iii) Il existe E MQ et s > 0 tels que Z’ soit (qJ, s)-recurrent.

Demonstration. - On peut toujours supposer cp ou ~p finies. Si on a (i),
on définit 03C6 E M par qJ(A) = x ]0, oo[), et on a clairement (ii).

Supposons qu’on ait (ii). I1 existe s > 0 tel que défini par
~p’(A} _ x ]s, oo[) ne soit pas identiquement nulle. On montre

alors que Z’ est (~p‘, s)-recurrent comme dans la proposition III-9, en

prenant B = ~ z ; flo(z ; A x ]s, oo[) ~ ~3 ~ .
Enfin si on a (iii), on montre (i) là encore comme dans la proposition III-9,

avec la meme mesure ~p, et en remplaçant Ut par Vt. j~
Nous arrivons maintenant au résultat principal. Contrairement .a ce

qui precede, nous imposons (R-3). En effet nous ne connaissons pas la
forme de la mesure invariante lorsque (R-3) n’est pas vérifié. Posons :

THÉORÈME IV-8. - Soient 03C6 E Ma et Z’ un PSM de troisième espece,
03C6-récurrent, vérifiant (R-3), de semi-groupe ( Pr ). Il existe v’ E M03C3 unique
(a une constante près) telle que v’P’ = v’ et que l’unique mesure (a une
constante près) ’ E Ma invariante pour (’t) soit définie par :

Demonstration. On peut supposer 03C6 E M, et on définit cp E M03C3. par :

Si cp(A) > 0, il existe oc, /~ > 0 tels que si
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et

on ait > 0. On peut reprendre mot pour mot le debut de la demons-
tration du théorème 111-10, pour obtenir que pour tout (z, v) E E’,

On définit Pz,w,v par (32) et on considere Ie PSM de premiere espece Z
introduit au théorème IV-4. D’apres ce qui precede, il est cp-recurrent,
et il vérifie (R-3). D’apres le théorème II-2, son semi-groupe admet une
mesure invariante  de la forme (8), avec  = v. De plus si (cf. (10) et (33))

on a v(dz, dx) = 6’ ")). Si U est le potentiel de Z, on
définit le noyau S sur E’ par :

En appliquant (7), il vient alors pour v  t :

Si on pose

on voit que v = Posons alors v’ = vP’. Comme vQ = v, il vient

I = 03BDP’’0 = v’Ho - vfto, d’of on déduit v’P’ = v’ , et I = v ’H- , o.
Comme soit une suite d’elements de G’ croissant vers E’,
telle que  oo pour tout n ; si
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An croit vers E et v(An), done v’ E M6. Definissons alors ’
par (36). Il est clair que :

donc d’après (34), est invariant pour ( Pr). Reprenons alors la suite (An)
construite ci-dessus ; si An = An x ]0, n], An croit vers E’ et ~,l’(An)  nv’(An),
car v’P’ = v’ ; donc ~c’ E M6.

Enfin supposons qu’il existe une autre mesure M~ vérifiant v P’ = v
et donnant I’ par (36). Si v’(A)  oo, v~(A)  oo, et fn(z, x) = 
il vient :

et de la meme maniere cette limite égale v 1 (A). Donc v~ = v’. tjt

REMARQUE. - L’exemple de la remarque II-10 est un PSM de troisieme
espece, recurrent, ne vérifiant pas (R-3). La mesure invariante est :

et elle ne veriRe pas (36). Cependant elle est obtenue a partir de la mesure
invariante § pour (Zt, U~, Vt) par la formule (37).

D’une maniere generate, (37) définit une mesure invariante pour 
Mais on ne sait pas montrer sans (R-3) que cette mesure est 6-finie et,
meme si c’est le cas, elle n’est pas forcement de la forme (36).

BIBLIOGRAPHIE

[1] J. AZEMA, M. DUFLO et D. REVUZ, Mesures invariantes des processus de Markov
récurrents. Sém. Proba. Strasbourg III, Springer-Verlag, Lect. Notes in Math.,
t. 88, 1968, p. 24-33. 

[2] J. JACOD, Un théorème de renouvellement pour les chaines semi-markoviennes.
C. R. Acad. Sci., t. 270, 1970, p. 255-258.

[3] J. JACOD, Théorème de renouvellement et classification pour les chaînes semi-marko-
viennes. Ann. Inst. H. Poincaré, t. VII, 2, 1971, p. 83-129.

[4] P. LÉVY, Processus semi-markoviens. Proc. Int. Cong. Math., III, Amsterdam, 1954.
[5] R. PYKE et R. SCHAUFELE, The existence and uniqueness of stationary measures for

Markov renewal processes. Ann. Math. Stat., t. 37, 1966, p. 1439-1462.

(Manuscrit reçu le 2 octobre 1972).

Directeur de Icr publication: GUY DE DAMPIERRE.

IMPRIME EN FRANCE

DEPOT LEGAL ED. ? 1947b. IMPRIMERIE BARNEOUD S. A. LAVAL, N° 6514. 3-1973.


