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a espace d’état quelconque
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Jean JACOD

Centre de Morphologie Mathématique,
35, rue Saint-Honoré, 77-Fontainebleau

ABSTRACT. — Let (Z,),», be a jump process, with values in a measurable
space (E, &). We denote by U, the time between ¢ and the last jump before ¢,
and by V, the time between ¢ and the first jump after ¢t. (Z,) is called a semi-
Markov process of the first, second or third kind, if (Z,, U, V), (Z,, U)
or (Z, V,) is a Markov process.

The (random) set of discontinuity points of Z, is denoted by N. Ny(N,)
is the set of right (left) limit points of N. We suppose that N, = N, and
that for any ¢ the probability for ¢ to be in N, is zero.

Under these assumptions, we examinate the relation between the three
different kinds of semi-Markov process. We give a characterization for
the transition semi-group of the Markov process (Z,, U,, V,), (Z, U,) or
(Z,, V) according to the kind of the semi-Markov process (Z,). We give
the form of invariant measures for these processes when they are recurrent.
At last we examinate what happens when the assuption N, = N, is replaced
by the assumption N, = N,.

INTRODUCTION

Les processus semi-markoviens (en abrégé: PSM) sont définis ainsi :
(Z);>0 étant une fonction aléatoire a valeurs dans un espace mesurable
(E, &), on pose U, =t si Z,=Z, pour tout se[0,t], U=t— sup(s<t,Z,#Z)
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78 JEAN JACOD

sinon, et V, = inf (s > t, Z, # Z,) — t.(Z,) est un PSM de premiére, seconde
ou troisiéme espéce si (Z,, U, V,), (Z,, U, ou (Z, V,) est markovien. Ces
processus (au moins ceux de seconde espéce) ont été introduits par
P. Lévy [4].

Nous nous intéressons ici & une classe particulicre de PSM. N désigne
I’ensemble des points de discontinuité de (Z,) quand E est muni de la topo-
logie discréte, N,(N,) est I'ensemble des points d’accumulation a droite
(@ gauche) de N. Nous supposerons d’une part que N, = N, d’autre part
que pour tout t > 0, la probabilité pour que ¢t € N, est nulle. Dans ce cas,
presque toutes les trajectoires sont en escalier, et on note Y, et T, I’état

et la longueur du ni®™ palier (il se peut bien siir que ET,, < oo).
(n)

On remarque d’abord que la suite (Y,, T,) est une chaine de Markov,
dont on note Q la transition : les PSM généralisent donc les processus de
renouvellement et les processus de Markov en escalier. On remarque
ensuite qu'un PSM de seconde espéce est également de premiére espéce,
avec Q de la forme Q(z, x; dz’, dx’) = Q,(z, x; dz")F,.(dx'); un PSM de
troisiéme espéce est également de premiére espéce, avec Q(z, x; .) = Hy(z; .)
indépendant de x. Dans ces deux cas, la chaine (Y,) est markovienne, de
transition P ou P’ donnée par

Pz, .) = JFZ(dX)Ql(Z, x;.) ou Pz .)=Hpyz;..]0, o).

Le but de cet article est de caractériser les probabilités de transition des
processus (Z,, U, V,), (Z, U, ou (Z, V,) selon que (Z,) est un PSM de
premiére, seconde ou troisiéme espéce, et de donner la forme de la mesure
o-finie invariante lorsque ce PSM est récurrent. D’aprés ce qui précéde
on ¢étudie complétement le cas des PSM de premiére espéce (parties I et II),
et on en déduit comme corollaire le cas des PSM de seconde et de troi-
siéme espéce. Dans la partie II nous montrons notamment que si (Z,, U,, V,)
est récurrent au sens de Harris, sa mesure invariante se met sous la forme :

ﬁ(A) = J‘;(dz9 dx)dylo $y<x1_/§(za Y, X — y)’
ol v est une mesure o-finie sur E x ]0, oo[. Si de plus N, = N,, alors
Q="

La partie III est consacrée aux PSM de seconde espéce. Si (Z,, U,) est
récurrent au sens de Harris, sa mesure invariante s’écrit :

WA) = IV(dZ)Fz(]x, o[)dx15(z, x),
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ou v est une mesure o-finie sur E. Si de plus N; = N, on a vP = v. Nous
retrouvons ici la forme de la mesure invariante d’un processus de renouvel-
lement. Enfin dans la partie IV nous étudions les PSM de troisiéme espéce.
Si N; = N, et si (Z,, V,) est récurrent au sens de Harris, sa mesure inva-
riante s’écrit :

w(A) = _[V'(dZ)Hé(Z; dz’, Jx, oo[)dx1z(z’, x),

ou v’ est une mesure o-finie sur E vérifiant v'P’ = v’

Nous généralisons dans cet article des résultats que nous avions obtenus
dans le cas particulier ou la chaine (Y, T,) est elle-méme récurrente ([2], [3]).
Dans le cas ou E est dénombrable et ou N; = N,, les mesures invariantes
pour les PSM de seconde et de troisiéme espéce ont déja été données par
Pyke et Schaufele [5], mais les méthodes utilisées ici pour E quelconque
sont trés différentes.

Je tiens 4 remercier trés vivement M. J. Neveu pour les remarques et
conseils qu’il m’a donnés lors de I'¢laboration de ce travail.

NOTATIONS

Soit E un espace muni d’une tribu séparable &. On pose E = E x [0, oo,
E'=Ex10,0[, E=E x [0, ©[x]0, o] et E’'=E x ]0, o[ x]0, oo[.
%(F) désignant la tribu borélienne de 'espace topologique F, on pose
E=6QB(0, o), & =¢E®R B]0, o), &=ER B0, o[ x]0, of) et
& = & ® B0, o[ x]0, o). On note M et M,, (resp. M et M,, M’ et M,
M et M,) I'ensemble des mesures positives finies et o-finies sur (E, &)
(resp. (E, &), (E', &), (E, &)). On note B, (resp. B) 'ensemble des fonc-
tions f(z, x) mesurables bornées sur E (resp. E’), continues a droite (resp.
a gauche) en x; ]_Bdg est I’ensemble des fonctions f mesurables bornées
sur E, telles que f(z, u + t, v — t) soit continue a droite en t.

On considére un espace Q muni d’une famille (Z,),», d’applications
dans E. Pour w e Q, N(w) désigne I’ensemble des points de discontinuité
de Z.(w) quand E est muni de la topologie discréte. Pour éviter des compli-
cations triviales, nous supposerons toujours que N(w) n’est pas borné.
On appelle Ny(w) (resp. N,(w)) I'ensemble des points d’accumulation a
droite (resp. & gauche) de N(w). On suppose vérifiés les axiomes suivants :

(R-1). — Pour tout we €, Z.(w) est continu a droite en tout point du
complémentaire de N (w), lorsque E est muni de la topologie discréte.
(R-2). — Pour tout we Q, Nyw) = N,(w).
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80 JEAN JACOD

On suppose par ailleurs donnée une application U, de Q dans [0, oof.
Soient :

U Upg +t si Z, = Z, pour tout se|0, ¢[
" lt—sup(s<t;Z;#Z) sinon
V,= inf(s>t;Z,#2Z)—t, D, =t+V,;

enfin &, (resp. &/, #,) sont les tribus de Q engendrées par les variables
(Ug; Z, s < 1) (resp. (Z,, Vi;s <t), (Uy; Zg, V,, s < t)). Voici quelques
remarques faciles :

1) Ona &, < #, et F, = F, (on note F cette tribu).

2) D’aprés (R-1), N, = {¢t;V,=0};de plussit<aona

(0> a}=(z=2)0( () (Z=2})es

reQ,t<r<a

donc D, est un temps d’arrét relativement a (%), o, et #, = Zp,. On mon-
tre de méme que U, est &,-mesurable.

3) D’aprés (R-2), N={r; U, =0} et V¢ N,

4) D’apres (R-1) et (R-2), U, et V, sont continus a droite et limités a
gauche, et continus en tout te N°uU N,.

Si (A, &) est un espace mesurable, bs/ est I’ensemble des fonctions
bornées et mesurables sur (A, o). Soient (A, &), (A’, &) et (A", ")
trois espaces mesurables ; si P (resp. Q) est une transition positive de (A, <)
dans (A’, o7’) (resp. de (A’, &’) dans (A”, &/”)), on note PQ la transition

de (A, &) dans (A”, /") définie par PQ(x, dz) = J P(x, dy)Q(y, dz); de

méme si fe bo/’, Pf est la fonction sur (A, «¢) définie par

Pf(x) = J P(x, dy)f(y).

I. CONSTRUCTION DES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS
DE PREMIERE ESPECE

1. Le semi-groupe d’un processus de premiére espéce.

Nous supposons donnée une probabilité de transition P, (dw) de
(E, &) dans (Q, #).

DEFINITION I-1. — Le terme Z = (Q, Uy, Z,, P,, ) est un processus
semi-markovien (en abrégé : PSM) de premiére espéce s’il vérifie :
(S-1-1). — Pour tous t >0, (z,u,v)e E,ona P, {teN,} = 0.
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SEMI-GROUPES ET MESURES INVARIANTES POUR LES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS 81

(S-1-2).—Pour tout (z, u,v)e E,ona P,, . {Z, =2z, Uy =u, Vo =v} = L.
(S-1-3). — Pour tous s,t =0, (z, u,v)e E et febé, on a:

(1) l::z,u,v { f(Zl+s, Ut+s’ Vl+s) l g?t } = EZ:,U‘,V: { f(Zs9 Us? Vs) } .

La formule P(z,u,v; A)=P,,, {(Z, U, V)e A} définit une transi-
tion sur (E, &). Les axiomes ci-dessus impliquent que pour chaque proba-
bilit¢ P,,, le processus (Z, U, V,) est markovien (3 valeurs dans
EUE x {0} x {0}) et admet un semi-groupe de transition normal
qui est précisément (P,),»,. Ce semi-groupe s’appelle le « semi-groupe
du PSM » par abus de langage. On définit les transitions H, de E’ dans
E par:

2 H(z,v;.) = P(z,0,v;.).

THEOREME I-2. — Supposons E polonais muni de ses boréliens &, et soit
(P, un semi-groupe markovien sur (E, &) et (H,) défini par (2). Pour que (P)
soit le semi-groupe d’un PSM de premiére espéce, il faut et il suffit que (H,)
vérifie
3) H(z, v; E x]t, o[ x]0, oo[) = 0

et quil existe une probabilité de transition Q sur (E’, &) telle que

) Q(z, x; {2} x]0, o) = 0,
6 PfEuv)y=1l.fzu+t,0—10+1,,0H_,f(zu+v)
Démonstration. — a) Condition nécessaire : Soit Z un PSM de semi-

groupe (P,). Les formules (5) lorsque ¢ < v et (3) découlent immédiate-

ment des définitions de H,, U, et V,. Supposons ¢t > v et notons Q,(z,u, v; .)

la loi de (Zy,, Vy,) pour P_, . En conditionnant par rapport & &, et en

utilisant le fait que Uy, = 0, on voit que P,f(z, u,v) = Q.8,_,1(z u, v).
D’autre part si x < v, on conditionne par rapport & %, :

Ql g(Z’ u, U) = Ez,u,v{ I-?‘Z,;,U,,,Vx {g(ZVo’ VVO) } } = Ql g(Z, u+ X, U — X).

Par suite Q,(z, 4, v;.) ne dépend que de z et de u + v, et on note cette
mesure Q(z, u + v;.). Il est clair alors qu’on a (4) et (5).

b) Condition suffisante : Soit W = E>*l et (Y,, R,, S)(w) la t**™¢ coor-
donnée de we W. (P,) étant un semi-groupe markovien et E un espace
polonais, on peut munir (W, o(Y,, R,, S;; ¢ > 0)) d’une famille (P,,,;
(z, u, v) € E) de probabilités, telle que (W, (Z, R,, S,), P, ,.) soit un pro-
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82 JEAN JACOD
cessus de Markov normal, de transition (P,). On note D les dyadiques
de [0, oof. Si r < s, on pose :

W, ,={R;<s—rS, <s—r}u{R;=R, +s5s—-rS5, =S +s—r,
Y, =Y.},
W(t)={S,=s—r—S,Y,=Const. #Y,, VseDN[r+S,r+S,+1},

et W, = lziﬂ)l T W,(t). D’aprés (3) et (5) on a:
Pz,u,v { Wr,s} = Ez,u,u{ ISr$s—rPs—r(Yra Rr, sr’ E X [09 s — r[X ]05 w])

+ 155, P (Y. R, S,; {Y.R, +5—1S —s+r})}
= Ez,u.'i{ IS,-$s—r + 18,>s—r} =1

D’aprés ce résultat, (5), et la normalité de (Y, R,, S,), on a :

I_)z,u,v { wo(t) } = I_)z,u,v { Wo(t), So =70, Yo =z, mwv,s}

seD

Pz.u,v { Yv # z, Sv >4 L, SO =70, YQ =2z, mwv,s}
seD
2P, {Y,#2S,2t}=Qzu+v;(E-{z})x[t, o));
enfin d’apres la propriété de Markov pour (Y, R,, S)),

\Y%

pz,u,v { Wr(t) } = fl_’,(z, u, v, dzls du" dv,)Pz’,u’,v’ { WO(t) } M

On déduit alors de (4) que si Q =< W,> n( W,,s), pour tout
reD r,seD

(z,u,v)de Eona P,,,{Q} = 1. On peut donc se restreindre & Q, ce que
nous ferons dorénavant.
On pose U, = Ry et

© z - { Y, side>0, IreDn]t, oof, tels que Y, =Y, sur DnJt, r+¢f
=

Y, sinon,

et on définit N, N, N, U,, V, et &, a partir de U, et Z, comme dans le
paragraphe consacré aux notations. Soient r,seD,r <s. D’apres la
définition de Q, si Y, est constant sur DN [r,sjona R, =R, +t —r et
S, =8, +t—rsur DnJr,s), et sinon R, <s—retS, <s—r; de plus
il existe >0 tel que Y, soit constant et différent de Y, sur DA\[r+S,,7+S, + &[.
On en déduit que (R-1) et (R-2) sont vérifiés et que, dans la premiére alter-
native de (6), ona U, =R, —r +tetV, =S, + r — t et, dans la seconde,
teN;;deplusona {teN,} = ]silrgnl rll?r'relD{S, < s }. Par suite :

P ,{teN,} = 131%11 'EI};‘D PP, (2 u,v; E x[0, oo[x]0, s]) =0
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d’apres (5), et on a (S-1-1). Comme S, >0, 0ona Z, =Y, et Vo =S, ;
(Y,, R,, S,) étant normal, on a (S-1-2). Enfin pour prouver (S-1-3), nous
allons d’abord montrer que le semi-groupe (P,) est fellérien pour B,
(i.e.si feB,, P,feB, et P,f est continu a droite en 1).

Soit f€ B,,. (5) montre que ]:%1 P.f=f et (P) étant un semi-groupe,

P,f est continu a droite en t. En particulier H,f est continu a droite, et
on déduit alors de (5) que P, fe B,,. Donc (P,) est fellérien pour B,,.

Soient t; < ... <t,=t, f;, feB,. SiteNyonaZ =Y, U=R,+t—r
et V, =S, +r — t pour reD assez proche de t. Donc

Ez,u,v{ nﬁ(zti’ Um Vti)f(zt+s’ Ut+s’ V,.,_s)}
i=1

= lim  lim Ez,u,v{ nf;'(Ym Riy S/ (Y465 Ry i s Sz;,ﬂ’)}

tiltitieD s’ |s,s’eD
i=1

x

tiltitieD s’|s,s'eD

lim lim Ez’u’v{ n],(Yt;a Rl}’ St&)ps’f(Yt;,a Rt;,’ St;.)}
i=1

= Ez,u,v{ ﬂf;’(zm Uzp Vn)psf(zv Uv Vv) } s
i=1

d’ou on déduit que le terme Z = (Q, Uy, Z,, P, ,,) vérifie (S-1-3) et admet
(P,) pour semi-groupe. [l

Nous n’avons pas utilis¢ ’hypothése « E polonais » pour la démons-
tration de la nécessité. Nous avons démontré en passant le résultat suivant,
que nous utiliserons plus loin :

ProposITION 1-3. — Le semi-groupe d’'un PSM de premiére espéce est
fellérien pour By,

2. La propriété forte de Markov.

Z étant un PSM de premiére espéce, le processus (Z,, U,, V,) n’est pas
fortement markovien en général : on ne peut pas, en effet, conditionner
par rapport a2 un temps d’arrét contenu dans N,. Nous allons cependant
montrer une forme affaiblie de la propriété forte de Markov.

LEMME 1-4. — Soit T un (#,)-temps d’arrét tel que P,, ,{TeN,} =0;
alors pour tout s 20, P,, {T +seN,} =0.
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Démonstration. — Soit T, = (h + 1)/2" si Te[h/2", (h + 1)/2"[: T, est
un temps d’arrét ne prenant qu’une infinité dénombrable de valeurs,
donc (1) est vérifié si on remplace t par T,. w étant fixé, siT ¢ NyonaZ; =7,
Up, =U;r+T,—Tet Vi = Vy + T — T, pour n assez grand. D’autre
part {T + s¢N,} = lim lim {Vi,+s>r+T—T,}. Par suite :

{T+seN;} -hm hm E...{PdZ:, Ur, Vp,;
E x [0, o[ xJr + T — T, oo[) }
—llmhm E...{PZ,Ut+T,—-T, Vi +T~-T,;
E x [0, co[x]r + T — T,,,oo[)}

zuv.

Mais deés que ¢t < v, on a:

Pz, u+t,v—t;Ex[0,00[ x Jr—t, )= P+ (2, u,v; Ex[0, o[ x Jr—1t, o[)
= JI—)S(Z, u,v;dz, du’, dv'\[1, 5,
+ 1., Pz, u,v"; E x [0, 0] x Jr — t, 0[],

qui converge vers Pz, u,v; E x [0, co[x]r, o[) quand ¢]0. On en
déduit le résultat.

PROPOSITION I-5. — Soit Z un PSM de premiére espéce et T un (F,)-temps
d’arrét tel que P_, . {TeN,} =0. Alors (1) est valable pour tous s > 0,
Jeb&, quand on remplace t par T.

Démonstration. — On considére la suite (T,) de temps d’arrét du lemme I-4
et on utilise ce lemme et le fait que pour w fixé, si T¢ N, on a Z; = Zy,
Up,=Ur+T,—T et V, =V + T —T, pour n assez grand et si
T+s¢NjyonaZy =Zy,, Up o =Up +T,—Tet Vp =V;,+T-T,
pour n assez grand. Soient X € b%; et fe B, ; d’aprés la proposition I-3,
P.fe B,, et

Ez,u,v { Xf(ZT+s’ UT+s’ VT+S) } = l}g‘ Ez,u,v { Xf(ZT,,+s, UT,,+sa VT,,+s) }
l%f}'l Ez,u,v { Xpsf(ZT,.s UT,.’ VT,,) }
1—Ez,u,v { Xpsf(sz UTa VT) } .

Le résultat s’ensuit par un raisonnement de classe monotone. R

Soient T, =V, T,4; = Dy ; d’apreés (R-2), T, ¢ N,. Comme Uy, =0,
le résultat précédent montre que la suite (Zy,, Vy,) est une chaine de Markov,
et d’aprés le théoréme I-2, sa probabilité de transition est Q.

(i

3. Le potentiel d’un PSM de premiére espéce.

Soit Z un PSM de premiére espéce. L’ensemble aléatoire N — N, est
%(]0, oo]) ® & -mesurable et de coupes dénombrables. Il existe donc une
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SEMI-GROUPES ET MESURES INVARIANTES POUR LES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS 85

suite (S,) de variables aléatoires sur (Q, &), dont les graphes sont disjoints
et recouvrent exactement N — N,. Si Aed”’, soit :

Uz, u,v;A) = ZPM,V {(Zs, Vs,,S)eA}.

(n)

Cette formule définit une mesure de transition positive de E dans E’,
appellée le « potentiel » du PSM. C’est une généralisation du potentiel
d’une marche aléatoire.

PROPOSITION -6. — Z étant un PSM de premiére espéce de potentiel U,
siv<t,ona:

P,(Z, u,v; A) = J\U(za u, v, dz,, dx7 dy)ly$t<y+xlx(z’9 t=yx+y-— t)‘
Démonstration. — D’apres (S-1-1) on a:

Pz, u,v; A) = 21_’:,",0{ S, <t<8,+ Vs, (Zs,t — S, Vs, + S, —t)eA },
(n)

d’ou le résultat découle immédiatement. [l
Introduisons un axiome supplémentaire, plus fort que (R-2):

(R-3). — Pour tout we Q, N (w) = Ny(w).

PRrOPOSITION I-7. — Soit Z un PSM de premiére espéce, vérifiant (R-3)
et de potentiel U. Si v<t, ona:

N Pzu,v;A)= JQ(Z, u+v;dz,d)l, ., dxZ, t —v,x + v —1)
+ JU(Z, u,v; dZ” dxa dy)Q(Z', x; dZ”, dx,)1x+yst<x+y+x’
1"t —x—y,x+y+x" —1)

Démonstration. — Soient S§ =0, S, = inf (t > Dg,;; U, = 5). S est

un (#,)-temps d’arrét, et ﬁf{)‘ 1 Z {S; —s} = Z {S,}. Par suite si
nS1 w

[—Js(zs u, U;A) = ZPZ,“J,{(ZS%, s + ngl, Sf, - S)GA } N

nz1

on a lilrgl 1 U, = U. Utilisons (R-3),]a définition de Q, et 1a proposition I-5
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appliquée a S (car S$¢ N,); si pour simplifier nous écrivons D(s, n) au
lieu de Dsg;, il vient :

P‘(Z, u, v; A) = Pz,u’v { VO S t < DVO’ (Zvo, t - Vo, DVO - t)e A}

+ hlrgl T sz,u,v{ D(S, n) St< DD(s,n)’ (ZD(s,n)’ t— D(S’ n)a DD(s,n) - t)EA.}

nz1

= JQ(Z, u+v;dz,dx)l, .+ x(z, t —v,v+ x — 1)

+ lslg)l T Z JPz,u,v(dw)lD(s,n)(w)StPng(w),s,ng(w) { VVO + S;(w) >t
nz1
(Zy, t = D(s, n)w), Vy, + Si@) —)eA}
= JQ(z, u+v;dz,dx)l <, 1z(2 t —v,0 + x — 1)

+ hlrgT J‘Us(zs U, v; dZ', dxa dy):lx+y$lpz’,s,x—s { VVO + y + 5> L
Zypyt —x—y, Vy, +y+s5s—NeA},

d’ou (7) découle facilement en utilisant la définition de Q. Il

II. MESURES INVARIANTES POUR LES PSM
DE PREMIERE ESPECE

DEFINITION II-1. — Soit 9eM,. Le PSM de premiére espéce Z est dit
@-récurrent si pour tout A e & tel que @(A) > 0 et tout (z, u, v)e E,ona :

1_)z,u,u{ J‘lg(Z,, U,, V,)dt = OO} =1.

La récurrence en ce sens est un peu plus faible que la récurrence au
sens de Harris pour le processus (Z,, U,, V,), car ce dernier ne prend pas
ses valeurs dans E, mais dans EUE x {0} x {0}. Cependant, a cause
de (S-1-1), il est clair que toutes les propriétés classiques restent valides
dans la situation présente. En particulier (Azema, Duflo, Revuz [I]), il
existe pe M, unique (2 une constante prés) telle que uP, = u pour tout
t=0.

Voici I'énoncé du résultat principal de cet article :

THEOREME 11-2. — Soit @ € M, et Z un PSM de premiére espéce, @-récur-
rent, de semi-groupe (P,).
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(i) Il existe ve M., unique (& une constante prés) telle que I"unique mesure
(a une constante prés) p€ M invariante pour (P, soit définie par :

(8) E(A) = J‘;(dz’ dx)dylx(Z, Y, X — y)10$y<x'

(ii) Si de plus Z vérifie (R-3), on a vQ = V.

Pyke et Schaufele ont montré ce théoréme, sous I’hypothése (R-3),
dans le cas ou E est dénombrable. La méthode utilisée ici différe profon-
dément de celle utilisée par ces deux auteurs, au moins pour la démonstra-
tion de la premiére partie. De plus I'unicité, qui fait 'objet dans [5] d’une
longue démonstration, découle immédiatement du résultat cité au début
du paragraphe.

1. La premiére partie du théoréme II-2.
Commencons par un lemme :

LemME I1-3. — Si p et v vérifient (8), pe M, si et seulement si ve M.
De plus a une mesure 11 correspond au plus une mesure v vérifiant (8).

Démonstration. — Supposons que et v vérifient (8). Si ve M, soit (A,)
une suite d’¢léments de &’ croissant vers E’, telle que W(A,) < co pour
tout n; la suite A, = {(z, y, x — y); (z, x)€A,, 0 < y < n} croit vers E
et vérifie u(A,) < nw(A,), donc pueM,. Réciproquement si peM,, soit
(A,) une suite d’éléments de & croissant vers E, telle que p(A,) < oo pour
toutn; la suite

An = {(Z’ x);J‘x]-K,.(Za Y, X — Y)dy > l/n}
0

croit vers E’ et vérifie w(A,) < nu(A,) donc ve M.,
Soient maintenant v et v deux mesures associées par (8) a u. Si Ae &,

;ona u(f) = WA) = V(A), dou

on pose f(z, x, y) = 1x(z, x + y)
le résultat. i

Nous allons maintenant utiliser une chaine de Markov auxiliaire.
Soit (A, &, L) un espace de probabilité sur lequel est définie une suite (R,)
de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi expo-
nentielle de paramétre 1. Onpose Q = Q x A, P,,,=P,, . ®L, §,=0,
S, =Ds et S,.; =S, +R,,,. On note (0%, , la résolvante de (P,), et

X+y
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on définit deux noyaux W et W, sur E’ et une transition V de E’ dans E par:
Vf(z, U) = l‘:::“z,O,u { f(ZRp URp VR,)} = Ijlf(z’ 01 U),
Wf(za U) = Ez,O,v { f(ZRp UR, + VR;) } = J‘v(za v, dZ', du,9 dv’)f(Z', u'+U’)
Wlf(z9 U) = Ez,O,v{ f(Z§’p V§,)} = WQf(Zs U)-

PROPOSITION 11-4. — Pour tout (z,u, v)€ E, la chaine (8, (Zg,, V),
P...) est markovienne et admet W, pour transition.

Démonstration. — 1 e A étant fixé, Si(., ) est un (&F,-temps d’arrét,

pour lequel on peut appliquer la proposition I-5. Comme Ug, = 0, il vient
si f;eb& :

n+1
Ez,u,v { nﬁ(z§§’ V§{) }

= J‘L(dI)Ez,u,,,{ f,'(Zgg(.,t)s V§:~(.,l)) EZ§;.(.,1),0,V§$.(.,1)
{ fn+ 1(ZDR..+ 11y VDRn+ x(l)) } }

= J‘L(dl)Ez,u,v{ L Lfi(Z§;»(.,1)’ V§;~(.,1))W1 f (Zﬁ;.(.,n, V§;.(.,l))}

= Ez,u,v { n]}(k;’ V§é)wlf;1+ 1(Z§h’ Vgh) } s
i=1

en utilisant I'indépendance de R,,; d’avec R, ..., R,. I

PROPOSITION I1-5. — Si o e M, et si Z est @-récurrent, il existe @ € M.,

telle que pour tout (z, u, v)€ E, la chaine (Q, (Zs;, Vg,), lsz,u,,,) soit @-récur-
rente.

Démonstration. — Quitte a remplacer ¢ par une mesure équivalente,
on peut la supposer finie. On définit alors ¢ € M’ par :

P(A) = J(?)(dz, du, dv)Q(z, u + v; A).

Si @(A) > 0, il existe o > 0 tel que si

_ - 1
B={(z,u,v);Q(z,u+v;A)>a,cx<u+u<—},
o
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on ait ¢(B) > 0. Par hypothése, (Z,, U,, V,) passe alors ps un temps infini

dans B, et comme le séjour dans B est constitué d’intervalles compris
1 . P .

entre a et —, il y a une infinit¢ de ces intervalles. Donc si T, = 0,
o

T,+, =inf (¢ > Dy, ;(Z, U, V)eB), ona T, < oo ps pour tout n. Enfin
la forme de B montre que UT =0.

Soient Q,,, = { s,,, 1 <T, <8, <T, +a< oo, (ZDT,VDT)GA} et
O.=1{S,.:1<T,<8§,< oo} Si &, est la tribu de A engendrée par
les (R,; n < m), so1ent Yeb%;, et Y eb¥, ,;il vient :

E..{YYls,}
= Ez,u,v { YlK(ZDT,,a VDT,.)ITn< o IL(dDY’(DI§m_ 1D <Thn €S, D$Tr+a }

= Ezm,v{ Y1x(Zp.,s VDTn)lTn<°° JL(dI)Y'(l)lém-1(.,1)<T..s§m(.,n(1 - e‘“)}
= E... {YY'(1 - e™)g,,,QZr, Vr,; A)}.

Soit #, la tribu de Q engendree par les variables YY'ls, ,, o0 m > 1,
YebF; etY €b¥,_,.Commeles ¢, . sont disjoints et comme Q, ,, < Q; .,
on déduit de ce qui précéde que :

Pz,u,v { zfzn,m | ‘y?n} = (1 - e_u)Q(Zl‘,.’ VT,.; A)IT,.<00 2 d(l - e_a)lT,.<oo'
(m)

Enfin il est clair que Q,,, € #, . ;, donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli

on a
Pz,u,v{ lim sup Zﬁn’m} > PM,U{ ZIT"<°° =0 } =1
(n)
) )

lim sup Zﬁmm c lim( sup {(Zg, Vg )eA },

(n)
(m)

Enfin

d’ou le résultat.

Les hypothéses du théoréme II-2 impliquent celles de cette proposi-
tion, dont la conclusion entraine I'existence de p e M/, invariante pour w,,
et le résultat suivant permet alors de calculer la mesure invariante pour (P).

PROPOSITION 11-6. — Si pe M/, vérifie pW, = p, la formule

v

9 wA) = fﬁ\_/(dz, du, év)[l alz, u, v) + J Ix(z, u + 6, v — t)dt:l

(]
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définit une mesure €M, invariante pour (P,). De plus (9) s’inverse en
(10) uA) = Jﬁ(dz, du, dv)e *Q(z, u + v; A).

Démonstration. — Soit j € M, invariante pour W, ; on définit u par (9),
et (10) définit une mesure positive u’ sur E’. On a:

wW(A) = jﬁ\—/(dz, du, dv) e *Q(z, u + v; A) + j e ""'Q(z, u + v; K)dt]

0

- j 7V(dz, du, de)O(z, u + 03 ) = FW,(K) = K,

ce qui prouve bien que (10) est I'inverse de (9).
Soit (A,) une suite d’¢1éments de & croissant vers E’, tels que u(A,)< o0

1
pour tout n; la suite A, = {(z, wv); e "Qz,u+v;A,) > —} croit vers
n

E et, d’aprés (10), on a u(A,) < nu(A,); par suite ue M,. Montrons enfin
que u est invariante pour (P,). D’aprés (S) on a :

v

OY(z, u, v) = J e f(z,u+tv— t)dt + e *QVf(z, u + v).

o
Il vient alors :

uO'f = jﬁ\_’(dz, du, dv){ [e"’ + re‘”"'dt]d\'lf(z, "+ 0)
4]

v v v—t
+[f e f(z,u+t,v—t)dt +J dtf e“’f(z,u+t+s,v—t—s)ds]}
0 0

0

jﬁV(dz, du, du)[QVf(z, u+v)+ jvf(z, u+tov— t)dt:l
0 .

uW, Vf + JﬁV(dz, du, dv)dtl, . f(z, u + t,v — &) = u(f),

en utilisant uW, = p et (9) pour obtenir la derniére égalité. Donc uU! = .
Mais p étant o-finie, il est classique (voir par exemple [/]) que I'invariance
pour U' entraine Iinvariance pour (P,). Il

REMARQUE. — 1I serait intéressant de savoir si ce résultat admet une
réciproque : on pourrait alors se passer de la proposition II-5, et donner
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la forme des mesures o-finies invariantes pour (P,), méme si Z n’est pas
récurrent.

Nous ne savons pas si cette réciproque est vraie dans le cas général.
Mais on montre que si ue M, est invariante pour (P) et s’il existe une
suite (A,) d’éléments de & croissant vers E’,

f i(dz, du, do)Q(z, u + v; K,)

étant fini pour tout n, alors la mesure définie par (10) est o-finie et invariante
pour W,, et (9) est l'inverse de (10). En particulier les formules (9) et (10)
établissent une correspondance bi-univoque entre les éléments de M’
invariants pour W,, et les éléments de M invariants pour (P,).

PROPOSITION 1I-7. — Les transitions V et W sont liées par la formule :

11y Vf(z,v) = JW(Z v; dz’, dx) J‘x “(2' t, x — bydt.

0

Démonstration. — 1l est trés facile de vérifier que P, ,{ Uy, =0} =0;
on a alors :

Vf(za D) = I}I}l EEZ,O,B
hz0

1 h+1 h+1
{Uh+1<2,,, o <R1<Dh+ ,f<Z+1,R1+U +1 aDy-_l—Rl)}

. h +1
= lim exp H,,H(z v; dz, du, dv’)l 1
() o <%

h=20
f f(@, t +u, v — t)e”'dt.
]

Définissons la transition K, de E’ dans E et la fonction g sur E par :
K, (z, v; dZ’, du, dv')
h+1
= Eexp( T )H,,H(z,v dz’, du, dv')(1 — e l’)1 L1

2"
h=20

1 v
gz, u,v) = == j e f(z,u +t, v — t)dt.
—e

[
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On a alors Vf(z,v) = l}r)n K,g(z, v). Mais si fe By, ge B, et
l’:'\‘z.O,v{ g(ZR1’ 0, UR: + VRI)

. E ~ 1 h+1
= lim Ez,O,v{Uh+1 <5, <R < Dh+1’g(zh+1’ Ups1o Vir )}
(n) > 2 2 = 7 0

2" 2 n
h20 2

h+ 1\ [~ .
= lim z exp (—- —i—) th+1(z, v;dz’, du, dv’)(1 — e ") g(z’, u, v')1 1

n u<
(n) Y 2 7 2"

= 121}1 K,g(z, v) = Vf(z, v).

Etant donnée la définition de W, cette formule n’est autre que (11). [l

Démonstration du théoréme 11-2-(i). — D’aprés la proposition II-5, il
existe ¢ € M., telle que la chaine (Zg,, Vg,) soit @-récurrente. Il existe alors
p e M, invariante pour W, et (9) définit alors une mesure e M, inva-
riante pour (P,). En combinant (9) et (11), on obtient :

wA) = | pW(dz, dx) ! [Jxlg(z, t, x — t)e”'dt

-x
1—‘e 0

X x—t
+ J e"dtj Ix(z, t + s, x — t — s)ds]
0 0

x

~ 1
= | uW(dz, dx)l—Tx f 1x(z, t, x — t)dt,
—e

LY 0

»

et il suffit de poser V(dz, dx) = uW(dz, dx)(1/(1 — e™¥)) pour obtenir (8).
D’aprés le lemme I1-3 on a ve M. Enfin on sait [/] que la mesure o-finie
invariante pour (P) est unique (2 une constante prés), et 'unicité découle
du lemme II-3.

2. La seconde partie du théoréme II-2.

Commengons par un résultat préliminaire ; 1, est la mesure de Lebesgue
sur ]0, ool.

PROPOSITION 11-8. — Si Z est un PSM de premiére espéce de potentiel U,
et ue M, une mesure invariante pour (P,) vérifiant 8), ona pU = v ® 4.

Démonstration. — En conditionnant par rapport & &%, il vient :

pO@A x]t, t + s]) = f Wdz, du, dv)zl"’z,u,.,{(zs,, Vs )EA, S,elt, t+5]}
(n)
- f 1P (dz, du, du)zpz,“,,,{(zsn, Vs)€A, S, < s} = nOA x]0, s]).
(n)
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Par suite si p est la mesure positive (pas forcément o-finie) sur E’ définie
par (A) = puUO(A x]0,1]), ona puU =@ A,.
Soit & ={Aef;AcE x[0,5] x]0, o[ ; w(A) < o0 }; daprés le
lemme I1-3, Ué" est un ¢-anneau engendrant &. Soit alors Aed*;
s>0
d’aprés la proposition I-6 et le fait que U(z, u, v; E x]0, o[ x]0, ¢[) = 0,
onapourt>s:

r

WA) = pP(A) = | pUdz, dx, dy)l, <, <ysxlalz t — y, x +y — 1)

o
r

= | u(dz, dx)dylo< 1z(z, t — y,x +y — Ol cicyix

= ﬁ(dz’ dx)dZIOSy<x1K(z’ Y, X — y)’

o/

en remplagant y par t — y et en tenant compte de ce que Aeé®. Le
lemme II-3 montre alors que z=7v. I

Démonstration du théoréme 11-2 (ii). — Soit A € &*. De la méme maniére
que ci-dessus, mais en utilisant (7) et le résultat précédent, on a pour t>s:

WA) = uP(A)
= fﬁ(dz, du, dU)Q(Z, u+tv;dz, dx)l, < <prx 172 t—v, 0+ x — 1)
+ J‘}_lU(dZ, dxa dy)Q(Z’ X, dZ,, dx’)1x+ySt<x+y+x'
13z, t—x—y, x+y+x'—1t)

= j V(dz, dx)Q(z, x; dz’, dx")dYlg <y <xlymy<i<x—y+x
1z, t—x—y, x+y+x"—1)

+ j;(dzs dX)Q(Z, X3 dZ', dx’)dy1x<x+y$t<x+y+x’
1z, t—x—y, x+y+x"—1t)

= f W(dz, dx)Q(z, x; dz’, dx')dyl o<y <xrli-xsy<d&(Z, ¥, X = Y)
+ J‘ W(dz, dx)Q(z, x; dz’, dx’)dy1, <y<xly<i—x1z(@, ¥, X' = ).
Le second terme de Iexpression précédente croit lorsque t T co vers
(12) JVQ(dz, dx)dyloey<lx(z ¥ X = Y);
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quant a lintégrand du premier terme, il est majoré par celui de (12) et
il tend vers 0 quand ¢ T co ; par suite le premier terme tend vers 0, et p(A)
égale I'expression (12). Le lemme II-3 montre alors que vQ =v. i

REMARQUE I1-9. — Il peut évidemment exister plusieurs mesures ve M/,
non proportionnelles entre elles, vérifiant vQ = v. Mais sous (R-3) seule
I'une d’entre elles donne, par (8), une mesure invariante pour (P)).

REMARQUE II-10. — La seconde partie du théoréme II-2 n’est pas toujours
vraie sans I’hypothése (R-3), comme le montre ’exemple suivant. On
prend E = N; partant d’un état quelconque i > 1, on y reste un temps
exponentiel de paramétre 2, puis on passe dans I’état i + 1, etc.; a chaque
explosion on repart de i = 2 ou on reste un temps exponentiel de para-
metre 1, puis on saute en i = 3, etc. Il est facile de vérifier qu’on obtient
un PSM Z de premiére espéce, pour lequel Q est donné par :

Q(i, x;j, dy) = 5i+ l(j)ezj”2jdy.

Ce PSM est récurrent, et sa mesure invariante se met sous la forme (8)
(d’apres la premiére partie du théoréme), avec une mesure v donnée par :

e *dx sii=2,
e~ 2%idx sii>3.

v(i, dx) = {

Cette mesure ne vérifie vQ) = v, et d’autre part il est bien clair que Z
ne vérifie pas (R-3).

II1. PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS
DE SECONDE ESPECE

1. Définition et semi-groupe d’un PSM de seconde espéce.

Nous supposons donnée une probabilité de transition Pz,u(dw) de
(E, &) dans (Q, #).

DEFINITION 111-1. — Le terme Z = (Q, U,, Z, Pz,,,) est un PSM de
seconde espéce s'il vérifie :

(S-2-1). — Pour tous t > 0, (z,u)e E,on a P, {teN,} = 0.
(S-2-2). — Pour tout (z,u)e E,ona B, ,{Z, =2 Uy=u} =1
(8-2-3). — Pour tous s, t = 0, (z, uye E et feb&, on a:

(13) E,{fZ1sUu)|Z} = Eu { f(Z,U)}.
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Ces axiomes impliquent que (Q, (Z, U)), 13,,,,) est un processus de
Markov normal, & valeurs dans (E, &), admettant un semi-groupe de
transition (P,) appelé le « semi-groupe du PSM ».

Pour obtenir la forme de (P,), il faut d’abord montrer une version affaiblie
de la propriété forte de Markov pour (Z,, U,). Nous suivons la méthode du
paragraphe I-2.

PROPOSITION III-2. — Le semi-groupe d’un PSM de seconde espéce est
fellérien pour B,
Démonstration. — Soit fe B, On a:
Praw=rGu+ 0P {(Vo>t}+ E. . {ly<«f(Z. Uy},

qui tend vers f(z, u) quand t | O car V, > 0 ps. (P,) étant un semi-groupe,
P,f est continu a droite en t. D’autre part on a:

13!+sf(z7 u) = I‘Stf(z, u+ S)?z,u { VO > S} + Ez,u{ IVOSsiSlf(Zs’ Us) }

Si on fait tendre s vers 0, on voit que P,f(z, u + s) converge vers P, f(z, u),

donc P,fe B, W

PROPOSITION 111-3. — Soit Z un PSM de seconde espéce et T un (%,)-temps
d’arrét tel que f’z’u {TeN,} =0. Alors (13) est valable pour tous s > 0,
feb&, quand on remplace t par T.

Démonstration. — On va d’abord montrer que P,,{T + seN,} = 0.
Pour cela on considére la suite (T,) de temps d’arrét introduite au lemme 1-4.
Comme {T + s¢N,;} = lgm {Ur,+s =T, — T}, un raisonnement ana-
logue montre que : "
l‘.Sz,u{T + S¢Nd} = 1(1:')11 Ez,u{ Ps(ZT,.7 UT,.; E X [Tn - T, OO[)}

= lg)n E,.{P(Zr, Uy +T,-T;Ex[T,—T, o))}
Mais pour tout r > 0, on a:
lin}oinf P(z,u+1t;E x [t, oo])
t

> lim Bz, u + t;E x [, oof) = Pz, us E x [r, o0l)

d’aprés la proposition précédente. Par suite Pz, u + t; E x [t, oof)
tend vers 1 si £ | 0, et on en déduit que P,, { T + seN,} = 0. On montre
la fin de la proposition exactement comme la proposition I-5, en utilisant
le caractére fellérien de (P,) relativement a B, H
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On note R(z, .) la loi de (Zy,, V,) pour la probabilit¢ P, ,: cest une
probabilité de transition de (E, &) dans (E’, &). Pour simplifier les nota-
tions, on pose :

(14) : A(z;.) = B(z0;.)
(15) F.(dx)=R(z;E,dx), f(x)=F.(x ol), P(z dz')=R(z dz’, [0, o).

On peut enfin définir une probabilité de transition K, (dz’) de (E", &)
dans (E, &), qui vérifie :

(16) R(z; dz, dx) = F(dx)K, (dz’).
PROPOSITION 111-4. — Si Z est un PSM de seconde espéce, on a :
(17) H(z; E x]t, ) =0,
(18) R(z; {z} x]0, o) = 0,
(19) P.glz,u) = £’%Z(—:)—t—)g(z, u+1)
+ fju) Jﬁ(Z; 2, A, < xcus Hur-£8(2).

La réciproque de ce résultat est assez délicate a obtenir directement,
et nous 'obtiendrons comme corollaire d’un résultat ultérieur.

Démonstration. — (17) et (18) découlent des définitions de U,, FI,, Vo, R
et de (S-2-2). Si Ry(z, u; .) est la loi de (Zy,, V,) pour P,,, ona:

Rz; A xlt + u, 00]) = E, o { 1v,»uPzu, { Zv, €A, Vo > 1} }
= pz,(){V() > u}Pz,u{ZVOEAs VO > t}
= fwR,(z u; A x]t, o).

Appliquons (13)a T = V,, (cf. proposition III-3); comme Uy, = 0, il vient :
}~),g(z, u) = Itjz,u{ 1Vo>tg(Zw Ut)}

+ ~[ﬁz,u(da))lvo(w)grElvo(w),o {g(zt—vo(m)’ Ut—Vo(w)) }
= g(z,u + )R (z,u; E x]t, o0) + jﬁl(z, u;dz’, dx)1,. < H,_ g(z),

ce qui, étant donnée la relation ci-dessus entre R, et R, n’est autre
que (19). B

Remarquons enfin que si Ty = 0, T,;; = Dy, la chaine (Zr,) est marko-
vienne et admet P pour transition, alors que la chaine (Zr,,,, Vy,) est
semi-markovienne et admet R pour transition (cf. [3]).
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2. Relations entre PSM de premiére et de seconde espéce.

Soit Z un PSM de seconde espéce. Si t; < ... <t,, fieb&, la formule
suivante définit une probabilité de transition de (E, &) dans (Q, #):

(20) Ezuu{nf(zt. U V)}
]_—[f(z u+t,v— 1)J‘ zu+u(dZ)Ez O{Hf(zx,—w 1, v t—u)}'

Soit maintenant Z un PSM de premiére espéce, de semi-groupe (P,).
On suppose qu’il existe une transition G (dx) de E dans ]0, oo[ telle que
pour tout v < t, P, se mette sous la forme :

@1) Pf(zuv) =f Bz, u, v; dz’, du',]0, oo]) 69(]—(‘1—’% Lo f(& 0, x— 1),

La formule suivante définit alors une probabilité de transition P . de
(E, &) dans (Q, #):

. —~ 1. - d 1<x Z,u,x—u
(22 B,.()= z(] D) j Adx)1, (.).

THEOREME 111-5. — (i) Si Z est un PSM de seconde espéce et si P,,,
est défini par (20), Z = (Q, Uy, Z,, P, ) est un PSM de premiére espéce
dont le semi-groupe vérifie (21).

(ii) Si Z est un PSM de premiére espéce dont le semi-groupe vérifie (21)
et si 15,,“ est défini par (22), Z = (Q, U,, Z, 132,,,) est un PSM de seconde
espéce.

SiF, 1, K., P, H, sont associés a Z et si Q, G,, P, sont associés a Z,
dans les deux cas on a G, =F, et :

(23) Q(z, x; dz', dx’) = K, _(dz’)F,(dx"),

(24) Pg(z,u) =

1 —
JFz(dx)lp,,P,(z, u, x — u; dz’, du’ )0, o) g(z’, u),
S(w)
(25 Pglzzuv)y=1,_,8zu+tv—1
F, (dx")

Jardx)

+ IIZUJKz,u+v(dzl)ﬁt—v(z dz” d ) x<x’g(2”9 x: x, - x)'
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Démonstration. — a) Soit Z un PSM de seconde espéce, et P, , défini
par (20). Le terme Z vérifie clairement (S-1-1) et (S-1-2). Soient g;, g € b&,
O=ty<...<t,=t,Y= l—[g,.(Z,i, U,, V,,). Posons :

i=1
i1

XJ' = ngi(zt.-’ Uz.-, Vt.z)lD,j_l <1

i=1

n

hj(z’ u, U) = ngi(z: u—t+t,v +1— ti)lr—tj6v<t—r,«_la
i=j

a; = Ez,u { thj(zn U, V)gZ,., Ur+s, V!+s) } .

Remarquons que X;€ b#,, < b#,. En conditionnant successivement par
rapport & %, a %y, (cf. proposition I1I-3) et & #,, on obtient (la défini-
tion de R, est donnée dans la proposition I11-4) :

=K., { XJJRI(Z,, U,; dz’, dx)h/(Z, U,, x — U))
[1s<x—U,g(Zta Ul +5,x— Ut - S)

+1,_y,<s Jﬁs_ﬁqt(z'; dz”,dx"\R,(z", x’; dz"", dx") g(z", x’, x" —x")] }
= I‘:-‘ﬂ"z,u { thj(zu Un Vt)Psg(ZD Uxa Vl) } s

en définissant P, par (25). Mais en remarquant que B,,{U, =t} =0,
ona:

l‘séz,u { Yg(Zt+sa Ur+s’ Vt+s) } = Zaj = Ez,u { Yl_)sg(zn Ut’ Vr) } .
=1
Si v < ¢, un calcul trés simple permet de déduire de ce qui précéde que :
(26) Ez,u,v { Yg(zt+s’ Ur+s3 Vt+s) } = I_-:'z,u,v { Ypsg(Zn Un Vt) } .

Cette relation est triviale pour v > ¢t + s. Enfinsit < v <t + s, le premier
membre de (26) égale :
n

Hgi(Z’ u+ ti’ v — ti)JKz,u+v(dz,)Ez',0 {g(Zt+s-—w Ut+s—w \It+s—v)}

i=1

= l_[gi(z7 u + ti’ v — ti) sz,u+v(dz,)ﬁl+s~u(Z,; dZ”’ dx)
i=1
F_(dx")

JzAx)

g(z", x, x" — x)1 .
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(en conditionnant par rapport a #, . ;_,), ce qui est le second membre de (26).
On a donc montré que Z vérifie (S-1-3) et d’aprés (25), (P,) vérifie (21)
avec G, = F,. (23) découle de (5) et de (25) appliqués a t = v; enfin (24)
découle de (5), de (19) et de (25) par un calcul facile.

b) Soit Z un PSM de premiére espéce, dont le semi-groupe (P,) vérifie (21),
et P,, défini par (22). 1l est clair que Z vérifie (S-2-1) et (S-2-2). Soient
t<...<t,=t g,gebhd,

n—1 n
Lo BT
X = Hgi(z,i, U,) et Y = Hgi(Z,‘,, U,) g\ v .
i=1 i=1 o
Draprés (22) et (21), on a: - NEENE
E C/ﬁa.!! ii‘f AT E\ %
z,u{Yg(Zl+s’ Ul+s)} s Easx =

Vi._,;dz’, du’, dv’)
gz’ W)E; ', {g(Zs, Us)}}
= Ez,u{ XJ t—ty— ,(Zn,. 1 z,. 1 V!,.-l; dz', au’ )0, ool)

G, (dx -
g"(Z', u,) —_,)_ 1u’<sz’,u’,x—u' { g(Zs’ Us) } }

Gz'(]u ’ w[)
= Ez,u { Y}‘zzhut { g(Zs9 Us) } } ’

ce qui prouve que Z vérifie (S-2-3). En comparant (22) et (19) on voit que
G, = F,. (24) découle alors de (22). D’aprés (21) on a

n-1°

= EZ,M{XJ‘PI~&.—1(ZH_17 U

Qz, x; dz’, dx’) = Q(z, x; dz' )]0, w0[)F,(dx")
et d’aprés (22) on a
R(z; dz’, dx) = Fz(dx)Q(z, x; dz' )0, oof),

ce qui entraine (23). Enfin un calcul trés simple utilisant (5), (21), (23) et (24)
permet de prouver (25). I
En particulier si Z est un PSM de premiére espéce, la condition (21)

entraine que Q se met sous la forme (23), mais la réciproque n’est pas
vraie. Cependant on a :

ProrosiTiON III-6. — Soit Z un PSM de premiére espéce vérifiant (R-3),
tel Q soit de la forme (23). Si P, est défini par (22) (avec G, = F,), alors
Z=QU,?2Z, fsz,,,) est un PSM de seconde espéce.
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Démonstration. — 11 suffit évidlemment de montrer que le semi-groupe
de Z vérifie (21). Si Q vérifie (23), C’est une conséquence immédiate de la
formule (7), qui est applicable si (R-3) est vérifie.

3. Construction d’'un PSM de seconde espéce.

Dans ce paragraphe, nous montrons la réciproque de la proposition I11-4.

THEOREME III-7. — Supposons E polonais muni de ses boréliens &, et
soit (B,) un semi-groupe markovien sur (E, &) et (F,) défini par (14). Pour
que (P,) soit le semi-groupe d’un PSM de seconde espéce, il faut et il suffit
que (A,) vérifie (17) et qu’il existe une probabilité de transition R de (E, &)
dans (E, &) vérifiant (18) et (19).

Démonstration. — Seule la condition suffisante reste & montrer. K,
et F, étant définis par (15) et (16), définissons Q et P, par (23) et (25). On a :

7 P,Pglz,u,v)=1,,,.,8(z,u+t+s,v—1t—s)

F,.(dx’
+ lt$v<l+sJ. u+u(dz')Hl+s u(z d " d ) ( )g( " , x)1x<x"
SAx)
F,.(dx')
+ lv ‘[ Z,u u(dz )ﬁ v(z d g d ) 1:c<x’
" ” foA)
Qycx 8" x +5,x —x—25)
o F,.(dx})
+ 1x’—x$s Kz”,x'(dzl)ﬁs+x—x’(zl’dzl’dxl) g( laxl’xl x1)1x1<x'1 .
Salx1)
Mais d’aprés (19) il vient :
dx
(28) JPs(z, u;dz, du’) f(( ,))g(z w,x —u)l, .,

= fz(u) sz(dx)lu<x[ls<x-uﬁz, U+Ssx—u-— S)

~ F o ”
+ 1iuss sz,x(dz’)Hs—x+u(z, ; dz”, dx')M

JedX")

Comme H,P, = A, ., le troisi¢éme terme du second membre de (27) égale
alors :

lvﬁt J‘Kz,u+v(dzl)ﬁx+s—v(z’ 5 dZ”, dX)

g(Z”, x’5 x" — x,)lx'<x"] .

Fz”(dx’)
JorA%)
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et on en déduit que (27) égale P, . g(z, u, v). Donc (P,) est un semi-groupe.
Si H, est défini par (2), on a:

H(z, v; E x]t, o[ x]0, oo[) = lelJ.Kz,v(dz,)Ht—‘v(z'; E x]t, 0o[) = 0

d’aprés (17). Q vérifie (4) car R vérifie (18). Enfin en utilisant encore (28),
on peut écrire pour v < t:

JQ(Z, u+v;dz, dv')H,_ gz, v')

= IKM+v(dz’)F,,(dv')[l,_,,<,,, gzt —v, v +0v—1)
F,dx")
JAx)

+ lv’ <t-v jKZ’,u’(dz")ﬁt— v— v’(z" 5 dZ, dX)
= P.f(z, u, v),

ce qui n’est autre que (5). D’aprés le théoréme I-2 il existe alors un PSM
de premiére espéce Z admettant (P,) pour semi-groupe, et ce dernier
vérifie (21) par construction. Donc le théoréme III-5 montre qu’il existe
un PSM de seconde espéce Z admettant pour semi-groupe la famille (/)
définie & partir de (P,) par (24). Mais le calcul de P/ a partir de (24) montre
que P = B, ce qui achéve la démonstration. i

g(z, x, x’ — x)1x<x,]

4. Mesure invariante pour un PSM de seconde espéce.

Si Z est un PSM de seconde espéce et si A€ &, soit

fo = ZIAX(O}x]s,m[(Zn U;, V,)
(1) -

DEFINITION TT1-8. — (i) Si o e M,, Z est g-récurrent si pour tout Ae &
tel que @(A) > 0 et tout ze E, on a

Pz,o{ JIA(Z,)dt = oo} =1

(i) Si peM, et s >0, Z est (¢, s)-récurrent si pour tout Ae& tel que
@A) >0 et tout zeE,ona B, {Ny =0} = L.

PROPOSITION I11-9. — Soit Z un PSM de seconde espéce. Il y a équivalence
entre :
(i) 11 existe @ € M, tel que le processus (Q, (Z,, U,), B ) soit p-récurrent.
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(ii) 1! existe ¢ € M, tel que le PSM Z soit ¢-récurrent.
(iii) I! existe e M, et s > O tels que le PSM Z soit (¢, s)-récurrent.

Démonstration. — Quitte & remplacer @ ou ¢ par des mesures équiva-
lentes, on peut les supposer finies. Si on a (i), on définit ¢ e M par
o(A) = @(A x [0, [), et on a clairement (ii).

Supposons qu’on ait (ii). Il existe s > O tel que ¢’ e M définie par

¢'(A) = JQDP(dZ)lA(Z)fz(S)

ne soit pas identiquement nulle. Si @’(A) > 0, il existe f > 0 tel que si

B = {Z; J‘P(Z, dz')1,(2") f(s) = B},

on ait ¢@(B) > 0. Donc pour tout zeE,

fiz,o{ JIB(Z,)dt = oo} =1

N n’étant pas borné, I’ensemble { (¢, w); Z(w)€ B, Ufw) =0} est ps de
coupes dénombrables, et comme il est bien-mesurable, il existe une suite (T,)
de temps d’arrét telle que Z; €B, Uy, =0 et Dy < T,,; < oo ps. Soit
Q,={T,< o, Zp, €A, Vp, >s};onaQeFy et comme T,¢N,

I‘Sz’o { Q” ‘ an } == lTn<°0PZT,.»0 { ZVOEA, Vvo > S}
=l1,<x JP(Lna dz')1,(2') f:A8) 2 Bl1, <0

donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, on a

P.o{limsup Q,} > P.o {lim {T, < 00 }} = 1.

Enfin lim( sup Q, < {N} = o0}, donc on a (iii).

Supposons qu’on ait (iii). On définit ¢ e M par
(Z(A) = Jw(dz)dXIx>s1X(z’ X).

Si @(A) > 0, il existe B > 0 tel que si B = {z; A(A, [0, s]) = B}, on ait
@(B) > 0 (4 est la mesure de Lebesgue, A, est la coupe en z de A). Mais

{N; = OO} C{ J‘IX(ZU Up)dt = OO},
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donc d’aprés (iii) on a fl a(Z, U)dt = o B, o-ps pour tout zeE. Enfin

Pz,u{ JIX(Z:, Uz)dt = © }

1 -
= 7o JR(z; dz' Ju, oo[)f’zr,o { fl,;(z,, U)dt = oo }

qui égale 1, ce qui montre que (Z, U, est @-récurrent (au sens de
Harris). |}
Voici enfin le résultat principal :

THEOREME 111-10. — Soit @ € M, et Z un PSM de seconde espéce, Q-récur-
rent, de semi-groupe (P,).

(i) 1l existe ve M, unique (a une constante prés) telle que I"'unique mesure
(a4 une constante prés) jieM, invariante pour (B) soit définie par :

(29) uA) = J Wdz)dx f(x)1x(z, x).

(i) Si de plus Z vérifie (R-3), on a vP = v.

Nous avons besoin d’un lemme concernant les PSM de premiére espéce.
Pour ceux-ci, et avec les notations du paragraphe II-2, on définit la transi-
tion W de (E’, &) dans (E, &) par:

Wf(z,v) = E . o,{ f(Z)}.

LeMME 111-11. — Soient Z un PSM de premiére espéce dont le semi-groupe
vérifie (21) et

G(z) = j me"dth(]t, oo).
0

On a alors :
Wf(z, v) = JW(Z v;dz)=— A( 0 G, (dx)f(z', x)(1 — e™ ™).
Démonstration. — On pose g,(x) = G,(]x, co[). En suivant la méthode
de la proposition 1I-7 on voit que :
Wf(z, v) = lim ZE°
hz0
1 h+1
Uy, <2,,a o <Ry < Dyy,y +Uh+1sf(zh+1» Up+y +Vh+l>
2 Fa Pe R 2
h+1 _
= hgx exp o Hﬁ_l(z, v;dz,du]0, co[)1
= 2” ll<2—"
"0 G, (dx)

3 — e e
z()f( > X )
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en utilisant (21). Mais alors si
L.z, v;dz, du)

b1 ,
=Zexp( L) pe1(2 03 d2', du]0, o0[)1 ,e-'dtw,

2 Hn ey /
&= 2 <7 8(u)

J‘Gz(dx)f (2 xN1 — ™)1, <«

h(z, u) =

bl

Je"dtgz(u + 1)
on a Wf(z, v) = l%r)n L,h(z, v). Mais comme he B,, on a:
Az 0,v { h(ZRp 0) }

1 h+1
_hmEEzOv{Uh+l< —2_‘ R1<Dh+1+Uh+1,h(Zu,Uh_+_l)}

2" 2" 2" 2

= l%r}m Lz, v),
ce qui, étant donnée la définition de h, n’est autre que le résultat
annoncé. i
Démonstration du théoréme. — On peut supposer ¢ € M, et on définit
@ €M, par
P(A) = prP(dZ)Fz(dx)dylx(Z, X = Mlogy<n

Si @(A) >0, il existe a, B > O tels que si

E ={(Z’ x)’J‘ 17;(29 y, X _y)dy>a}
0

c= {z; jP(z, d2')F (dx)15(2', x) > ﬁ},

on a ¢(C) > 0. Comme pour la proposition III-9 on montre I’existence
d’une suite (T,) de temps d’arrét telle que Z €C, Uy, =0et Dy <T,, ;<
P, o-ps pour tout zeE. Soient T, = Dy, Q, = {T, < 0 ;(Zr,, Vr,)€ B}.
OnaQe%; et
’ on{g lg;T }>ﬁlr,.<w,

donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, zo{hm sup Q,} = 1. Mais
par définition de B,

Dr,,
j 1x(Z, U, V)dt > «

Ta
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dés que (Zr,, V)€ B. Par suite on a

pz,O{ J‘IK(Zn U, V))dt = OO} =1
pour tout zeE.

On définit P, , , par (20), et on considére le PSM de premiére espéce Z
introduit au théoréme III-5. On déduit facilement du résultat précédent
que Z est g-récurrent. D’aprés le théoréme I1-2, le semi-groupe (P) de Z
admet une mesure invariante u qui est de la forme (8); de plus il existe
weM, telle que v(dz, dx) = w'W(dz, dx)(1/(1 — e™*)). Mais d’aprés le
F,(dx)

F@z) -

lemme I1I-11, o on remplace G, par F, il vient v(dz, dx) = u'W(dz)
~ 1
Par suite si v(dz) = ,u’W(dz)?U, on a v(dz, dx) = w(dz)F,(dx).
z

D’autre part d’aprés la proposition III-9, (Z,, U,) est @-récurrent pour
une mesure ¢ convenable. Donc il existe ze M, unique (3 une constante
prés) invariante pour (B,). Posons :

F.(dy)
JAx)

x<y1K(Z’ X,y — X).

R = [ s, a0 =
Draprés (19) et (25), il vient :

F.(dy)
f(¥)

Mevicylzlz,x + 6,y —x — 1)

WP(A) = j pldz, dx)

+ 1x<y$x+t J‘Kz,y(dz')ﬁx+t—y(z, 5 dZ", d ’) Ff ’(’(dx,;,) 1A( " ' x" — x')lx’ <x"]
J"ﬁ(dz du) Fld) 1x(z, u, x — u)l,<, = W(A)
f-(w)

Donc ' est invariante pour (P,), et on a ' = p (2 une constante pres).
Par suite :

w(A x10, oof) = p(A) = wA x10, oof) —jV(dZ)Fz(dX)dylo <y<<1(2 V)

ce qui entraine (29). Comme p€ M., soit (A,) une suite d’éléments de é
croissant vers FE, telle que u(A,) < co pour tout n; si

A, = {Z; sz(x)lx,,(z, x)dx = %}

A, croit vers E et v(A,)) < nu(A,), donc ve M,. Enfin supposons que v
et v soient deux mesures sur E donnant par (29) la méme mesure u. Si Ae&
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1y
Jx)
cité de v. La partie (i) du théoréme est donc montrée.

Supposons maintenant que Z vérifie (R-3); il en est de méme de Z,
donc vQ = v. Mais (23), la forme de v et le fait que

et g(z, x) = 1,(2) +<1, 0n a u(g) = v(A) = v'(A), ce qui prouve 'uni-

Pz, A) = J F.(dx)K, (A)

montrent que VP =v. |

IV. PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS
DE TROISIEME ESPECE

1. Définition et semi-groupe d’un PSM de troisiéme espéce.

Nous supposons donnée une probabilité de transition P;,u(dw) de
(E’, &) dans (Q, Z#2).

DEFINITION IV-1. — Le terme Z' = (Q, Z,, B, ) est un PSM de troisiéme
espéce s’il vérifie :

(S-3-1). — Pour tous t > 0, (z, v)e E’, ona B, ,{teN,} =0.

(S-3-2). — Pour tout (z,v)e E,ona B, {Z, =2V, =v} = L

(8-3-3). — Pour tous s, t = 0, (z, v)e E’, febd’, on a:

(30) Bl A fZso Vs )| 7!} = By v { S (2, V) }

La formule Bi(z,v; A) = P,,{(Z, V)e A} définit une transition sur
(E’, &). Les axiomes ci-dessus impliquent que pour chaque probabilité P,
le processus (Z,, V,) est markovien ( valeurs dans E’ UE x {0}) et admet
un semi-groupe de transition normal qui est précisément (P!),5,, et quon
appelle le « semi-groupe du PSM ».

THEOREME IV-2. — Supposons E polonais muni de ses boréliens &, et
soit (B}) un semi-groupe markovien sur (E’, &). Pour que (P) soit le semi-
groupe d’'un PSM de troisiéme espéce, il faut et il suffit qu’il existe une
famille de probabilités de transition (A!),5, de (E, & dans (E’, &) telle
que A vérifie (18) et que

3 Bif(z,0) = L,.f(z v — ) + 1, Hi_,f(2).
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Démonstration. — a) Condition nécessaire : Sit < v, on a clairement (31).
Si x < v < t, conditionnons par rapport a £, :

P fz,0)=E {Ep v A fZ-uVi-d}} = P, f(2 ).

Donc P! f(z, v) ne dépend que de z et de t — v, et on le note H!_,/(2):
on définit ainsi une famille () de transitions de (E, &) dans (E’, &),
vérifiant (31). Enfin d’aprés la définition de V, on a :

Hy(z;{z} x]0,0]) = Pi(z,t;{z} x]0, 00[) = P;,,{Zvo =Zy=2z}=0.

b) Condition suffisante : Soit W = E'%=U et (Y, S,)w) la t'*™ coor-
donnée de we W. E étant polonais, on peut munir (W, o(Y,, S,; t = 0))
d’une famille (P} ,; (z, v)e E’) de probabilités, telle que (W, (Y,, S,), P’ ,)
soit un processus de Markov normal de transition (P)).

A partir de maintenant la démonstration est exactement la méme que
celle du théoréme I-2. 1l suffit simplement de supprimer les références
aR, eta U, et de remplacer P,,, par P . B, { W, } = 1 découle de (31)
et B,,{W,} =1 provient de ce que Hj vérific (18). Il faut également
montrer que (P)) est fellérien pour B!, pour obtenir (S-3-3). Pour cela,
soit fe ﬁ;; d’aprés (31), lrilI(I)l P.f=f, dont P/f est continu a droite en ¢
et H;f également. De (31) vient alors B fe B;.

On a montré en passant la :

PROPOSITION IV-3. — Le semi-groupe d’un PSM de troisiéme espéce est
fellérien pour ﬁ;.

2. Relations entre PSM de premiére et de troisiéme espéce.

Soit Z' un PSM de troisiéme espéce. On vérifie facilement (en condi-
tionnant par rapport & & pour x <v) que si v <t, E.,{ f(Z, U, V) }
ne dépend que de z et de ¢ — v; on note K]_,f(z) cette expression : K
est une transition de E dans E. Enfin la formule suivante, ou Ae %/,
et Be ([0, co[), définit une probabilité de transition P,, (dw) de (E, &)
dans (Q, ) :

(32) Puo{An{UpeB}} =1,mP.,{A}.

THEOREME 1V-4. — (i) Si Z’ est un PSM de troisiéme espéce et si P,,,
est déﬁni par (32), Z =(Q, Uy, Z,, P,,,,) est un PSM de premiére espéce
tel que Q(z, x; .) soit indépendant de x.

(ii) Si Z est un PSM de premiére espéce tel que Q(z, x ; .) soit indépen-
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dant de x, les P,, (.) admettent une restriction B, (.) @ F!, indépendante
deuetZ = Z, ?;’,,) est un PSM de troisiéme espéce.

Si H;, P;, K| sont associés a 7’ et si Q, P, sont associés a Z, dans les
deux cas on a:

(33) Qz x;.) = Ayz; )
(34) Pz v = JP,(Z, u, v; dz’, [0, oo, dv') f(z’, V)
(35) Ptf(29 U, v) = 1t<vf(za u+tv— t) + 1v$1K;—uf(z)'

Démonstration. — Soit Z' un PSM de troisiéme espéce et P,,, défini
par (32). Il est clair que Z vérifie (S-1-1) et (S-1-2). Définissons P, par (35).
Si Yeb#/,ona:

E;,u,v{ l‘é(Uo)Yf(Zt+s7 Ut+s9 Vz+s)}
= l_A(u)E;,v { Y[IV_¢>sf(Zt’ Ux + S, Vt - S) + 1V, SSE,’V, { f(Zs’ Us, Vs) }] }
= Ez,u,v { IA(U)Y Psf(Zv Ut’ Vx) } >

ce qui prouve que Z vérifie (S-1-3). (34) découle de (35) et de la définition
de K’. Enfin (33) provient de (32), de la définition de Q et de ce que Fj(z; .)
est la loi de (Zy,, Vy,) pour P;,,,. On a donc montré la proposition directe.

Réciproquement soit Z un PSM de premiére espéce tel que Q(z,x; .)
ne dépende pas de x. D’apres (5) on vérifie facilement que les restrictions
des P_, (.) & #/, ne dépendent pas de u, et on les note P, (.). Il est clair
que Z’ vérifie (S-3-1) et (S-3-2). Comme %, = £, et comme d’aprés (5),
P,f(z, u, v) ne dépend pas de u si f(z, u, v) n’en dépend pas, Z’ vérifie
(S-3-3). (34) est immédiat. (33) provient des définitions de Q et F;. Enfin (35)
provient des définitions de K; et de P, W

Le résultat suivant pourrait étre montré directement & partir de la
proposition IV-3.

COROLLAIRE IV-5. — Soit Z' un PSM de troisiéme espéce et T un
(#/)-temps d’arrét tel que P,,{TeN,} =0. Alors (30) est vraie pour
tous s > 0, febé’, quand on remplace t par T.

Démonstration. — On définit P, , par (32) et on considére le PSM Z
introduit dans le théoréme. T est un (&,)-temps d’arrét vérifiant la condition
de la proposition I-5. En utilisant cette proposition, le résultat se montre
alors comme dans la premiére partie du théoréme. [}

On pourrait maintenant déduire des théorémes 1II-5 et IV-4 et de la
proposition III-6 a quelles conditions on peut passer d’'un PSM de seconde
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espéce 4 un PSM de troisiéme espéce, et inversement. Retenons simple-
ment que si Z est de seconde espéce et si R est de la forme

R(z; dz’, dx) = F (dx)P(z, dz’),
alors (Z,, V,) est markovien et la transition A§ associée & ce processus est
HAy(z; dz’, dx) = P(z, dz’)F,(dx).

Inversement si Z’ est de troisiéme espéce, si I}, se met sous la forme ci-dessus
et si (R-3) est vérifié, (Z,, U,) est markovien et R est donnée par la formule
ci-dessus. On ne peut se passer de (R-3), comme le montre I’exemple de la
remarque 11-10 : cet exemple est un PSM de troisiéme espéce pour lequel A
se met sous la forme ci-dessus, mais il ne vérifie pas (R-3) et ce n’est pas
un PSM de seconde espéce.

REMARQUE. — On peut étudier les rapports entre PSM de seconde et de
troisiéme espéce d’un point de vue différent. Soit par exemple Z un PSM
de seconde espéce. Si L est un temps de retour de (Z,, U,),on pose Z;=Z; _,,-
et on définit U] et V/ & partir de Z; comme dans le paragraphe consacré
aux notations. On a V/ = U, _,)-, donc (Z;, V;) est le retourné de (Z,, U,)
a partir de L. Sous de bonnes hypotheses, (Z;, V) est markovien, et (Z))
est un PSM de troisiéme espéce. Donc les PSM de seconde et de troisiéme
espéce sont en quelque sorte en dualité.

Ceci explique la dissymétrie de comportement de ces deux espéces de
processus, lorsqu’on n’impose pas (R-3) (cf. les théorémes II-5 et IV-4,
et la proposition III-6, ou encore le théor¢me III-10 et les résultats du
paragraphe suivant). En effet (R-2) ne se conserve pas par retournement
du temps, alors que (R-3) se conserve.

3. Mesures invariantes pour un PSM de troisiéme espéce.

Soit Z’ un PSM de troisiéme espéce. N3 a la méme définition qu’au
paragraphe 11I-4.

DEFINITION IV-6. — (i) Si @ € M/, Z’ est @-récurrent si pour tout A e &’
tel que @(A) > 0 et tout (z, v)e E’,

F;,v{ JIK(Z,, V)dt = oo} =1

(i) Si peM,, Z' est @-récurrent si pour tout Aed& tel que p(A) > 0

et tout (z, v) e E’,
P;,,,{ f 1,(Z)dt = oo} =1
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(iii) Si peM, et si s >0, Z' est (¢, s)-récurrent si pour tout Acé& tel
que ¢(A) > 0 et tout (z, v)e E’, P, ,{Ny =0} = L.

Au sujet de la premiére partie de cette définition, on pourrait faire les
mémes remarques qu'au début du paragraphe II.

PROPOSITION 1V-7. — Soit Z' un PSM de troisiéme espéce. Il y a équiva-
lence entre :

(i) Il existe @ € M., tel que Z' soit @-récurrent.
(ii) II existe @ € M, tel que Z’ soit @-récurrent.
(iii) 1! existe pe M, et s > O tels que Z’ soit (¢, s)-récurrent.

Démonstration. — On peut toujours supposer ¢ ou ¢ finies. Si on a (i),
on définit ¢ e M par @(A) = @(A x]0, oo[), et on a clairement (ii).

Supposons qu’on ait (ii). Il existe s >0 tel que ¢’e M défini par
@'(A) = @HL(A x]s, o[) ne soit pas identiquement nulle. On montre
alors que Z’ est (¢, s)-récurrent comme dans la proposition III-9, en
prenant B = {z; Hy(z; A x]s, o[) > B} .

Enfin si on a (iii), on montre (i) 12 encore comme dans la proposition III-9,
avec la méme mesure ¢, et en remplagant U, par V,. i

Nous arrivons maintenant au résultat principal. Contrairement a ce
qui précéde, nous imposons (R-3). En effet nous ne connaissons pas la
forme de la mesure invariante lorsque (R-3) n’est pas vérifié. Posons :

P'(z, dz') = Hy(z ; dz’,]0, oo]).

THEOREME IV-8. — Soient peM, et Z' un PSM de troisiéme espéce,
@-récurrent, vérifiant (R-3), de semi-groupe (P!). Il existe v’ e M, unique
(a une constante pres) telle que v'P’ = v’ et que I’'unique mesure (G une
constante prés) u' € M/, invariante pour (P!) soit définie par :

(36) wW(A) = jv’(dz)ﬁf)(z; dz’]x, oo[)dx1z(z, x).
Démonstration. — On peut supposer @ € M, et on définit peM, par:

(—I;(A) = J‘(Pﬁi)(dz’ dx)dy10<y<xlx(za Y, X = J’)

Si @(A) > 0, il existe o, f > O tels que si

B ={(z, X);f 1x(z, y, x —y)dy>d}
0

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



SEMI-GROUPES ET MESURES INVARIANTES POUR LES PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS 111

et o
C={z;Hi(z; B) > B},

on ait ¢(C) > 0. On peut reprendre mot pour mot le début de la démons-
tration du théoréme III-10, pour obtenir que pour tout (z, v)e E’,

I‘S;sv{ J\lA(Zn U,, \’,)dt = OO} =1.

On définit P, , par (32) et on considére le PSM de premiére espéce Z
introduit au théoréme IV-4. D’aprés ce qui précéde, il est @-récurrent,
et il vérifie (R-3). D’apres le théoréme II-2, son semi-groupe admet une
mesure invariante p de la forme (8), avec vQ = v. De plus si (cf. (10) et (33))

uA) = Jﬁ(dz, du, dv)e™"Hy(z; A),

on a w(dz, dx) = pW(dz, dx)(1/(1 — e *)). Si U est le potentiel de Z, on
définit le noyau S sur E’ par:

Sz, v; A) = 1x(z, v) + jU(z, 0, v; dz’, dx, dy)lx(z’, x + y).
En épp]iquant (7), il vient alors pour v < t:
jﬁ,(z, v dz', du’, dv')1x(z', w + )
= J§(2, v;dz, dv YAy ; dz”, dx)l, <<+ x12(275 X),

Wiz, v; A) = 1x(z, v)(1 — e7%) + j§(z, v; dz’, dv')Hy(z’ ; dz”, dx)e™”
(1 — e ™9H1z(z", x)
V(&) = Jﬁ(dz, du, dv)e”"Hi(z; A) + J,‘I§(dz, dv)Ap(z; A)e ™.
Si on pose

v(A) = Jﬁ(dz, du, dv)e "1,(z) + J 1S(dz, dv)e™"1,(2),

on voit que v = vAj. Posons alors v/ = vP’. Comme vQ =V, il vient
v = 39Q = vP'H, = vAj, = vAj, d’ot on déduit VP’ =V et v =vHj.
Comme veM!, soit (A,) une suite d’éléments de " croissant vers E’,
telle que ¥(A,) < oo pour tout n; si

1
An'_‘{z;ﬁz)(Z’An)?;}’
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A, croit vers E et v/(A,) < n¥(A,), donc v’ e M,. Définissons alors u’
par (36). 11 est clair que:

(37) w(A) = jﬁ(dz, du, dv)1x(z, v),

donc d’aprés (34), 1’ est invariant pour (P!). Reprenons alors la suite (A,)
construite ci-dessus ; si A, = A, x]0, n], A, croit vers E’ et p'(AL) < nv'(A,),
car v'P’ = v'; donc [’ e M.,

Enfin supposons qu’il existe une autre mesure v; € M, vérifiant vi{P’ =v}
et donnant ' par (36). Si v'(A) < o0, v{(A) < o0, et f,(z, X) = n1,(2) i<y
il vient : Y

lim @(f,) = jv'(dz) lim n J Hiy(z; A x]x, oo)dx
n, n, 0
= v'P(A) = V'(A),
et de la méme manicre cette limite égale vi(A). Donc vi =v'. [

REMARQUE. — L’exemple de la remarque II-10 est un PSM de troisiéme
espéce, récurrent, ne vérifiant pas (R-3). La mesure invariante est :

e *dx sii=2
e 2xdx  siix=3,

w(i, dx) = {

et elle ne vérifie pas (36). Cependant elle est obtenue a partir de la mesure
invariante u pour (Z,, U, V,) par la formule (37).

D’une maniére générale, (37) définit une mesure invariante pour (P!).
Mais on ne sait pas montrer sans (R-3) que cette mesure est o-finie et,
méme si C’est le cas, elle n’est pas forcément de la forme (36).
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