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Techniques probabilistes
pour l’étude de problèmes d’isomorphismes

entre espaces de Banach

Didier DACUNHA-CASTELLE et Michel SCHREIBER

(Paris XI) (Nancy 1)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. X, n° 2, 1974, p. 229- 277.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SUMMARY. - In this paper we use probabilistic tools to solve certain
problems in Banach spaces geometry.
We give some results concerning series of random variables and three-

series criteria. Technics of symetrisation are used to apply Kolmogorov
theorem on projectives limits to make canonical models of some Banach
spaces with symétrie basis. These arguments give the complete solution
of the problem of imbedding a space with symétrie basis in an Orlicz space.

Le but de ce travail est de résoudre quelques problèmes de la géométrie
de certains espaces de Banach dont les espaces LP et les espaces d’Orlicz.
Nous avons utilisé à cette fin des techniques probabilistes, qui inter-
viennent dans la plupart des problèmes concernant les espaces de Banach
classiques, au moins sous la forme d’utilisation de séries aléatoires. Nous
avons ici donné une rédaction assez complète concernant des problèmes
de convergence dans des espaces modulaires, en reprenant un certain
nombre de résultats anciens ou non publiés encore. Ces résultats sont
exposés au chapitre II. Ils donnent aussi des méthodes utilisables pour
l’étude des séries aléatoires à valeurs dans des espaces modulaires. Deux
autres techniques probabilistes sont développées pour l’étude des espaces
ayant une base symétrique. La décomposition de la base en partie équi-
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230 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

intégrable et partie singulière maximale est une extension systématique
d’une technique bien connue de Kadec et Pelcynski. La symétrisation est
un moyen d’utiliser le théorème de Kolmgorov sur les limites projectives
de mesures pour avoir des modèles canoniques de certains espaces. Ces
méthodes seront utilisées dans le chapitre III.

Les résultats que nous avons obtenus ici pour les espaces d’Orlicz nous

paraissent intéressants en ce qu’ils diffèrent profondément de ceux obtenus
pour les LP. Ils montrent le rôle naturel que joue la classe des espaces d’Orlicz
non stationnaires (sommes continues d’espaces d’Orlicz construits sur un
ensemble convexe fermé de fonctions d’Orlicz) si l’on veut aller vers cer-
taines généralisations des propriétés des espaces LP, et en tout cas ils pré-
cisent bien la notion de finitude sur un exemple concret non trivial.
Notons que les résultats sont obtenus pour deux classes d’espaces,

les espaces de type > 2 (espaces surhilbertien) et les espaces de type  2

(espaces sous hilbertien). Il en est ainsi de bien des résultats actuels. En

particulier, si on considère une fonction d’Orlicz convexe F(x) telle que

n’est pas de comportement « régulier » on ne sait rien, ni du pointx p p g

de vue probabilités, ni du point de vue Banach. Il y a là une voie de recher-
che intéressante sur des espaces « très souvent très voisins » de l’espace
de Hilbert et « très souvent très éloignés ».
Pour terminer nous devons souligner l’apport important apporté par

J. Lindenstrauss et L. Tzafriri à ces problèmes en ce qui concerne les espaces
de suites, le développement qu’a apporté H. Rosenthal (en particulier pour
étudier les espaces complémentés de LP) à certaines des méthodes que
nous avions introduites auparavant et reprises ici. Certains résultats

nouveaux ont été exposés dans [7].

Principaux résultats et plan.

Dans la partie I, on introduit les principales notations et définitions
utilisées et on rappelle certains résultats essentiels. On introduit en par-
ticulier la notion d’espace L~.
Dans la partie II, on étudie la convergence dans L~ de séries aléatoires

de variables aléatoires (indépendantes, échangeables, accroissements de
martingales). On donne ainsi une forme assez générale du théorème des
? séries pour la convergence dans L~ . Grosso modo, pour des variables

centrées, sous les hypothèses étudiées, on a 03A3 n cnXn converge dans LG
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



231ÉTUDE DE PROBLÈMES D’ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES DE BANACH

si et seulement si EG(cnXn) converge. Cette partie donne des résultats
n

purement probabilistes et pose quelques problèmes qui nous semblent
intéressants par eux-mêmes. 

’

Soit G une fonction d’Orlicz, IG l’espace de suites associé, ] l’espace
de fonctions associé avec les conventions habituelles. On suppose G E (02).
On note C(A) le convexe fermé engendré pour la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts par une famille A de fonctions d’Orlicz.

Soit B un espace de Banach symétrique. On montre dans la partie III

que B se plonge dans Le si et seulement si B est isomorphe à 19 avec

PREMIÈRE PARTIE

DÉFINITIONS ET RAPPELS

I. Sur certaines classes de fonctions.

1. On note K la classe des fonctions réelles G, définies sur la droite

réelle R, continues, paires, non décroissantes sur (~+, telles que G(x) # 0
si x # 0, G(0) = 0, G( 1 ) = 1 et G(x) - oo lorsque x - oo. Pour GeK,
on note LG(E, 1, J1) l’ensemble des fonctions mesurables réelles : définies
sur l’espace de mesure (E, ~ , ,u), ~ a-finie, pour lesquelles il existe une

constante 0 > 0 telle que  oo. L’espace est un

espace vectoriel qui peut être muni d’une F-norme Te définie par

Lorsque (E, 1, J1) est l’ensemble N des entiers naturels muni de sa tribu
habituelle et de la mesure de Haar (5~ on note l~ .

Vol. X, n° 2 - 1974. 16



232 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

Si G E K est de plus convexe, on dit que c’est une fonction d’Orlicz.
L’espace L~ peut alors être muni d’une norme

qui en fait un espace de Banach [9].
On dit qu’une fonction G de K satisfait à la condition (0~), î~ > 1, en

symbole G E (A~), s’il existe une constante !~~ > 1 telle que G(Àx) 5 
pour tout x. Si cette condition est satisfaite pour x ~ x~ > 0 (respective-
ment pour 0 ~ x ~ x~) on dit que G satisfait la condition 0~ pour les
grandes valeurs de x et on écrit (a; ) (resp. pour les petites valeurs de x (~~)).
En fait il est équivalent de dire que G E (AJ et G E (A~), et c’est cette notation
que nous utiliserons.

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes : a) G E (02) ; b) LG est

séparable, c) 0 quand n --~ oo implique 0 [9].

Si G est une fonction d’Orlicz satisfaisant à la condition (02), l’espace

LG(E, ff, Il) est constitué des fonctions f telles que  oo. De

plus la norme ||f||G est telle que = 1. 

On dit que GeK satisfait à la condition (0394’03BB), 03BB > 1, noté G E (A?) s’il
existe une constante hl > 1 telle que hlG(x) pour tout x. On

définit comme ci-dessus les conditions (0~°) et (0 °).
Deux fonctions de K, soient Gi et G~, sont dites équivalentes, G2 ,

s’il existe des constantes a, b, a, f3, positives telles que l’on ait, pour tout x,

Lorsque la relation ( ~ ) a lieu pour x ~ xo > 0 (resp. x ~ 0)

G1 1 et G2 sont dites équivalentes pour les grandes valeurs de x, G 1  G2
(resp. pour les petites valeurs de x, G2).
On rappelle les résultats suivants utiles pour la suite [13] : les pro-

priétés G E (A~) et G - H avec H(x) = J(xr) où J est une fonction concave
de K sont équivalentes ; les propriétés G E (~~), À > 1 et G - H avec

H(x) = J(XS) où J est une fonction convexe de K sont équivalentes ; une
condition nécessaire et suffisante pour que G - H avec H convexe (resp.
concave) est qu’il existe des constantes positives a et a telles que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



233ÉTUDE DE PROBLÈMES D’ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES DE BANACH

Ces conditions restent valables si on considère les relations -= et les
conditions A] et 

Si G2, alors y, J1) = y, J1); si  oo et G1 G2,
alors = si (E, ~% , ,u) = et G 1 ~° G2 ,
alors /c~ 1 = Autrement dit si J1(E)  00, 1, ,u) ne dépend que
des valeurs de G sur [1, oo[ et IG ne dépend que des valeurs de G sur [0,1].

~oit G une fonction convexe de K satisfaisant à la condition (02). On
peut supposer G dérivable (sinon on remplace G par une fonction équi-
valente dérivable, ce qui est toujours possible). On note Yt l’ensemble

des fonctions H 0  03BB  oo définies par H) 
G(03BBx) 

muni de laes fonctions H Â,  A  00, e mes par ;.(X ) = 
G (03BB) 

mum e a

topologie de la convergence uniforme sur tout compact de ]0, 00[.
La convexité de G et la condition entraînent, pour 

où k 2 est la constante associée à la condition (~2) pour G. D’où pour
tout ~, > 0,

Sur tout compact [a, b], 0  a  b  oo, la famille ~ est donc équi-
continue. Elle est par conséquent relativement compacte dans l’ensemble
des fonctions continues sur [0, oc[ muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.
On note ultrafiltres sur l’ensemble des para-

mètres À convergeant vers 0 } et lim H03BB; u ultrafiltres sur

l’ensemble des paramètres x convergeant vers l’infini }. Les ensembles

sont compacts. C’est un ensemble formé de fonctions croissantes, convexes,
tendant vers 0 à l’origine (ce qui permet de les considérer comme des fonc-
tions continues sur [0, ooD.
On note C(G) l’enveloppe convexe de ~f, c’est-à-dire l’ensemble des

fonctions de la forme avec p probabilité sur ]0, oo[, Eo(G)

l’enveloppe convexe (donc compacte) de H0, et Ex (G) l’enveloppe convexe

Vol. X, n° 2- 1974.



234 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

de Enfin C(G) désigne l’enveloppe convexe fermée de Yt, c’est-à-dire
aussi l’enveloppe convexe fermée de C(G), Eo(G) et 

Si G est définie sur [ 1, oo (resp. [0,1]), on peut définir des ensembles
du même type que l’on note Ci x. (G) (resp. (G)) par exemple.

II. Classes K(2, ~) et fonctions de type négatif.

On note K(2, 0 ~ /3  2, l’ensemble des classes (pour la relation )
de fonctions de K dans lesquelles il existe deux éléments Gi 1 et G 2 tels

ue G1(x) soit décroissante pour x 0 avec lim 1( ) _ 0 et 2( ) soitque x2 soit décroissante pour x > 0 avec lim x2 0 et 201420142014 
soit

croissante pour x > 0, la limite quand x ~ oo de G2(x) étant infinie. Ce
x

sont essentiellement les classes K(2,0) et K(2,1 ) qui interviendront dans
la suite.

On note K*(2,1 ) la classe duale de K(2,1 ), c’est-à-dire celle pour laquelle

il existe une fonction G telle que soit croissante pour x > 0.

On dit qu’une fonction réelle § de la variable réelle est de type négatif si
1 ) ~ est continue, paire, telle que ~(0) = 0
2) pour tout n E tous t 1, ..., ~ réels et tous p 1, ..., pn réels tels que

La formule de Lévy permet d’écrire :

où 62 E et dL est une mesure de Lévy sur f~+, c’est-à-dire telle que

On associe la fonction de Lévy L définie sur par L(x) = 

Les classes K(2,1 ) et K(2,0) ont été caractérisées dans [3]. Rappelons
celle de K(2,0).

PROPOSITION 1.2.1. Les conditions suivantes .sont équivcilentes :

1 ) G E K(2,0).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



235ÉTUDE DE PROBLÈMES D’ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES DE BANACH

2) ll existe une mesure de Lévy dM telle que

3) Il existe une jonction de type négatif 03C8 équivalente à une jonction
croissante, telle que G ~ 03C8.

Remarquons que pour qu’il existe un /3 > 0 tel que G E K(2, /~~ il faut

et il suffit que G E (A~).
Dans ce travail, c’est souvent soit pour les grandes valeurs de x, soit

pour les petites valeurs de x, que le comportement de la fonction G nous

importera. Or si on modifie la mesure de Lévy associée à G pour les grandes
valeurs de u, on obtient une fonction G’, équivalente à G pour les petites
valeurs de x, G’ ~ G. De même pour les grandes valeurs.
On sera ainsi amené à ne considérer la mesure de Lévy associée à G que

définie sur une partie de la droite, en particulier à représenter G par

ou quand nous considérerons G comme une fonction de type négatif par

La fonction ainsi obtenue sera donc une fonction équivalente à G pour
les grandes valeurs de x et à x~ pour les petites valeurs de x.

III. Variétés linéaires engendrées
par des suites de variables aléatoires.

Soit (Xn)neN une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilité (Q, d, P). Si G est une fonction de K, on note [X, G] le
complété pour la métrique associée à G de la variété constituée des combi-
naisons linéaires des Xn .
A X variable aléatoire, on associe Fx , sa fonction de répartition, vx sa

loi de probabilité, çx sa fonction caractéristique

Vol. X, n° 2 - 1974.



236 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

Lorsque X est indéfiniment divisible, avec fonction

de type négatif ; t/lx est la deuxième fonction caractéristique de X. Le sym-
bole E(X) désigne l’espérance mathématique de la variable X ; par exemple

on note 6X = E(X - E(X))2 la variance de X.
Tous les termes de la théorie des probabilités utilisés dans ce travail

sont définis dans [12] et [14].

DEUXIÈME PARTIE

CONVERGENCE DE CERTAINES SÉRIES
DE VARIABLES ALÉATOIRES DANS Le

I. Remarques générales.

1. INTRODUCTION

Soit G une fonction de la classe K et soit (Xn)nEN une suite de variables
aléatoires réelles, définies sur un espace de probabilité (Q, d, P), G-inté-

grables. Le but de cette partie est d’étudier les espaces [X, G], sous-espaces
fermés de Lc(Q, d, P) engendrés par les combinaisons linéaires des

variables Xn .
Les techniques utilisées et les résultats obtenus diffèrent selon les condi-

tions supplémentaires imposées aux variables et surtout à la fonction G.
Nous nous attacherons à rappeler les résultats que nous utiliserons, de

façon à rendre ce texte abordable par des lecteurs non probabilistes.
Les hypothèses que. nous serons amenés à faire sur les variables aléa-

toires X" seront une des hypothèses suivantes : indépendance, échangea-
bilité, e-invariance, accroissements d’une martingale. Quant à la fonction G,
nous examinerons les cas G e K*(2,1), G e K(2,1) et GeK(2,0); dans le

premier de ces cas, nous supposerons aussi le plus souvent G E (~2). Nous
n’avons pas, pour le moment de résultat significatif lorsque le compor-

tement de est quelconque.
x

Le résultat essentiel est que la convergence dans L~ de 1 où

n

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



237ÉTUDE DE PROBLÈMES D’ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES DE BANACH

(Cn)nEN est une suite de nombres réels, est étroitement liée et de manière
simple au comportement des suites numériques

Dans ce qui suit, on note la suite de variables aléatoires consi-
dérées. Lorsque ces variables sont intégrables, on suppose que leur espé-
rance mathématique est nulle (E(Xn) = 0). On note qJn la fonction carac-
téristique de Xn(qJn(t) = Les (7-algèbres sont les 03C3-algèbres
respectivement engendrées par les variables (X~, .k 5 n). On désigne par

une suite de réels.

Faisons tout de suite une remarque immédiate sur [X, G].

REMARQUE 2.1.1. - Si G E (A~) et est telle que pour toute suite 

EG(03A3 ckXk) est une fonction croissante de n, la suite est une

kxn /

base de [X, G] (au sens de la F-norme définie par G).

2. INÉGALITÉS DE JENSEN

Comme nous l’avons vu dans la première partie, lorsque GeK(2,I)
ou G e K*(2,1), G peut être choisie convexe (à une équivalence près).
L’inégalité de Jensen, EG(X) ~ G(EX) (resp. EG(X) ~ G(EX)) valable
dès que G est convexe (resp. concave) et X une variable G-intégrable se
généralise au cas des espérances conditionnelles : E~G(X) ~ G(E~X) si
G est convexe et X G-intégrable (resp. E~G(X)~G(E~X) si G est concave).
En conséquence,

a) Si est une martingale G-intégrable, d’accroissements Xn
(ou cnXn) définie sur l’espace (Q, d, P ; et si G est convexe,

d’où la croissance en n de EG(Yn).
b) En particulier si les variables (Xn)nE sont indépendantes et centrées,

EG ckXk est croissante dès que G est convexe. D’où :

k~n

PROPOSITION 2 . 1 2. Si G est une jonction convexe de K avec G E (02)
et si (Xn)nE est une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées,
G-intégrables, la suite (Xn)nE est une suite basique inconditionnelle de LG.
Vol. X, n° 2 - 1974.



238 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

En effet, soit une suite fixée de nombres prenant les valeurs ± 1.

Posons

Alors

L’inégalité de Jensen entraîne

puisque les variables Sn et Tn sont indépendantes et centrées. Il s’ensuit

Pour tout choix de on a par conséquent

ce qui montre bien l’inconditionnalité de la suite basique [11].

3. MARTINGALES

Plusieurs résultats classiques en théorie des martingales nous seront
utiles (cf. [14] par exemple pour les définitions), lorsque G est une fonc-

tion convexe de K(2,l) ou K*(2,1) (donc en particulier quand est

une fonction croissante de x). En effet lorsque (Xn)n~N est une suite de

variables aléatoires indépendantes et centrées, ou lorsque (Xn)nE est une
suite de variables aléatoires s-invariantes, les sommes partielles

constituent, pour tout choix des constantes une martingale pour
la suite de 03C3-algèbres
La proposition suivante se démontre de façon classique en théorie des

martingales (voir par exemple [14]).

PROPOSITION 2. 1 3. - Soit G une j’onction convexe de K satisjaisant

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



239ÉTUDE DE PROBLÈMES D’ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES DE BANACH

la condition croissante, et soit une martin g ale G-inté g rable sur
x

l’espace (Q, ~, P ~ alors si lim EG (Yn)  00, la martingale (Y)p
n

est régulière et convergente dans LG vers sa limite sûre Y.
Si de plus il existe un nombre ~, > 1 telle que G satisjasse à la condition 0~,

alors la variable aléatoire sup | vérifie l’inégalité
n

Remarquons que si les accroissements Xn de la martingale sont cons-

titués de variables aléatoires indépendantes, la condition 20142014 croissante
x

n’est plus nécessaire, la fonction G(x) = x convenant dans ce cas.

/V~ 1
D’autre part si S = Burkholder, Davis et Gundy ont montré

n

que pour toute fonction convexe de K dans (A~),

où les constantes a et A ne dépendent que de la constante k2 de G (par
exemple [4]).
Une autre inégalité, valable celle-là pour toute fonction G de K dans (A~)

et toute martingale G-intégrable nous sera utile.

où la constante A ne dépend encore que de 1;~ .

4. SYMÉTRISATION

Soit maintenant la suite symétrisée de X n = Xn - Xn~
la suite étant indépendante de (Xn)nE et Xn de même loi de proba-
bilité que X" pour tout n E Les variables X~ sont symétriques et de fonc-
tions caractéristiques 1 qJn 2, non négatives.
Supposons G convexe. Toute variable G-intégrable étant intégrable,

prenons les variables X" centrées. Alors

Vol. X, n° 2 - 1974.



240 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

LEMME 2. 1.4. Si G est une jonction convexe de K dans (02) et si la
suite est centrée, les espaces de Banach [X, G] et G] sont iso-
morphes, la constante d’isomorphisme ne dépendant que de G.

Puisque les variables aléatoires 03A3ckXk et 03A3ckXk sont indépendantes,
l’inégalité de Jensen implique 

kn k, n

La condition (A~) donne

est la constante associée à la condition (02). Soit finalement

Lorsque G est une fonction convexe, le lemme 2. 1.4 montre qu’on peut
donc toujours ramener l’étude de [X, G] à l’étude d’un espace G]
engendré par des variables symétriques, de fonctions caractéristiques non
négatives. Ce n’est pas le cas lorsque G n’est pas convexe comme le montre
l’exemple suivant : Xn est pour chaque n une variable aléatoire à 2 valeurs,
avec

Alors pour tout 0 ~ p  1, [X, p] est l’espace des séries convergentes alors
que p] est un espace d’Orlicz que l’on calculera plus loin.
Néanmoins si l’on suppose les variables Xn symétriques, c’est-à-dire

de fonctions caractéristiques réelles, on peut encore ramener l’étude de [X, G]
à l’étude d’un espace G] engendré par des variables de fonctions carac-
téristiques non négatives et ceci pour toute fonction G de K dans (02).

LEMME 2 . 1 . 5. - Si G est une j’onction de K dans (02) et si la suite (Xn)nE
est symétrique, les espaces [X, G] et G] sont isomorphes.

Si G E K, pour x et y réels,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



241ÉTUDE DE PROBLÈMES D’ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES DE BANACH

D’où

La symétrie des variables Xn entraîne que les variables sont

aussi symétriques et

et par conséquent

En utilisant la condition (02), on obtient enfin

5. S-INVARIANCE

Rappelons qu’une suite (Xn)nE de variables aléatoires réelles est dite
s-invariante si pour tout n E Fl et tout n-uplet (ki , ..., kn) E constitué

d’éléments distincts, les 2n vecteurs aléatoires n-dimensionnels

ont tous même loi de probabilité. Une suite de variables G-intégrables
est dite G-~-invariante si pour toute suite de réels,

ne dépend pas du choix des en. Une suite a-invariante est claire-
ment G-e-invariante. On a

Vol. X, n° 2 - 1974.



242 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

PROPOSITION 2.1.6. - Soit une suite de variables aléatoires
G-~-invariantes pour G E K ; on a

._ ,

Si G E K*(2,1 ), il est facile de voir que pour x et y réels,

D’où :

La G-ë-invariance de la suite (Xn)nEN entraîne

d’où le résultat.

Si G E K(2,0) la démonstration se fait de la même façon en s’appuyant
alors sur l’inégalité

Remarquons aussi que si la suite est G-~-invariante, elle forme
une suite basique inconditionnelle dans L~ puisque toutes les quanti-

tés EG sont égales.
n

II. Étude de [X, G] pour GeK*(2, l)n (~2).

Dire que Ge K*(2, 1 ) signifie que 2014~- est une fonction croissante de x.
x 
__

La fonction U définie par U(x) = G(J est alors équivalente à une
fonction convexe. Nous la supposerons convexe.

Les techniques de martingales et l’utilisation des inégalités (2,1) et (2,2)
sont bien adaptées à la situation présente alors que les techniques de trans-

formation de Fourier conviennent au cas 20142014 décroissante Cette diffé-
x
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rence de techniques recouvre une différence profonde dans les résultats
sur les isomorphismes entre espaces invariants par réarrangements, le

cas 20142014 décroissante étant plus riche en isomorphismes. Les inégalités
x

de martingale sont en fait ici des inégalités sur les variables de Bernoulli.
Les résultats obtenus généralisent ceux de H. Rosenthal [16] obtenus

dans le cas LP, p > 2, pour des variables indépendantes.

1. CAS DES MARTINGALES

Soit une martingale G-intégrable, d’accroissements définie sur

sur l’espace (Q, d, P ; (~n)nE~). L’espace [X, G] est alors constitué des

martingales d’accroissements G-intégrables, avec suite de

réels. On suppose E 12, de norme || (Cn) ( (2 . On se propose de rechercher
des conditions pour qu’une martingale d’accroissements (CnXn)nE soit

dans [X, G].

Condition suffisante.
De (2,1), on tire

Si G E (~2)’ il en est de même de U, d’où

avec

et telle que

La convexité de U entraîne

soit finalement
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La condition 03A3cn2EG(Xn)  00 implique donc que 03A3 cnXn convergedans L~. ~ ~
Conditions

Remarquons d’abord que la croissance de 2014~ implique en parti-
culier G(2x) ~ 4G(x) ; la fonction G satisfait donc à la condition A~ et
la proposition 2.1.3 entraîne que

d’où

et par conséquent

De (2,1) on tire

l’inégalité de Jensen appliquée à U donne

Si 03A3cnXn converge dans LG, on a donc l  00.

n n

D’autre part, la fonction U est clairement suradditive, d’où
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On en déduit

La convergence de cnXn dans LG entraîne donc que EG(cnXn)  00.
n n

Supposons qu’il existe deux constantes, m et M, telles que pour tout n E Fl ,

On peut toujours choisir les variables Xn telles que EXn2 = 1 pour tout n

( il suffit, si ce n’est p as le cas, de rem p lacer X n p ar 2014.2014" ) ; l’hypothèseB [E(X~)] /
devient : 0  m  M  oo .

Avec cette hypothèse, on a

On en déduit :

PROPOSITION 2 . 2 . 1. - Soit G E K*(2,1 ) n (~2). Si est une suite

de variables aléatoires réelles constituant les accroissements d’une martin-

gale G-intégrable définie sur l’espace (Q, ~, P ; (é3~)~~p~), telles que

tout n et si (cn)n~N est une suite de cnXn converge dans Le
n

si et seulement si e l2. Autrement dit, [X, G] est isomorphe à l2.
Remarquons que si EXn2 = 03B4n2 pour tout n, avec

on obtiendrait l’espace 12(an 2), avec poids.

REMARQUE 2.2.2. - Le résultat obtenu s’applique particulièrement
au cas où la suite (Xn)nE esrr’une suite de variables aléatoires a-invariante.
On sait [2] que les variables X" sont alors les accroissements d’une martin-
gale dès qu’elles sont intégrables.
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REMARQUE 2.2.3. - Les accroissements des martingales G-intégrables

ont donc la propriété suivante : si est uniformément borné supé-

rieurement et inférieurement, alors les topologies de LG et de L2 coïncident
sur la variété engendrée par les variables Xn ; donc, par le théorème

d’Assouad [1] toutes les topologies LP, pour lesquelles E  oo,

coïncident, en particulier celle de L°.
Ce type de résultat pose le problème suivant : soit (Xn)nEN une suite

de variables aléatoires centrées, orthogonales, G-intégrables, telles que

A quelles conditions les topologies de Le et L2 coïncident-elles sur le sous-
espace vectoriel de LG engendré par les variables en particulier
celles de L2P et de L2 ? Ceci implique, toujours par le théorème d’Assouad,
la coïncidence de ces topologies avec celle de L°.
Un exemple de variables, ne constituant pas des accroissements de mar-

tingale, et ayant cette propriété est celui des chaos de Wiener et des exemples
voisins fabriqués à l’aide de produits tensoriels symétriques (cf. [17]).

2. CAS DES VARIABLES INDÉPENDANTES

Supposons maintenant que (Xn)nE est une suite de variables aléatoires
réelles, indépendantes, centrées, G-intégrables, définie sur un espace de
probabilité (Q, d, P). Nous allons montrer que les conditions nécessaires
obtenues dans le cas précédent sont maintenant des conditions nécessaires
et suffisantes. Pour cela nous utilisons (2,2).

Les variables Xn étant indépendantes, ~

Puisque

on obtient
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B~ B~
et il s’ensuit que si )  oo et 03A3 EG(cnXn)  oo, alors

n 
n

/ converge dans L~ . Ces conditions sont donc nécessaires et

vsufiisantes pour que cnXn converge dans Le.

Si on fait l’hypothèse EXn2 - 1 pour tout n, ces conditions deviennent

~ EG(X )Bien entendu si on suppose que pour tout n, 0  m 5 ) 5 M  00,
EX~

la proposition 2 . 2 . 1 est valable si la suite est indépendante. Remar-

quons que puisque G(x) X2 est croissante et G( 1 ) = 1, on a G(Àx) 5 03BB2G(x)
x

et

où ~(!! !~) est la constante déjà apparue dans le paragraphe précédent.
On a finalement

THÉORÈME 2 . 2 . 4. 2014 Soit GeK*(2,l)n(A2). ~ une .suite
de variables aléatoires réelles, centrées, de variances égales à 7, G-intégrable.s,
indépendantes, définie sur l’espuce (Q, P) et si est une suite de réel.s,
v 
/ cnXn converge dans Le si et seulement si E l2 et  oo.03A3 cnXn converge dans LG si et seulement si (cn)n~N l2 et 03A3 EG(cnXn)~.
Si les variances 6~2 des variables Xn sont quelconques, la condition

E j2 est remplacée par la condition e l2(6n2), espace I2 avec
les poids ~n2.

Il est immédiat que l’ensemble des suites telles que
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forme un espace de Banach la norme de dans cet espace

étant définie par !!(c,) = inf {03B8 > 0 : ¿ 1 }. . Le sous-
espace [X, G] de LG est donc isomorphe à un espace de Banach de
suite ~ n 

III. Étude de [X, G] pour G e K(2, 0).

Si GeK(2,0), G est équivalente à une fonction de la forme

où dM est une mesure de Lévy associée à G (cf. première partie). Puisque
nous étudions un espace de fonctions définies sur un espace de probabilité
seules les grandes valeurs de x jouent un rôle et par conséquent on peut
considérer la mesure de Lévy de G uniquement pour les petites valeurs de u
et prendre G sous la forme

ce que nous ferons. Nous formulerons à la fin de cette partie les résultats
concernant les fonctions G définies sur tout !?.
La suite (Xn)nE de variables aléatoires considérées sera constituée de

variables symétriques. Par le lemme 2. 1 .5, on pourra toujours se ramener
au cas de variables de fonctions caractéristiques non négatives.
Nous commencerons notre étude par le cas où la suite (Xn)nE est indé-

pendante.

l. CAS DES VARIABLES ALÉATOIRES INDÉPENDANTES

Montrons d’abord, que dans ce cas, le résultat suivant, déjà vu dans
le cas où G est convexe, reste vrai pour toute fonction G de K(2,0).

LEMME 2 . 3 . 1. - Si G E K(2,0) et si les variables (Xn)nE sont symétriques,
de jonctions caractéristiques non négatives, G-intégrables et indépendantes,

alors, pour toute suite de réels EG est une jonction
croissante de n. kn
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La symétrie de X entraîne que = E (cos uX), d’où, par le théorème
de Fubini, 

" 1

Soit lpn la fonction caractéristique de X~. L’indépendance des Xn entraîne

..’" --....

d’où le résultat puisque 0 ~03C6k(u) 5 1 pour tout u et ceci pour tout 1;.

On en déduit

LEMME 2 . 3 . 2. - Si G E K(2,0) et si les variables (Xn)n~N sont symétriques,

G-intégrables et indépendantes, l converge dans LG si et seulement si

Supposons d’abord que les variables Xn sont de fonctions caractéris-

tiques 03C6n ~ 0. Si lim EG ckXk )  oo, par le théorème de Beppo Levi,

on en déduit que la suite croissante de fonctions 1 1 - convergeB il 
kx n

vers une fonction, soit 1 - ~p, presque sûrement pour la mesure de Lebesgue

sur [0,1]. Il s’ensuit que tend vers ç et 03C6 # 0 dans un ensemble de

kxn

mesure positive puisque dM est une mesure de Lévy associée à une fonc-

tion G telle que G(x) -~ oo quand x - oo. La série 1 converge
n

donc en loi et par conséquent presque sûrement, puisque les variables Xn
sont indépendantes, vers une variable aléatoire Y de fonction caractéris-
tique ~p. Le lemme de Fatou entraîne
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La série 03A3 cnXn converge donc vers Y dans LG.
~ 

V /V ~
Inversement si converge dans LG, alors lim EG  oJ.

n ksn

Si est constituée de variables symétriques quelconques, asso-
cions-lui suite des variables symétrisées de De (2 . 4) on

tire que si lim sup EG CkXk  oo, alors
- n /

et c"Xn converge dans LG. Puisque, toujours par (2.4),

II1 (I(

la suite 03A3 ckXk est de Cauchy dans Le donc convergente.
~n

Si 03A3 cnXn converge dans la suite ckXk est de Cauchy dans Le,

donc aussi la suite 03A3 k~n ckXks et 03A3 n cnXns converge dans Puisque, pour

tout M k~n "

on a

Ces résultats préliminaires nous permettent de démontrer le résultat

suivant.

THÉORÈME 2.3.3. Soit G une fonction de K(2,0) et soit une

suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, symétriques, G-inté-

grables. Pour toute suite de nombres réels, converge dans LG

si et seulement si la série converge. 

n

n
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Montrons d’abord le résultat suivant :

LEMME 2. 3 4. Soit X une variable aléatoire symétrique de LG, de seconde
1

fônction caractéristique - t/1x ; si EG(X) ~ -4, alors ~ 1 pour ( t 5 1 .

Soit t ~ 1 ~ 1. Si G E K(2,0)

Puisque

1
on a, si EG(X) ~ 4 ’

1
De l’inégalité log ( 1 - ~ u 1) 1 ~ 2 1 u ~ 1 pour u 1 ~ -, on tire

2

~4EG(X),

Soit une suite de nombres réels tels que |cn| ~ 1 pour tout n E f01

et telle que EG(03A3 ckXk) ~ 4 . ~ 1 et l’indépendance

des variables Xn entraîne

puisque la positivité des fonctions t/1k fait que 1 pour k ~ n.
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1
Si on suppose que pour tout 1; x n, (ce qui serait le cas

4

si on prenait G convexe ou les variables Xn de fonctions caractéristiques
non négatives), on a de même pour tout 1; ~ n

d’où

Soit maintenant une suite quelconque de réels ; supposons, ce
qui n’enlève rien à la généralité, que EG(XJ = 1 pour tout n.

Si C’nXn converge dans L~ , la suite ckXk est de Cauchy dans LG ;
n kxn

p

alors ckXk tend vers 0 dans LG quand m, p - oo, donc aussi

m

Il existe mo tel que p > m > mo entraîne

d’où aussi 1 ~ 1. Alors

la est de Cauchy, donc convergente.

~
Inversement si converge, il existe mo tel que

n
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La suite 03A3ckXk est donc de Cauchy dans LG et 03A3 cnXn converge
kxn n

dans Le. D’où le résultat.

Plaçons-nous maintenant dans le cas où les espaces étudiés sont des

espaces de Banach, c’est-à-dire supposons G e K(2,1) et convexe (à une

équivalence près). On a alors q" E K(2,1 ) et convexe pour tout n. L’espace

des suites telles que  oo, peut être muni d’une structure

n

d’espace de Banach, soit posant

Si les variables Xn ont toutes même loi de probabilité, toutes les fonctions qn
sont identiques à une même fonction q et on retrouve l’espace de Banach lq.
On va montrer le résultat plus précis suivant :

THÉORÈME 2.3.5. Il existe une constante y telle que pour toute fonc-
tion G E K(2,1 ) et toute suite de variables aléatoires indépendantes,
centrées, G-intégrables, on puisse trouver une suite de fonctions
d’Orlicz telles que [X, G] soit y-isomorphe à De plus, pour tout n E fil,
qn peut se mettre sous la forme qn = avec qn E C(G).

Si les variables Xn ont toutes même loi de probabilité, q" = q pour tout n E fil

et [X, G] est isomorphe à l’espace lq.
On va montrer la proposition pour le cas où la suite est symé-

trique et on en déduira le résultat par la proposition 2. 1.4.

Soit 1> la fonction définie sur la droite réelle par ~(~,) = sup G(~,x) .
+ G(x)

Puisque G est convexe et strictement croissante, 1> est une fonction stric-
tement croissante et continue, ainsi que la fonction définie par
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On a alors [6], pour X E LG,

et

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes, symétriques
et G-intégrables.

Soit une suite de réels telle que c~ = 0 si k > n et aussi telle que

Alors

De plus, on voit facilement que pour les mêmes fonctions 1> et on a

D’où

et par conséquent

On obtient finalement

Les bornes peuvent être choisies universelles sur K(2,1 ) puisque 1> est
majorée et minorée uniformément sur K(2,1 ).
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De plus, en notant vn la loi de probabilité de la variable X~,

Le résultat est montré dans le cas des variables Xn symétriques. Par (2,3),
on l’étend aux variables centrées. Remarquons que puisque G e K(2,1),
la constante 1:2 de (2,3) peut être remplacée par 4.

G(x)
Si n’est pas une fonction non décroissante, , les espaces con si-

x

dérés ne sont plus des espaces de Banach ; on peut définir alors sur L~

une F-norme, || X || G = 0, EG - 5 0 et sur une

F-norme || (cn)||(qn) = inf 0 > 0, qn(cn 03B8) ~ 6 r. Les isomorphismes qu’on
peut alors définir sont des isomorphismes topologiques. Néanmoins, s’il

existe 0 tel que G E K 2 c’est-à-dire tel que 20142014 soit croissante
x

pour x ~ 0, l’espace L~ peut être muni d’une p-norme. Soit en effet

G~)=G(!x~); 1
la fonction G~ est alors équivalente à une fonction convexe [73]. Si 0x

est défini par 1, ~ alors 0~ est une ~ -norme. Il est clair que
8x

0x = 0 est équivalent à X = 0 et que 0~x = ( ~, (*0x. De plus

la convexité de Gp entraîne
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Les fonctions qn étant aussi dans on peut encore définir une

énorme r((cj) dans 
En définissant 03A6 et comme précédemment, et en procédant comme

dans le cas des espaces d’Orlicz, on montre facilement l’existence d’un

isomorphisme d’espaces fl-normés.
Montrons maintenant un résultat dont l’intérêt réside surtout dans les

méthodes auxquelles il conduit ; elles peuvent permettre en particulier
de montrer le théorème 2.3.3.

PROPOSITION 2. 3 . 6. - Soit G E K(2,0). A toute suite de variables

aléatoires réelles, symétriques, G-intégrables et indépendantes, on peut
associer une suite de variables aléatoires réelles, symétriques G-inté-
grables, indéfiniment divisibles et indépendantes telles que les espaces [X, G]
et [Y, G] soient isomorphes.
On sait déjà que si est la suite symétrisée de alors [X, G]

et G] sont isomorphes. Montrons que G] et [Y, G] le sont, ce qui
entraîne la proposition.

Notons, pour simplifier l’écriture, qJn la fonction caractéristique de X~.
Alors 0. Pour tout n E soit Çn la fonction définie par ~n(u) = 1 - 
pour MetR; on a 0 ~ j~(u) 5 1.

Soit (Y n)nEN une suite de variables aléatoires indépendantes, définies
sur l’espace de probabilité (Q, d, P), de fonctions caractéristiques ecpn - 1

respectivement. Les variables Yn sont indéfiniment divisibles et pour
toute suite de réels, on a

D’où la convergence de cnYn dans LG si 03A3 cnXn converge.

Supposons maintenant que ¿ cnYn converge dans Le. Alors ¿ cnYn
converge en loi, ce qui implique la convergence uniforme sur tout compact

de la droite réelle de Les variables Yn étant indéfiniment divi-

sibles, la limite en loi de 03A3 ckYk, quand n - 00, l’est aussi, ce qui
kx n
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entraîne 03A003C6cnYn(u) > 0. Il s’ensuit que la convergence est

n n

uniforme sur tout compact de R, en particulier [0, 1 ].
D’autre part, pour tout u > 0, il existe A > 0 tel que si 0 ~ x 5 a,

alors 1 - ~’~ ~ Ax. Pour a > 0, soit tel que si p > m > na, alors

On a

La convergence 03A3 cnYn dans LG entraîne donc la convergence de la

série EG(cnXn) et par conséquent celle de 1 cnXn dans LG. .

n n

2. CAS DES VARIABLES ÉCHANGEABLES

Dans ce paragraphe la suite est supposée être une suite de variables
aléatoires échangeables (ou en dépendance symétrique), c’est-à-dire que la
loi de probabilité de tout p-uplet (Xnl , ..., Xnp), si j ~ k est indé-
pendante du choix du p-uplet (n;, ..., np).
On sait [3] qu’à toute suite de variables échangeables définies

sur l’espace de probabilité (Q, d, P), on peut associer une suite (Xn)neN
de variables aléatoires réelles définies sur un espace de probabilité pro-
duit (Q x T, .91 (8) f/, P (8) J1) telles que

1 ) les lois de probabilité de Xn et Xn soient les mêmes, pour tout n E ~
2) pour tout s e T, la suite (~"( . , est une suite indépendante.
Il n’y a pas, a priori, de rapport entre les Xn( . , !) pour des valeurs de !

distinctes.
Cette représentation des suites échangeables va nous permettre de

montrer que les résultats obtenus dans le cas des variables indépendantes
sont encore valables dans le cas des variables échangeables et s-invariantes.
Cette dernière hypothèse est essentielle : elle permet de se ramener à des
variables indépendantes symétriques d’après les résultats de [3].

Vol. X, n° 2 - 1974.



258 D. DACUNHA-CASTELLE ET M. SCHREIBER

Montrons d’abord

LEMME 2. 3 . 7. Soit G E K(2,0) et soit une suite de variables aléa-
toires échangeables, a-invariantes et G-intégrables. Soit d’autre part (c)p
une suite finie de réels (ck = 0 si k > n) telle que |ck 1 ~ 1 si k  n. Si pour

tout k  n, et si de plus EG , alors

D’après ce qui précède, on a, pour tout k,

et aussi

L’espace (T, 1) peut être choisi comme un espace compact muni de la
tribu des boréliens et J1 une probabilité de Radon. Posons, pour simplifier

l’écriture, gk(i) = i)), g(r) = E03C9G (I r) j. Les fonctions
k

g formant un ensemble fini de fonctions de pour tout ~ > 0
donné on peut trouver une probabilité v sur T, à support fini, telle que pour
tout k ~ n,

et

En choisissant e assez petit pour que

et

on est ramené au cas où la mesure  sur T est de support fini avec
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Étudions ce cas. On peut écrire

Soit pour tout  la fonction G, définie sur IR par = où

03B1l est tel que = 1. En posant ci = 2014, on peut écrire
(X,

d’où

De même pour tout k

Enfin, puisque (x, ~ 1, on a 1 = 1.

Les variables aléatoires Xk( . , LI) étant indépendantes et symétriques
pour 1 fixé, on a par (2. 5), pour tout 1

et en sommant sur 1

On en déduit, en procédant comme dans le cas des variables indépen-
dantes (théorème 2.3.3).

THÉORÈME 2 . 3 . 8. - Soit soit une suite de variables

aléatoires réelles, échangeables, ~-invariantes et G-intégrable,s. Pour toute

suite de réels Cnxn converge dans LG si et seulement si lu

v
série converge.

n
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Remarquons que l’hypothèse d’a-invariance entraînait déjà la suffi-

sance de la condition par la proposition 2. 1 6.

Si on suppose maintenant G E K(2,1 ), on a, en raisonnant exactement

comme dans le cas des variables indépendantes, l’analogue du théo-
rème 2.3.5, à savoir,

THÉORÈME 2.3.9. Il existe une constante y telle que pour toute fonc-
tion G E K(2,1 ) et toute suite (Xn)n~N de variables aléatoires, échctngeables,
~-invariantes et G-intégrables, on puisse trouuer une fonction d’Orlicz q E C(G)
(à un facteur multiplicatif’ près) telle que [X, G] soit y-isomorphe à l’espace
d’Orlicz lq .

Les variables étant échangeables, sont toutes de même loi. Il

suffit de poser q(c) = EG(cXn) pour avoir le résultat.
Énonçons maintenant les résultats pour une fonction d’Orlicz G E K(2,1 )

non nécessairement de type négatif. Si G est donnée pour 1 x 1 ~ l, dési-

gnons par G un prolongement quelconque de G sur tout R tel que

G(x) = ax2, a > 0, dans un voisinage de l’origine. On a alors
PROPOSITION 2. 3. 10. Soit G E K(2,1 ) et soit une .suite de.. variables

aléatoires échangeables, a-invariantes et G-intégrables. Il existe alors une

fonction q E K(2,1 ) telle que

pour laquelle [X, G] soit isomorphe à ~.
Remarquons pour terminer que dans tous les résultats précédents on

peut remplacer C(G) par Ci,(G) puisque pour une probabilité v quel-
conque sur R, 

~ 1

TROISIÈME PARTIE

FORME DES ESPACES DE BANACH

A BASE SYMÉTRIQUE ISOMORPHES
A UN SOUS-ESPACE D’UN ESPACE D’ORLICZ

1 Introduction et notations

On se propose, dans cette partie, de montrer que pour des espaces
d’Orlicz, il n’y a en fait, comme sous-espaces de suites symétriques, que
des intersections de deux espaces de type suivant : espaces engendrés
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par des fonctions à supports disjoints et espaces de variables aléatoires,
échangeables et e-invariantes. Les espaces du premier type sont parfai-
tement caractérisés ; les espaces du deuxième type n’ont pas de forme

analytique simple. Si G est une fonction quelconque, en particulier si

n’a pas de comportement régulier, on ne sait pas dire grand chose
x

de la variété engendrée dans Le par une suite de variables indépendantes
équidistribuées. Le résultat énoncé donne donc la forme des espaces
des suites se plongeant dans un espace d’Orlicz mais la solution analy-
tique complète du problème nécessite la résolution d’un problème pro-
babiliste encore ouvert dans le cas d’une fonction G quelconque.
Dans cette partie, G désigne une fonction d’Orlicz de K satisfaisant

à la condition (~2). On note Le l’espace d’Orlicz défini sur l’intervalle [0,1]
muni de la mesure de Lebesgue m, soit LG = 1 ], m).

II. Symétrie.
1. BASES SYMÉTRIQUES

DÉFINITION 3.2. l. - Une base d’un espace de Banach est dite

symétrique si elle est équivalente à la base pour toute permutation a
des entiers.

Il est clair que toute base symétrique est inconditionnelle ; elle est aussi

sous-symétrique, c’est-à-dire équivalente à toute base pour toute

suite croissante d’entiers Ceci entraîne en particulier que toute
base symétrique (en)n~N est équivalente à la base symétrique normali-

sée ensée (en || en || B) neK..see

.

Les bases naturelles de cy et de lP, 1 ~ p ~ oo sont des bases symétriques,
d’ailleurs uniques à une équivalence près. Les espaces d’Orlicz de suites,
les espaces de Lorentz de suites, constituent d’autres exemples d’espaces
de Banach à bases symétriques [11].
On sait d’autre part [11] que si B est un espace de Banach à base symé-

trique, on peut,définir une nouvelle norme sur B, dite norme symétrique,
équivalente à la norme initiale et telle que

pour toute permutation des entiers et tout choix des ~n = + 1. On suppo-
sera toujours dans la suite que B est muni de cette norme symétrique.
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2. SYMÉTRISATION D’UNE FAMILLE COHÉRENTE DE PROBABILITÉS

Considérons une famille cohérente de probabilités sur c’est-à-dire

telle que si ... , kn et ~ck~ , ...,~ représentent les probabilités définies

respectivement sur les espaces de dimension Unie ... , kn I,~
m J= 1

tous distincts, et ..., km 
= k’j tous distincts, les projections

j=l

de ... , kn et ... , k’m sur l’intersection de et ... , k’m

coïncident. On sait (théorème de Kolmogrov) qu’une telle famille de pro-
babilités détermine une probabilité unique  sur RN dont elles sont les

projections sur les sous-espaces de dimension finie. Soit (Xn)nE une suite
de variables aléatoires réelles définies sur un espace de probabilité (Q, j~, P),
de loi de probabilité  (c’est-à-dire telle que pour tout n E N et tous k 1 , ..., kn
distincts de N, la loi de probabilité de ...,Xkn) soit ... , kn).
On notera quelquefois ..., xkn pour ~kl , ... ~ kn ~

Soit d’autre part une suite de variables aléatoires de Radema-

cher = 1 ) = = - 1) = ~ pour tout n indépendantes, définies

sur un espace de probabilité (Q’, j~’, P’ ). On considère la suite 
définie sur l’espace produit (Q, ~, P) x (Q’, ~, P’). Pour tout n E N, soit rn
le groupe des multiplications par (81, ..., ej : si 

Soit d’autre part 6n le groupe des permutations de l’intervalle [1, n] de rBI

et pour a E 6~ soit y(Xi, ..., Xn) = ..., a(Xn)) = (XQ~ 1 ~ , ..., 

On pose pour tout n

Remarquons que bien que rn et 6n ne commutent pas, p§ pourrait

encore s’écrire l "B"’ "B"’ J.lY1(X X ).encore s’écnre - 03B303C3(X1,..., xn).

Supposons que pour tout m les probabilités k1,...,km, l;i # ... # km
forment une famille relativement compacte pour la topologie de la con-

vergence étroite. Soit, pour tout m 5 n, sn,m la probabilité marginale sur
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1R1,...,m c’est-à-dire l’image de sn par la prqjection canonique de
1R1,...,n sur 1R1,...,m. Soit u une ultrafiltre non trivial sur Wl et posons

La relative compacité des probabilités J1kl,...,km pour m fixé, et donc
assure que ~m existe. De plus les forment un système pro-

jectif de probabilités (~n,m est la probabilité marginale de 1 sur !?"’).
Une telle famille projective définit une suite de variables
aléatoires réelles ; par construction même de la suite est

échangeable et s-invariante.

III. Résultats.

On se propose donc de montrer

THÉORÈME 3.3.1. - Soit B un espace de Banach à base symétrique iso-
morphe à un sous-espace de LG. Alors il existe deux espaces d’Orl icz 1 f et Ig
tels que B soit isomorphe à 1 f (’) Ig (c’est-à-dire où l f = [Y, G] avec

suite de fonctions à supports disjoints et. 1g = [U, G] avec (Un)n~N
suite de variables aléatoires échangeables et ~-invariantes.
La démonstration du théorème 3.3.1 sera décomposée en lemmes.
Soit la base symétrique, qu’on peut supposer normalisée, sans

nuire à la généralité, de B et soit J l’isomorphisme de B dans L~ , de cons-
tante d’isomorphisme y. On note X" = J(en) pour tout n E On a alors

clairement 0 
1 1  X  our ou N d’où au siclairement 0  - ~ Il Xn ||G ~ 03B3 pour tout d’où aussi
y

puisque G satisfait à ta condition (A~). ~ On écrira EG(XJ ou G(XJ

pour afin d’alléger les notations).Jo /
DÉFINITION 3.3.2. 2014 Une suite (Xn)n~N de LG est dite un a-pic (au

sens de LG) si a = sup (b, 0~ b ~ 1, tels que pour tout n ~N, il existe un
élément suite pour lequel
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Si a = 1, la suite G(Xn) n’appartient pas à M~G au sens de Kadec-Pelc-
zynski ([8], [10, III]) quel que soit s > 0, c’est-à-dire que (Xn)n~N n’est pas
équiintégrable et G(Xkn) tend en probabilité vers 0 quand n - oo.

Si a = 0 la suite est équiintégrable. L’équiintégrabilité
de n’entraîne pas en général que soit un 0-pic. Mais c’est le
cas ici puisque

On a, en notant AC le complémentaire de l’ensemble A,

LEMME 3. 3.3. Si (X)p est un a-pic, on peut extraire de une

sous-suite et tf"OUVef’ une suite de parties mesurables de [0,1]
telle.s que pour tout n E fil,

La démonstration se fait en suivant l’idée, maintenant classique, de Kadec
et Pelczynski. On construit (Xkn)nE et par récurrence ; Xkl et A ~
sont choisis, d’après la définition des a-pic pour satisfaire 1 ° et on peut
toujours avoir aussi 2° si a  1 puisque la mesure est non-atomique. On
choisit ensuite Xk2 et A’2 de façon à avoir 1 ° et 2° en prenant A’2 de mesure

f 11 f
suffisamment petite pour avoir aussi JÂ2 G(Xkl)  - - 2 1 2 1 Ceci est

possible en allant chercher assez loin dans la suite de la définition

des a-pic pour rendre A; petit par continuité de la mesure J.ll (.) = G(Xkl).
On continue, de façon à avoir pour A3 , 

.

et ainsi de suite. On vérifie que 3° est satisfaite en sommant les majorations.

LEMME 3.3.4. - Si est un a-pic, on peut en extraire une sous-
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suite telle que B .soit isomorphe à [X’, G] et telle que 
avec

1 ) les Yn sont à supports disjoints et lu .suite est un 1-pic,
2) la suite (Zn)n~N est équi-intégrable,
3) = 0 pour tout n E fil.

Notons la suite du lemme 3.2.3 et soit

La suite est manifestement un 1-pic à supports disjoints. Montrons
que la suite est constituée de variables équiintégrables.

Si a = 1,

Puisque M, on a 0 quand k - oo.

Si a  l, la suite (Zn)nE est un 0-pic ; sinon elle serait un b-pic, avec b > 0 ;
on pourrait alors trouver une sous-suite de et une suite

de parties mesurables de [0,1] telles que

pour n assez grand, par un calcul élémentaire.
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soit

d’où une contradiction puisque est un a-pic.

LEMME 3 . 3 . 5. Il existe deux fonctions continues, positives, strictement
croissarntes sur R+, soit 03A6 et 03A6’, telles que

De plus B est isomorphe à [Y, G] n [Z, G].
Soit une suite de variables aléatoires de Rademacher indépen-

dantes et indépendantes des fonctions de LG. L’espérance mathématique
par rapport à l’espace de probabilité (Q’, d’, P’) associé à ces variables
sera noté E~.
On a

si An est le support de Y~.
Les variables aléatoires, définies sur (Q’, 1’, P’),

sont centrées et indépendantes et G est convexe. L’inégalité de Jensen
(2e partie, 1.2) entraîne les inégalités
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D’où

et

D’autre part, puisque pour toutes les valeurs des e~

on a

où y est la constante d’isomorphisme de J.
Soit 1> la fonction définie dans la démonstration du théorème 2.3.5.

On a alors

Mais ce qui précède entraîne

d’où

La convergence de cnXn dans Le entraîne donc celle par

n n

un argument de Cauchy.
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PoUr la suite on ne peut procéder de la même manière puisqu’on

n’a plus l’égalité de E~ G et de G les variables Zn~G (03A3 k~n ck~kZk) et de ~G (03A3 K~n ckZk)
n’ayant pas leurs supports disjoints. Mais k2 étant la constante associée
à la condition (~2) pour G, on a

Si 03A3 cnXn converge dans LG, il s’ensuit, par un argument de Cauchy,
n 

’

que 03A3cnZn converge aussi dans LG .
n

La convergence dans LG de 03A3 cnXn implique donc celle de et

n n

de 

n

Réciproquement il est clair, en raisonnant encore sur les suites de Cauchy,

que la convergence de 03A3 cnYn et 03A3cnZn dans LG entraîne celle de 
n n n

Montrons maintenant le résultat suivant

LEMME 3 .3.6. Pour tout ~ > 0, on peut extraire de la suite (Y n)nE une
sous-suite, soit telle que [Y", G] soit isomorphe, avec une constante
d’isomorphisme (1 1 + ~), à un espace d’Orlicz 1 f avec f E Eoo(G).

Pour tout n, > ~ > 0. En effet
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d’où, par le lemme 3.3.3

soit enfin

Soit pour tout n, Puisque

pour tout n, E C(G) et = 0 et = 1.

Si G est supposée dérivable, de dérivée G’, (ce qui est toujours possible
quitte à remplacer G par une fonction équivalente), on a, en posant

où k2 est la constante associée à la condition (~2) pour G. La famille de
fonctions HA est donc équicontinue et la famille est relativement

compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur [0,1].
Soit f un point d’accumulation de Il est clair que f E C(G). On

peut de plus supposer (en modifiant légèrement la construction de 
au lemme 3.3.4) que sur An . Dans ces conditions f~E ~(G).

Soit une sous-suite de qui converge vers f uniformément
sur [0,1]. Pour 0  x ~ 1, G(À) 5 où est la constante asso-
ciée à la condition pour G.
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Soit E > 0. Pour tout n > 0 il existe un entier n" tel que 

qy,
puisque 11 tend uniformément vers 1 dans [q, 1].

Soit (~n)n~N une suite décroissante vers 0 telle que e ~ f(~n)  8. On peut

extraire une sous-suite (I>~’)ne~ de (I>~)ne~ telle que pour tout x E l],

(1 - £) f(x) K O§(x) ~ (1 + £) f(x) pour tout p à n.

Soit une suite de réels tels que [ c~ 1 K 1 pour tout n e fil. Les sup-

ports des variables Y’’n telles que 03A6’’n(x) = 1 ~G(Y"n) ~G(xY"n) étant disjoints,

On a

Puisque pour tout

et

d’où

D’autre part
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comme

on a

on en déduit

D’où le lemme.
Nous allons maintenant montrer que la suite peut en fait être

remplacée par une suite de variables aléatoires réelles échangeables
et s-invariantes.

Plus exactement, étant un a-pic,
LEMME 3.3.7. - Si a  1, il existe une suite de variables

aléatoires réelles échangeables et ~-invariantes telle que [X, G] soit iso-
morphe à [Y, G] (’) [U, G].

Si a  1, on a, par le lemme 3.3.3,

D’où

La famille 1,",,z~, k 1 ~ ... ~ km des lois de probabilité portées
par R"’ est donc relativement compacte, à m fixé, pour la topologie de la
convergence étroite (puisque M pour tout n E N).

Construisons, comme dans (11.2), la suite de probabilités à par-
tir des probabilités 1,",,Zkm) et soit une suite de variables aléa-
toires associées à la suite de probabilités. On a, pour toute suite

de réels,
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En effet, l’équiintégrabilité de la suite entraîne celle de la

famille de fonctions 
1 
+ ... + CmGkmZkm) puisque

où A(k2 , m) est une constante dépendant de la constante k2 associée à la
condition (~2) pour G et du nombre m de variables intervenant dans l’expres-
sion et 03A6 est la fonction définie plus haut.
La valeur de m étant toujours fixée, soit pour tout n E N,

La suite est équiintégrable, sinon il existerait un ~ > 0 tel que

pour tout 03B4 > 0, il existerait D et n~N tels que P(D)  ~ et ~D TndP > c ;
on pourrait trouver Ic 1, ... ,1cm tels que ~DG(C1~k1Zk1+ ... +cm~kmZkm)>~,
ce qui contredirait rèquiintégrabiité des fonctions

Les fonctions T~ convergent donc pour la topologie 6(L1, L°") suivant

l’ultrafiltre et par conséquent (T~’ 1 )dP converge. Or

d’où l’expression de

Supposons maintenant que ~ cnYn et ~ cnZn convergent dans LG et

montrons que ~ cnUn converge. La convergence de ~ cnYn et ~ cnZn
n n n

entraîne celle de ~ 
n
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La suite étant constituée de variables E-invariantes, les varia-
bles cnUn constituent les accroissements d’une martingale (remarque 2. 2.2)

ce qui entraîne que EG (~ ckUk) est une fonction croissante de n et,

k~n

d’après la proposition 2.1. 3, que lim EG  ~ est une condi-
n (~ k~n ckUk)k~n

tion nécessaire et suffisante de convergence de ~ cnUn dans LG .
On a vu (proposition 3.3.5) que 

n

La suite (Xn)nE forme une suite basique symétrique de LG. On sait

alors que converge dans LG, l’ensemble où a

n n

décrit l’ensemble des permutations sur R et ~n des scalaires tels que 1 ~ 1

est borné ([11]). Il existe donc une constante M telle -que

pour tout choix de kl # ... # km avec 1 ~ pour j = 1, ..., m,
et par conséquent

d’où une contradiction. Par conséquent ~ cnUn converge dans Lc.
rr

D’autre part la suite (Xn)n~N étant une suite basique symétrique est

sous-symétrique, c’est-à-dire équivalente à toute sous-suite extraite
de avec croissante ([11]), en particulier à la sous-suite 
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pour laquelle Xkn = Ykn + Zkn avec Ykn = Y~ où est la sous-suite
construite au lemme 3.3.6.

Ecrivons encore, pour simplifier les notations, pour cette suite
extraite. L’espace [X, G] qu’elle engendre est isomorphe à l’espace [X, G]
initial. De plus l’espace [Y, G] engendré par la suite qui lui est

associée est à base symétrique.

Supposons que onYn et o"Un convergent dans Le. Pour tout 
11 n

on peut trouver des variables Zkl’ ... , Zkm telles que

car sinon on aurait

ce qui contredit que

Puisque

on a

on a déjà vu que

d’autre part comme est une base symétrique de [Y, G],
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puisque par hypothèse ~ cnYn converge dans LGo D’où
n

pour tout m et

Par suite

et la série converge dans LG, donc aussi D’où le lemme,
n n

Le théorème se déduit des lemmes précédents : B est isomorphe à

l’espace [X, G] engendré par des variables (Xn)nE définies comme à la fin de
la démonstration du lemme 3 . 3 . 7 ; et [X, G] est isomorphe à [Y, G] n [U, G],
où [Y, G] est un espace d’Orlicz à base symétrique, donc de la forme l f
et [U, G] un espace engendré par des variables échangeables et s-invariantes,
donc de la forme l~ .
Des théorèmes 2. 3 . 9 et 3 . 3 .1 et de la remarque 2.2.2 on déduit

THÉORÈME 3.3.8. - Soit B un espace de Banach symétrique et soit G
une fonction d’Drliez, G E (~2). Alors B se plonge dans La si et seulement
si B est isomorphe à l~ avec

IV. Cas des espaces localement bornés.

Dans ce qui précède, la convexité de la fonction G n’a, en fait, été utilisée
que pour appliquer l’inégalité de Jensen. Si G E K sans être convexe, on
peut remplacer cette inégalité par une inégalité plus faible (d’un coefficient 2),
mais néanmoins suffisante pour les besoins de la cause.

La parité de G entraîne que pour tout x et y réels,
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En reprenant les expressions du lemme 3.3.5, on a

où

Dans l’étude des variables échangeables, c-invariantes et de manière

générale dans les majorations du type Z 11)  EG(Z) ~ 1>(11 Z 11), nous
avons utilisé des propriétés d’homogénéité de la norme. Les démonstrations
restent valables telles quelles si l’on remplace la norme par une p-norme.
On en déduit

THÉORÈME 3 . 4. 1. - S’il > 0 t el que G E si B est un

E’.SpclC’E’ vectoriel topologique conlplet à base synlétrique, lo

t héorènle 3.3. 1 l’E’,StE’ vrai.
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