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Remarques sur les marches aléatoires
dans un demi-groupe avec un idéal compact

ayant une probabilité positive

Göran HÖGNÄS

Département de Mathématiques,
Abo Akademi, Âbo, Finlande. -

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. X, n° 3, 1974, p. 345 ~354.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. Nous démontrons que les principaux résultats sur les marches
aléatoires dans un demi-groupe compact [4], sont encore valables pour
un demi-groupe complètement régulier, engendré par une probabilité
régulière v et satisfaisant à l’hypothèse supplémentaire suivante : il existe
un idéal compact 1 tel que vI > 0.

Nous nous proposons aussi, à la fin de la note, de déterminer les pro-
babilités initiales possibles pour les marches stationnaires différentes.

SUMMARY. - We show that the principal results on the random walks
in a compact semigroup [4], are valid for a completely regular semigroup
generated by the regular probability measure v and satisfying the following
additional condition: There is a compact ideal 1 with vI > 0.

In the final section we also determine the possible initial probabilities
for the différent stationary random walks.

0 . INTRODUCTION

M. A. Tortrat a bien voulu nous indiquer, dans une lettre à propos
du travail [4], que l’essentiel des résultats de ce travail serait valable pour
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346 G. HOGNAS

un demi-groupe complètement régulier quelconque (engendré par la

probabilité régulière v) satisfaisant à l’hypothèse suivante

(KI) Il existe un idéal compact 1 avec vI > 0.

Cette hypothèse entraîne l’existence du noyau compact K.
Ici nous démontrerons la proposition de M. Tortrat, c’est-à-dire que

les marches aléatoires se comportent comme dans le cas compact. A la
fin, nous ajouterons quelques remarques concernant les marches sta-

tionnaires.
L’auteur tient à remercier MM. les Professeurs Albert Tortrat de sa

proposition inspiratrice et Bertil Qvist de son aide et encouragement
constant. Nous sommes obligés à M. Hans Lindbâck qui a bien voulu
revoir le manuscrit français.

l. PRÉLIMINAIRES

Soit S un demi-groupe complètement régulier (C. R.) et ~b(S) les fonc-
tions continues bornées sur S. Toute fonctionnelle linéaire continue posi-
tive L sur ~b(S) tendue suivant des compacts et telle que Lis = 1 (ÎA désigne
la fonction indicatrice de l’ensemble A) définit une probabilité régulière v
sur la tribu borélienne ~‘(S) de S et réciproquement. La correspondance
entre L et v est donnée par

voir [6] [7]. Nous écrirons parfois vf pour f dv .
La convolution ,u * v de deux mesures régulières  et v sur S est définie
à partir de cette correspondance entre mesure et fonctionnelle. En effet,
on désigne  * v l’unique probabilité régulière ~ avec

où L est la fonctionnelle
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347LES MARCHES ALÉATOIRES DANS UN DEMI-GROUPE AVEC UN IDÉAL COMPACT

La convolution satisfait aux propriétés importantes suivantes :

Si la topologie de S est à base dénombrable on a la propriété « plus intui-
tive » suivante :

JJ
cf [1] [5] [7] [8] .
Dorénavant nous supposerons S engendré par la probabilité régulière v,

c’est-à-dire que

n>_ l

où C(v) est le support de v.
Introduisons maintenant notre hypothèse

(KI) Il existe un idéal compact 1 tel que vI > 0.

Notre intention est de démontrer que (KI) entraîne que S sera « presque »
compact dans le sens que les convoluées v~"~ et les marches aléatoires sur S
se comportent comme dans le cas compact. - Il est facile à voir que l’hypo-
thèse apparemment plus faible que (KI) : il existe un idéal compact 1 et
un entier N avec v(N)I > 0 aurait les mêmes conséquences que (KI).

L’idéal minimal compact K du demi-groupe compact 1 est également
l’idéal minimal (le noyau) de S.

Si vI = a > 0 alors (1 - a)" -> 0.
Soient e > 0 et 0 un ouvert contenant K. On montre exactement

comme dans le cas compact qu’il existe un N à partir duquel > 1 - e,
[5, p. 14l], [9].

2. EXISTENCE DE LA PROBABILITÉ INVARIANTE

Avant d’aborder les théorèmes nous avons besoin de quelques défini-
tions et rappels.

DÉFINITION 1. - Une famille f f de fonctions continues bornées
sur un espace topologique X (S ou 1 ici) est dite équicontinue si, quels que
soient e > 0 et x E X, il existe un voisinage V(x) de x tel que
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348 G. HÕGNAS

DÉFINITION 2 [4]. - L’opérateur de transition de la marche à droite,
bilatère et mixte est défini, respectivement, par

Il s’ensuit immédiatement que

LEMME 1. - Sous l’hypothèse (KI)
a) les sont uniformément tendues (U. T., cf. [6]),
b) { P? f ~"=1 est équicontinue pour f E En particulier, 

(f = d, b, m).

Démonstration :

a) v(N)1 > 1 - e’ dès que N est assez grand. Les probabilités v~"~ étant
régulières, donc tendues, il existe un compact Ct:’ tel que > 1 - s’

pour n = 1, 2, ..., N. K,. = 1 est un compact avec > 1 - ~’

pour tout entier positif n.
Les sont donc U. T.

b) Soit fe f >-- 0 pour simplicité, le cas général étant tout à fait
analogue.
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349LES MARCHES ALÉATOIRES DANS UN DEMI-GROUPE AVEC UN IDÉAL COMPACT

Également,

et

Quels que soient e > 0 et x E X il existe un voisinage V(x) de x tel que

et

Pour démontrer cela on fait appel à la compacité de K~. (et celle de K~, x Ke’)’
cf. [3] [4]. Choisir maintenant e’  E/2 ( ~ f I I . Alors on aura

c’est-à-dire la famille { P" ~n 1 est équicontinue.
Les fonctionnelles linéaires continues L’ sur ~(I), l’espace des fonc-

tions continues (donc bornées) sur le compact I, peuvent s’identifier aux
fonctionnelles linéaires continues L sur  b(S) avec leur support dans 1

(L f = 0 dès que f _ ljj). Donné L sur  b(S) on définit L’ sur par

L’ f = Lg où g est une extension de f, une telle extension existe quand S
est C. R. (théorème d’extension de Tietze). Réciproquement L’ définit

une L à support dans 1 par Lg = L’g’ où g’ est la restriction de g à I. Ainsi
nous avons le droit de confondre, et nous le ferons souvent, les fonction-
nelles L’ et L ainsi que les probabilités régulières correspondantes.

DÉFINITION 3.

T est un opérateur positif équicontinu, voir [5], qui applique dans 

Poser 
_

On a alors, cf. [5], p. 134, que T~ -~ T où T applique dans et

satisfait aux formules 
_
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350 G. HOGNAS

(La convergence qui nous intéresse ici est la convergence faible :

Par analogie, une suite de probabilités régulières sur l’espace topolo-
gique C. R. X. (v")~° est dite convergente vers la probabilité régulière v si

THÉORÈME 1.

où  est une probabilité régulière sur le noyau K avec

Démonstration. - Soit f E et f ’ sa restriction à I. f ’ appartient donc
à On peut alors définir

où T est la limite de T~ :

(Bien noter que toutes les expressions sont majorées en valeur absolue
par Il I ).
D’après ce qui précède CI  e dès que N est assez grand. Alors

égale, à près,

d’où l’on déduit l’existence de

et que cette limite égale L f
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L est une fonctionnelle continue positive sur  b(S). Elle est tendue

car L f = 1 si 1 >_ f >__ li et Ll 1 = 1. Il existe donc une probabilité régu-
lière r~ avec _

d’où
,, ,

Les suites (03BD(n)) et étant U. T. (lemme 1 ) on obtient facilement par conti-
nuité, cf. ([6], p. 224),

fi est une probabilité régulière idempotente sur le compact I. Elle est donc
une probabilité idempotente sur le noyau K, [5]. Nous la désignerons
désormais ~c.

3. LE DEMI-GROUPE E(v)

Dans [5] Rosenblatt emploie les propriétés du demi-groupe

pour obtenir les conditions nécessaires et suffisantes pour que la suite (v(n»)
converge ([5], p. 151-153). Le théorème 2 ci-dessous montrera que la théo-
rie de [5] sera valable aussi sous l’hypothèse (KI).

LEMME 2. - Tout sous-ensemble infini de { v~"~ } a un point d’accu-
mulation.

Démonstration. - Considérer tout d’abord l’ensemble { ri" ~ de pro-
babilités régulières sur 1 définies par

ou

L’ensemble de probabilités régulières sur le compact 1 est compact. Tout
sous-ensemble infini { r~"~ ~ de { r~" ~ a donc un point d’accumulation r~’.
Étant donné que v~"~I > 1 - G dès que n est assez grand il est clair que 11’
en même temps est un point d’accumulation de l’ensemble { v~"~~ ~ corres-
pondant à ~ r~"~ }.

THÉORÈME 2. - ~(v) est un demi-groupe compact.
Démonstration. La convolution étant continue il ne nous reste que la

vérification de la compacité de E(v).
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352 G. HOGNAS

Soit R l’ensemble de points d’accumulation de { }. R est un ensemble
fermé de probabilités régulières sur I, cf. la démonstration du lemme 2
ci-dessus. R est donc compact, étant un sous-ensemble fermé d’un compact.

Soit ~ un recouvrement de ~(v). Il existe un sous-recouvrement fini ~‘
de u recouvrant R. Mais alors il reste au dehors de la réunion des ensembles
de ~‘ au plus un nombre fini d’éléments (lemme 2). Tout ~(v) peut donc
être recouvert par un sous-recouvrement fini de ce qui veut dire que E(v)
est compact.

4. LES MARCHES ALÉATOIRES SUR S

Il suit immédiatement des théorèmes 1 et 2 que toutes les propriétés
de la marche à droite [4], chapitre 4, théorèmes 1-6, sont encore valables.
Pour la marche bilatère le cas est essentiellement pareil. Il faut cepen-

dant procéder moins directement.
Tout d’abord, nous corrigeons une erreur dans [4], p. 117 et 140. Il faut

définir la fonction de transition P~ à partir de l’opérateur de transition
correspondant

Dans ce cas-là Ph(x, A) satisfait à

Aussi A) est-elle une fonction borélienne en x et une probabilité
régulière en A. La définition de [4]

est équivalente à celle donnée ci-dessus sous certaines conditions sur la
topologie, par exemple, s’il existe une base dénombrable, cf. [8].
La mesure pi de [4], chapitre 5 existe sous l’hypothèse (KI), la démonstra-

tion de ce fait est analogue à celle du théorème 1. Pour démontrer les

propriétés des mesures ~cx , x e I, de [4] on raisonne de la même façon que
dans le lemme 5.3 de [4]. Cela peut se faire grâce à la compacité
de 1 et au fait que v~"~I - 1. De manière analogue on obtient tous les
lemmes 5.4-5.7 de [4] et par conséquent tous les théorèmes de [4], cha-
pitre 5.

En ce qui concerne la marche mixte il n’est pas difficile de constater,
en employant les techniques décrites ci-dessus, que tous les résultats de
de [4], chapitre 6 valent encore sous (KI).
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5. LES MARCHES STATIONNAIRES

Nous terminerons par quelques remarques sur la condition de station-
narité. Dans [4], nous avons pris comme probabilité initiale la proba-
bilité idempotente sur K, celle que nous avons désignée J1. Nous allons

voir dans la suite qu’une définition moins restrictive ajouterait peu d’élé-
ments nouveaux à l’étude, car la structure des probabilités initiales pos-
sibles ne diffère guère de celle de J1. Nous supposerons toujours (KI).
La marche aléatoire à opérateur de transition P et probabilité initiale ri

sera dite stationnaire si

c’est-à-dire

Pour la marche à droite cette condition de stationnarité s’écrit aussi

d’où l’on obtient immédiatement, par continuité,

Le support de ~ étant un sous-ensemble du noyau K nous employons ce
que nous savons de la structure de K = X x G x Y, et nous obtenons

par la méthode de ([5], p. 145) que

où a’ est une probabilité régulière sur un sous-ensemble de X et ~ et {3 sont
les G- et Y-composantes de  = a x X x 03B2.

Il n’est pas difficile de vérifier que la marche à droite stationnaire est

ergodique, si et seulement si a’ est concentrée à un point. Elle est mélan-
geante si et seulement si, en outre, v~"~ converge.

Soit ~ la probabilité initiale de la marche bilatère stationnaire. De :
pour tout n, on déduit que ~ est une probabilité sur K. Par con-

séquent nous pouvons restreindre P à ~(I). Alors, [4], chapitre 5,
rpn = r~ -~ r~P == ~ c’est-à-dire
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La marche bilatère est ergodique, si et seulement si

(La tribu des invariants est triviale dans le cas (A). Elle contient exacte-
ment K, X x H x Y, X x gH x Y, 0 plus les ensembles de mesure nulle
dans le cas (B).)
La marche bilatère est mélangeante si et seulement si, en outre,

(A) v~’~~ converge

(B) v~2"~ converge.
Pour la marche mixte on obtient sans difficulté, vu P n -+ P si l’on

restreint P à ~(I), que

Remarque. - Dans les trois cas, les mesures ~ux , x e I, I compact, défi-
nies par 

_

sont des probabilités stationnaires et satisfont donc aux résultats énoncés
ci-dessus.
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