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Centre de Mathématiques de I'Ecole Polytechnique,
17, rue Descartes, 75230 Paris Cedex 05

ABSTRACT. — In order to deduce from the positive case, maximal ergodic
lemmas in the non positive case, we study the existence of a dominating
positive semi-group. Namely we prove that every contraction semi-
group on « L! » is dominated by a unique minimal semi-group of positive
contractions. A similar result is also obtained for resolvents. The third
paragraph is devoted to applications in ergodic theory.

INTRODUCTION

En 1971, Akcoglu et Brunel [2] ont donné une nouvelle démonstration
du théoréeme ergodique quotient général de Chacon-Ornstein. Un outil
essentiel pour cela est I'existence du module linéaire d’un opérateur défini
par Chacon et Krengel [5] [8]. Leur démonstration peut se transposer
au cas d’un semi-groupe a un paramétre réel, quitte a introduire I’ana-
logue, pour les semi-groupes, des modules linéaires. Le résultat essentiel de
ce travail est le suivant : & tout semi-groupe de contractions d’un espace L!,
on associe un semi-groupe de contractions positives, majorant-minimal,
dans un sens a préciser.

Nous rappelons au paragraphe 1 les principales propriétés des modules
linéaires ainsi que leur comportement lors des passages a la limite.
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370 C. KIPNIS

Au paragraphe 2 nous établissons I'existence et I'unicité du semi-groupe
majorant ainsi qu’un résultat analogue pour les familles pseudo-résol-
vantes. En dernier lieu nous étudions la continuité de ce semi-groupe
pour différentes topologies. Dans le cas ou le semi-groupe de départ est (Cy),
ces résultats coincident avec ceux de Y. Kubokawa [/0].

Au paragraphe 3, consacré a quelques applications, nous utilisons le
théoréme de majoration pour démontrer des lemmes maximaux : le théo-
réme ergodique quotient général, le théoréme ergodique local de type
abélien et un théoréme local pour les semi-groupes s’en déduisent.

Je tiens a remercier ici A. Brunel et D. Revuz qui ont bien voulu s’inté-

resser a ce travail, ainsi que S. Tsurumi pour de fructueuses conversations
a ce sujet.

I. MODULES LINEAIRES

A. Rappels sur L' et L*.

Dans la suite de ce travail nous aurons besoin a plusieurs reprises de
certaines propriétés de L!. Nous les rappelons donc ci-dessous, ainsi que
certaines notations dont nous ferons librement usage.

1. Soit m une mesure o-finie sur I’espace (X, &#). Nous noterons :

L& (m) P’espace de Banach des classes de fonctions a valeurs complexes
de module intégrable.

LY le céne convexe des fonctions de LE vérifiant f > 0 m-p.s.

L les classes de fonctions, vérifiant Imf = 0 m-p.s.

L!(A) les fonctions vérifiant (f # 0) = A m-p.s.

Munissons Lg de la structure d’ordre partiel > définie par f>g si
/= g m-p.s. L} a alors une structure d’espace vectoriel topologique ordonné,
de cone positif LY, compatible avec la topologie définie par la norme.

2. Muni de cette structure d’ordre, L} est un espace de Riesz complé-
tement réticulé : c'est-d-dire que toute partie majorée non vide de L}
admet une borne supérieure dans Ly .

Notons aussi au passage le lemme de « localisation » :

Soit H = L admettant une borne supérieure g ; soit A tel que pour tout f
de H on ait (f # 0) = A m-p. s. alors on a aussi (g # 0) = A m-p. s. Enfin
nous utiliserons le

LEMME. — Soient pe L} et 'ensemble (p > 0) = A. Alors les fonctions
feLl vérifiant f < p forment un sous-ensemble total de L'(A). ’
Preuve. — Soit ge L' (A). Posons pour tout k de NH, ={g>kp}.
Puisque (g > 0) = A = (p > 0), on a : m(H,) | 0. Donc, par le théoréme
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MAJORATION DES SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DE L' ET APPLICATIONS 371

de Lebesgue, pour tout ¢, il existe un k tel que j gdm < &. Or g sécrit :
Hi

1
g=gly +glyg et P8l < p.
AS
Le théoréme suit par linéarité.

B. Modules linéaires.

Soit T un opérateur de L ; nous dirons que T est positif si T envoie
le cone L} dans lui-méme. Dans [5] Chacon et Krengel ont démontré le

THEOREME. — Soit T un opérateur de L!. Il existe un unique opérateur
positif, noté | T|, vérifiant les propriétés suivantes :

a. pour toute fonction fde L, | Tf| < |T||f]|

b. si un opérateur positif U vérifie, pour toute fonction fde L! la méme
inégalit¢ U| f| > |Tf|,alors U|f| > |T||f].

PROPOSITION. — Soit T un opérateur continu de L!, alors

. T>0=T=|T|

2 ITHI=UTYH

Si T, et T, sont deux opérateurs de L' :
3IT + TL | < |T, | + T,

4. |T,T,| < |T, I T,|

50T, =T 2 IT | = | T, 1.

COROLLAIRE. — L’application : T + | T| est continue dans la topologie
uniforme des opérateurs,

Par contre, le fait que I'on ait pour toute fonction fde L! lim || T, /— T f|]
n’'implique pas que 'on ait, geL', lim ||| T,|g — | T|g|| = 0 [5].

Cependant nous avons le résultat de « minoration » des limites suivant [8].

THEOREME. — Soit T, convergeant vers T dans la topologie forte des
opérateurs, alors pour toute fe L), on a aussi :
lim [|(1T, | f =TI/l = 0.
COROLLAIRE. — Soient T, convergeant vers T et fe L. vérifiant
im || T, fI<IT|f]||, alors on a aussi
lim ||| T,|f=IT|fll=0.

n— + oo
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372 C. KIPNIS

Preuve. — 11 suffit d’aprés le théoréme précédent de prouver
im |[(IT,|f=IT|f)* || =0. Or

I T | f=IT, | f=|ITIf+|TIf
=_|_"1"|f'|'(|T..lf—|T|f)+ — (T, f=ITIf)”
Tz Tm [T, Sl =TI+ Gm [ (1T, f= I TIAH* ]
ce qui nécessite lim || (| T,|f— | T|f)* || =0.

II. MAJORATION DES SEMI-GROUPES
ET RESOLVANTES -

A. Dans le cas d’une contraction de L¢, Akcoglu et Brunel [3] ont
prouvé, a 'aide de 'opérateur t = | T|, un théoréme ergodique quotient.
La technique employée pour prouver ce théoréme consiste 4 se ramener
au cas positif (théoréme de Chacon-Ornstein) en remarquant que le semi-
groupe (t"),» o « majore » le semi-groupe (T"),,, au sens suivant : pour
tout n >0 et tout feL' ona |T"f| < | f}.

Dans le cas discret le semi-groupe (") s’introduit naturellement comme
le plus petit semi-groupe positif majorant (T"). Par analogie dans le cas
continu on désirerait prendre comme semi-groupe majorant la famille (7,)
des modules linéaires des (T,),»,. Malheureusement en général on n’a
que linégalité 7 ,,, < 7,7, qui peut étre stricte.

Néanmoins, dans le cas d’un semi-groupe de contractions, on peut
construire un plus petit semi-groupe majorant.

THEOREME. — Soit (T )t > 0 (resp. t = 0) un semi-groupe de contrac-
tions de L', alors il existe un unique semi-groupe de contractions posi-
tives défini pour t > 0 (resp. t > 0), noté S,, vérifiant :

a. pour toute fonction fde L', on a |T,f| < S,|fI,

b. si U, est un semi-groupe de contractions positives vérifiant pour

fell, |Tf1 < U, |f], alors nécessairement U,|f| > S,|f| m-p. s. pour
tout ¢.

Preuve. — Soit t > 0 fixé. Soit & I'ensemble des subdivisions de Pinter-
valle [0,1] (s5)e ¥ =0 < s, < ... <s, =t. Définissons sur & l'ordre >
de la maniére suivante : on dit que (s) > (s’) si et seulement si (s) est un
raffinement de (s*). Avec cet ordre, & est filtrant croissant. Posons, pour
feLl fixé et (s) dans &

Po=TT -5 Tsn-surS

qui est un élément de LY, et de plus I'application définie sur &, (s)e & + @,
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est monotone croissante. On le vérifie facilement en rajoutant un point
a la subdivision (s) grace a linégalit¢ J,,, < J,.7,. Comme de plus :
7.1l =I1IT,|| < 1pourtoutt > 0,onvoit que @, vérifie || D, ||, < |If]]; .
On pose alors . .
S,f=sup @ = llg) T D .
1. S, est une contraction positive de L.
2. S, est additif et positivement homogéne sur L} (I’homogénéité est
évidente). Montrons I’additivité ; soient f, ge L} on a:
IS(f+8) —Sf—SgU<UIS(f+8) — T, .- To(f+ 8l
+ ”s(.]— g—ax s g-u,,./.”
+1Sg—T,, ... 7.,8l.
Prenant une subdivision suffisamment fine de [0, ], ¢ > 0 étant donné :

1S(f+g) —S/—Sgll<e.
3.S,08, =Sip.

Remarquons que si 0 <5, <5, ... <5, =1(s)
O<si<sh<...<sp=t'()
Alors (s) * (s')=0<s,<...<s,=t<t+s}<...<t+s,=t+t est une
subdivision de [0, t+t’] ("opération est non commutative).
Soient ¢ > O et fe LY , il existe s, et s, tels que si s > s, et s’ > s, on ait :
NS /=T ... T SlISe ou L=5—5;-1
” S:Srl—— ,7—“ v flksl].” <e& t:’ = S:’ - s:’-—l .
Prenons s > s, * s, telle que pour s > s’
”Sl+r'f— 9_‘1 e 9-(‘,.[” <eé
Alors puisque pour tout t, , est une contraction :

“ St+r'f— Srsz.’” < ” .Sr+t’f— ,7-“ 9_.(,]“

+ 1 T oo ToaT s o TS = T oo TuSu Sl
+ ” '7.(, s ‘7',,‘5,,./'— S,S,j“
< 3e.

4. Si le semi-groupe T, est défini pour t > 0, alors le module linéaire

de T,, soit J,, vérifie toute fonction p de LY et tout réel positif ¢ :
ToITp=I,p et donc T,7, = F,.
Si nous posons alors Si, = 7, , et pour toute subdivision (s)

P:S) = g-slysz—sx v ‘q—s,.—s,._lg-of;

et S/ la limite suivant le filtre des sections de P!, le méme raisonnement
que précédemment montre que S; est un semi-groupe.
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374 C. KIPNIS

5. En dernier lieu S, vérifie bien la propriété b de minimalité : si U
vérifie pour fde L' |T,f| < U, | f|, alors
Ulf1=U, ... U Iflz7, ... T.1f]
d’aprés la caractérisation du module linéaire. B

Par ailleurs, le semi-groupe ainsi obtenu est aussi régulier que T, Iest
comme le prouve le

t

THEOREME. — Soit S, le semi-groupe positif associé au semi-groupe
de contractions de L', T,. Alors :

1) Si T, est continu & droite dans la topologie forte des opérateurs
pour t >0 (resp. t > 0), alors S, est continu & droite sur ¢t > 0 (resp. t > 0).

2) Si T, est continu & droite dans la topologie uniforme des opérateurs,
alors S, aussi.

Preuve. — 2) On vérifie que si le semi-groupe T, est de la forme ¢
pour A opérateur borné de L', on a alors |T,| < S, < &!|A+411-40 noyp
tout nombre 4 > 0 et la continuité en norme s’ensuit.

1) Notons d’abord que l'application t — Z, est continue a droite
pour tout ¢ > 0 (resp. t > 0). En effet, soit t, > 0, on a pour tout s > 0
et tout élément fde LY : 7, , . f< T T Setdone ||.T, . fll < |F, 1.
L’assertion résulte alors du Corollaire ; pour prouver la continuité forte,
il suffit de montrer, pour f non négative, lim || S,/ =S+ N1 =0 quand
s tend vers 0.

Or par définition de S,, fona:
Sf =SV <Sf = Tee0s Ty - - - T, 4"
pour tout découpage (t,, ....t,) de [0,7]. De plus ¢ > 0 étant donné, il

existe un découpage t,, .. oty tel que ||Sf—T, ... TSIl <e Dou:
”(Stj_ Sr+sf)+ ” < |Sll_ e9~s+h e g-tpfn
e+l T, T~ Tgery - T A

En faisant tendre s vers 0, par continuit¢ a droite de 7, on tire
lim || S,.f =S4, /)" || = 0.

Remarque. — 1) On sait que tout semi-groupe (C,) vérifie une inégalité
du type || T, || < Me®. 1l est facile de voir que la majoration exponen-
tielle e n’apporte pas de difficulté supplémentaire : (e™“'T,) est alors a
contraction...),

Par contre, ’hypothése M < 1 est essentielle.

Considérons en effet I'exemple suivant :

Soient Q = N, o la tribu Z(N), m =z 0, la mesure de comptage ;
n>0
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MAJORATION DES SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DE L! ET APPLICATIONS 375

LY(Q, o, m) est alors I'(N). Considérons le semi-groupe T, défini comme suit:
si x = (x,) alors y = T,x est la suite (y,) définie par :
V2p = X2, COS pt — X3, Sin pt
V2p+1 = Xz, SIN pt + X,, 44 COS Pt.
On voit facilement alors que pour ¢t irrationnel || T, || = \/:7. Mais dans ce
cas le module linéaire 7, est I'opérateur défini par (7,x) = z
Zyp = X3,| €COS pt| 4+ X544 | sin pt|
Zyp+1 = Xgp| SiN pt| + X5,4 | COS pt|.
Soit ¢, = (xk) avec
x,=1 si k=2p ou k=2p+1
= 0 sinon.
Alors e, est propre pour J,, c’est-a-dire
J e, = (| cos pt| + sin pt|)e, pour tout t.
Mais supposons maintenant qu’il existe un semi-groupe S, positif majo-
rant J,. Alors nécessairement, pour tout n, S, > (7,,)" De

t . tl\"
(ﬂ',,,,)"ep=< cos p—l + smp— )e,,
n n
on tire : . ny
||S,||2< cose— + sinp—).
n n

Faisant tendre n vers I'infini, on a donc ||S,|| > e” et ceci pour tout p,
ce qui est contradictoire avec la continuité de S,.

Le semi-groupe T, n’admet pas de majorant.

2) Dans le cas ou le semi-groupe est continu a I’origine, ce théoréme
peut se démontrer d’une autre fagon en construisant S, sur les dyadiques,
Cest-a-dire :

Soit D I'ensemble des dyadiques, D, ceux qui peuvent s’écrire 2k—p On

. .k
considére les semi-groupes discrets définis sur D, comme suit: si »= deD,,
on pose L = (7 ,-,)k

Onremarque quefe L} etde D, < D, vérifient I'inégalit¢ L5 f< L5** f.
On pose alors:

S.f = lim LE*"f.
S, est alors un semi-groupe positif majorant (T,) « sur les dyadiques ».
On vérifie (mémes calculs) que, pour tout fe Ll |

Jim {|S,/~f11=0
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376 C. KIPNIS

et on prolonge par continuité (S;);.p €n (S,),»0 - (T,) étant (C,) on a alors
par une extraction de sous-suite, pour tout fe L' :

SIfI<IT.f].

Ce théoréme a été démontré indépendamment par Y. Kubokawa avec
une démonstration analogue a celle ci-dessus (non encore publiée, elle
m’a été aimablement montrée par M. S. Tsurumi). Kubokawa utilise ce
théoréme pour démontrer un théoréme limite local [/0].

B. Les résolvantes sont a beaucoup de points de vue trés proches
des semi-groupes. Nous avons donc un théoréme analogue pour celles-ci :

THEOREME. — Soit (V,) une résolvante a contraction (i.e. 4 > 0,
[IAV,]] € 1), alors il existe une plus petite résolvante notée W, , sous-
markovienne « majorant » V, , c’est-a-dire vérifiant, pour tout 4 et tout fe L!

IVifl < Walfl.

Preuve. — Soit (V,) une résolvante a contraction ; (v;),-, la famille des
modules linéaires qui vérifie I'inégalité v, — v, < |u — A|v,v,. Fixons u
et considérons pour 0 < A < 2u, les opérateurs W4 définis par :

h= Z (= A"yt
n=0
Alors :

1) A€10,2u] || AWE] < 1

2) WH est positif pour tout 4 €10, u]

3) Wh =,

4) W4 — W4 = (' — H)WEWYE., pour tous 4, A'€]0,2u[.

.Ceci résulte de la caractérisation de W4 par la formule
(14 (1 — AWE — (1 = Ay,) =1
soit W4 = (#—11—) [(I — (u — Ay,)~' — 1] et d’un calcul simple.
5) Soit A fixé et ' > p = 4. On tire de v, — v, < (¢’ — wv,v, l'inéga-

lit¢ v, < W4 | et puisque W4 = z(u — A(WHy*! finalement :
n=0
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6) On pose alors, pour feL} ,
W, f= hmTW f—supW f.

1l est facile de voir que ceci définit un opérateur positif additif et posi-
tivement homogeéne sur L}, , qui forme une résolvante majorant (V,) puisque

[Vifl < viilfl< Wil fl.

7) Enfin, si R, est une résolvante sous-markovienne majorant V, alors,
pour tout A > 0, R, > v, et puisque R, vérifie R, = (=R (u= ),
R, > W4.

On sait d’autre part que si P, est un semi-groupe a contraction (Co)
et (R,) sa résolvante, alors P, est positif si et seulement si R, est positive.
En effet, on a [4] :

).t"
feLLP,f=s.lim e~* ' () (/1R,J‘f

0
Dans ce cas, les deux constructions sont équivalentes :

PROPOSITION. — Soient (T,),», un semi-groupe a contraction (Co),
(S, le plus petit semi-groupe positif le majorant ; soient d’autre part V)
la résolvante de (T,), (W,) la majorante de (V,). Alors W, est la résolvante
de (S,).

Preuve. — Soient (R}) la résolvante de (S,) et pe L} :

j e~ T pdt
)

d’ou R;p > W,p. Inversement, V, étant la résolvante du semi-groupe T,,
on a lim AV,f = f pour toute f de L', et donc lim AW, f = f. D’apreés le

théoréme de Hitle-Yosida, W, est la résolvante d’un semi-groupe positif P,
et 'on a, pour toute fonction p de L} :

R,p = J e ™S pdt > j e M| T,pldt >

0 o

(,1:)*
k!

— At

Pp = }1_{130 e —— (AW )} dans L.

Mais pour tout 4 > 0,

k
At)
e (—l AWp > e 2 G avp
0

k
Z @ (AV2)g)-
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378 C. KIPNIS

Et, quitte a extraire une sous-suite, on voit par passage a la limite que
Pp>|Tp|.

S, étant minimal, par intégration on a, peL} :

R,p < W;p. C.Q.F.D.

ITI. APPLICATIONS

A. Théoréme ergodique quotient.

Soit (T,) un semi-groupe C, d’opérateurs de L!. L’application t — T, f
de R, dans L! étant continue, on sait définir I'intégrale de Bochner [//]

T
notée j T, fds qui est un élément de I'espace de Banach L! et vérifie les
0

propriétés usuelles de I'intégrale. Dans ce cas un théoréme de Dunford
et Schwartz [7] montre qu’il existe une « bonne version » de T, f, c’est-a-dire
une fonction G : R x Q@ — C mesurable qui vérifie

1) pour tout t de R, , G(t,.) =T,f dans L!
2) pour presque tout o de Q, la fonction t — G(t, w) est intégrable
sur tout intervalle [0, T]

T

T
3w - J G(t, w)dt est un représentant de J T, fdt.

o 0
Désormais, il sera entendu que, lorsque nous étudierons la conver-

T T
gence d’une expression du type J T,/ / J pds, nous prendrons le repré-

0 0
sentant déterminé par les « bonnes versions » respectives de T f et p;.
Ces représentations particuliéres ont des propriétés de continuité qui

ao
permettent de Vérifier que des ensembles du type(f pds > 0> sont
mesurables °

Par ailleurs, il est facile de montrer que pour un semi-groupe (T,) de
contractions positives continu a l’origine on a pour toute fonction posi-

tive p (J T,pds > 0) > (p > 0). On vérifie alors aisément que l’espace
0

se décompose en deux parties C et D, respectivement partie conservative

+
et dissipative sous le semi-groupe, et que [ T,p est finie p. s. sur D et
<0
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MAJORATION DES SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DE L! ET APPLICATIONS 379

infinie p. s. sur C. On vérifie aussi que si C, désigne la partie conservative
sous I'opérateur T,, alors C = C, pour tout réel t.

Rappelons que I'on dit qu'un ensemble A est invariant sous le semi-
groupe T, si pour tout t, T(L'(A)) = L*(A) : dans le cas d’un semi-groupe
positif, C est invariant et les sous-ensembles de C invariants forment une
sous-tribu 7~ de la tribu des sous-ensembles mesurables de C. Les proprié-
tés caractérisant les fonctions invariantes sous le semi-groupe dual de T,
noté T¥ comme les fonctions dont la restriction a C est J -mesurable sont
encore valables. Dans le cas ou T, est non positif, nous notons S, son majo-
rant, et C la partie conservative de S,. Dans ces conditions on voit que la
démonstration de Brunel-Akcoglu s’adapte au cas continu, quitte 4 remar-
quer que 'on a (puisque C, = C pour tout ¢):

LEMME. — Si he L*® et si pour tout ¢, T¥h = h, alorson a S¥|h| = | h|
sur C. Et par conséquent nous en tirons le :

THEOREME DE REPRESENTATION. — Soit (T,) un semi-groupe de contrac-
tion de Lg, (S,) le semi-groupe positif associé, 7 la tribu des invariants.
Alors il existe I'e J et se L*(I') tels que :

1) |s] =1 p.s sur T et pour tout réel t et toute fonction f de L}I),
T,f = sS/(sf) (ou s désigne le complexe conjugué de s).

2) Si A = C\I' et A est le générateur infinitésimal de T,, A(D(A) n L}(I"))
est dense dans L'(A).

3) La partition C =T + A,

4) r possede les propriétés de s si et seulement si il existe une fonction [
de L*(I), | I| = I vérifient, pour tout t, S¥/ = I p. s. sur I et telle que r = sl.

Preuve. — Le seul point a démontrer est 2).

Soit L une forme linéaire continue sur L'(A) qui s’annule sur
A(D(A) n L}(A)). Par Hahn-Banach, cette forme linéaire s'étend en une
forme linéaire continue sur L!, notée encore L. Soit he L*(A), telle que
L(f) = <{f,h>,. On a donc pour toute f de D(A) N LY(A), { Af, h> = 0.
Posons, f et h étant fixés, u(t) = {T,f, h ). Puisque fe D(A) n L'(A),
T, fe D(A) n L}(A) pour tout s et donc u'(s) = ( AT,f,h> = 0. La fonc-
tion u(s) est donc constante et égale a { f, h ). Par densité de D(A) on a
donc, pour toute fonction f de LY(A), { £, T*h> =T, f,h> = {f,h>. En
conséquence on a T¥h = h et, par construction de I' comme le plus grand
ensemble invariant sur lequel il y a une solution non triviale a cette question,
h=0,cf. [2].
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On en tire alors, en suivant Akcoglu et Brunel, le :

THEOREME. — Soit (T,) un semi-groupe (C,) de contractions de L1,
et soit (p,) une famille admissible. Alors, si fe L},
t
[ T, fdu
. JO .
lim ———— existe et est fini p. s.

J p.du
0

sur I’ensemble (j pds > 0) .
]

Et de la démonstration de ce théoréme, on déduit :

THEOREME (IDENTIFICATION). — Soit s€ L® servant & la représentation
de (T,). Alors, si feL'et Ae 7, llil];l J ST, fdm existe ; si pe L} est stric-
Z R

tement positive, sD( f, p) est 7 -mesurable et, pour tout ensemble A de 7 :

J sD(f, p)pdm = 'Iirg JsT, fdm.
A

B. Théoréme ergodique local.

Soit T, un semi-groupe de contraction de L!, continu sur R, . Dans le
cas ou le semi-groupe est positif Krengel [9] a démontré un théoréme
ergodique local. Nous démontrons ici son analogue non positif. Pour
cela nous aurons besoin du lemme maximal suivant :

LEMME. — Soit (S,) un semi-groupe de contractions positives fortement
t
continu, alors si E, = U(j S,fdu> 0) , f vérifie J Sef=0.
t (V] Ey

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme discret si on remarque
que, puisque nous ne considérons que les « bonnes versions » de S, f, nous
avons I’égalité :

U(J S,f> 0) - UU(J S,f > 0>
A=0 0 n=1 k=1 o

t

1 A .
et que, par hypothése,? J‘ S,fds — S, f dans la topologie de L.
0
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THEOREME ERGODIQUE LOCAL. — Soient (T,),», un semi-groupe de
contractions de L!, alors, pour toute fonction feL!,

N B
lim - J T,fds =T, fps.
t Jo
T
Preuve. — Soit pe L1 strictement positive sur X, et soit h = j S,pdt.
Il est facile de montrer que 0
l u
lim - f S hdv = Soh = h ps,
u—0 y 0
grice a l'intégrabilité x par x.
D’autre part, il est clair que S, majorant T,, on peut supposer que
(h > 0) = X. Dans ces conditions le théoréme est équivalent & prouver que

fﬂ T, fds
0 Tof

lim ——— =~ ps.

j S hds
0

a
Ce résultat est évident pour les fonctions du type j T, fds qui sont denses
a 0

1 .
dans To(L'), puisque — j T, fds tend dans L! vers T, f. Puisque
a

0

j T, fds = J TT,fds,

V] (V]

il suffit de montrer que les fonctions ayant une limite forment un ensemble
fermé dans L!. Ceci résulte du lemme ergodique maximal. Prenons, fet h
étant fixées, une suite f, vérifiant

— f, tend vers T, f dans L! et presque siirement .

— Tof, = f, et la limite, lorsque ¢ tend vers 0, de - J
presque siirement. !

Alors, pour tout n,on a:

J'l T.f j’ T.f jl T fn
0 Tof 0 0 A

s g elim| — - — >
' h ' ' 2
JSsh Jssh Jssh

0 o o

J'Tsf, ' |
VA R WY (LY

T,f,ds existe
0

lim

vl lim

> v
! h 2 h h
[ :

0o
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Posons, pour tout ensemble A-mesurable, y,(A) = j hdy. Du lemme maxi-
mal nous tirons pour le premier terme : A

juf—f,,)ds‘
° SH< -
'rSshds 204

Uy | im

0

Par hypothése, le second terme est presque slirement vide et le troisiéme
terme donne, puisque T, est une contraction,

| Tofa—Tof1 _ 4] 2
yh[——r——>§]sillf—f,,||. C.Q.F.D.

C. Théoréme ergodique local de type abélien.

Soit (V,);>¢ une résolvante a contractions sur L¢, nous supposerons
que cette résolvante est (L), Cest-a-dire vérifie s — lim AV, = Id quand
/ tend vers l'infini. Si nous notons W, la résolvante positive associéea V,,
W, est aussi (L ). Du fait de analyticité de la fonction a valeur L': A — AV, f,
il existe pour toute fonction f une représentation F(4, x) avec les propriétés

a. Pour tout A, F(4,x) =V, fps.

b. Pour tout x, la fonction 4 — F(4, x) est continue de R% dans C.
Nous nous occupons désormais de la convergence quand A tend vers
infini des expressions AF(4,x) que nous notons abusivement AV, f(x).

Nous aurons besoin dfi théoréme ergodique maximal di a Moko-
bodzki [//] [12] dans un cadre légérement différent.

THEOREME. — Soit V, une résolvante sous-markovienne, p une fonction
strictement positive vérifiant AV,p < p, alors pour toute fonction positive ¢
ona:
Vo@ = VoIp. liim avipz avamnl -

Enfin nous ferons ’hypothése d’irréductibilité suivante : si p est élément
de L1, alors Wyp = 0 équivaut a p=0.

THEOREME. — Soit V, une résolvante a contraction vérifiant les hypo-
théses précédentes : pour toute fonction f de L' on a presque siirement,
quand A tend vers linfini, lim AV, f(x) = f(x).

Preuve. — Si f = Vg, alors I'équation résolvante s’écrit

Voq — Vg = AV, Voq.
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Mais W, vérifie |V,q| < W,]|q]| et lim W, |q| = 0 presque slirement
puisque la fonction A - W, |g| est décroissante. La limite existe donc
presque partout, et lim AV,Vyq = Vq.

Si f = V,q, on applique le méme raisonnement & la résolvante définie
par V, = V,,, pour u > 0.

Soit maintenant f quelconque de L', par I'hypothése (L) il existe
une suite 4, telle que f, = AV, f tende vers f dans L' et presque
sGrement. Soit p une fonction strictement positive de L! vérifiant AW ,p<p
(il suffit de prendre Wyq pour g de L1, strictement positive). Posons
pour tout ¢ > 0:

E(e,f) = {x; lim | AV, f(x) = f(x)| > ep(x) } -

Des inégalités lim | AV,f—f| < lim | AV, (f—£,)| + lim | AV, f,—f, | + |f—£, |
et |AV,(f—f)| < AW, |f—f,|, nous tirons pour tout entier n:

E(f,e) = (If—f.,l >§p>u<m lWllf—f,,)>§p>.

. £
Par le choix de f, : lim m{|f—ﬁ,l > —p} = 0 et grice au théoréme de
. . 3
Mokobodzki, si on pose :

A(n,s)={ﬁnzwl|f—f,>>§p}

3
“Wol /= 1) 2 Wolp- Lame)

et donc en passant a la limite W(p.lg, ) = 0, soit par irréductibilité
E(f¢) = 9.
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