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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

ABSTRACT. - In order to deduce from the positive case, maximal ergodic
lemmas in the non positive case, we study the existence of a dominating
positive semi-group. Namely we prove that every contraction semi-

group on « Li » is dominated by a unique minimal semi-group of positive
contractions. A similar result is also obtained for resolvents. The third

paragraph is devoted to applications in ergodic theory.

INTRODUCTION

En 1971, Akcoglu et Brunel [2] ont donné une nouvelle démonstration
du théorème ergodique quotient général de Chacon-Ornstein. Un outil
essentiel pour cela est l’existence du module linéaire d’un opérateur défini
par Chacon et Krengel [5] [8]. Leur démonstration peut se transposer
au cas d’un semi-groupe à un paramètre réel, quitte à introduire l’ana-
logue, pour les semi-groupes, des modules linéaires. Le résultat essentiel de
ce travail est le suivant : à tout semi-groupe de contractions d’un espace L’,
on associe un semi-groupe de contractions positives, majorant-minimal,
dans un sens à préciser.
Nous rappelons au paragraphe 1 les principales propriétés des modules

linéaires ainsi que leur comportement lors des passages à la limite.
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370 C. KIPNIS

Au paragraphe 2 nous établissons l’existence et l’unicité du semi-groupe
majorant ainsi qu’un résultat analogue pour les familles pseudo-résol-
vantes. En dernier lieu nous étudions la continuité de ce semi-groupe
pour différentes topologies. Dans le cas où le semi-groupe de départ est (Co),
ces résultats coïncident avec ceux de Y. Kubokawa [10].
Au paragraphe 3, consacré à quelques applications, nous utilisons le

théorème de majoration pour démontrer des lemmes maximaux : le théo-
rème ergodique quotient général, le théorème ergodique local de type
abélien et un théorème local pour les semi-groupes s’en déduisent.

Je tiens à remercier ici A. Brunel et D. Revuz qui ont bien voulu s’inté-
resser à ce travail, ainsi que S. Tsurumi pour de fructueuses conversations
à ce sujet.

I. MODULES LINÉAIRES

A. Rappels sur L~ et L °° .

Dans la suite de ce travail nous aurons besoin à plusieurs reprises de
certaines propriétés de L’ . Nous les rappelons donc ci-dessous, ainsi que
certaines notations dont nous ferons librement usage.

1. Soit m une mesure o-finie sur l’espace (X, .91). Nous noterons :

Lb(m) l’espace de Banach des classes de fonctions à valeurs complexes
de module intégrable.

L!~ le cône convexe des fonctions de Lb vérifiant />: 0 m-p. s.
L~ les classes de fonctions, vérifiant Imf = 0 m-p. s.
Li (A) les fonctions vérifiant 0) c A m-p. s.
Munissons L~ de la structure d’ordre partiel ~ définie si

f ~>_ g m-p, s. L.~ a alors une structure d’espace vectoriel topologique ordonné,
de cône positif L~ , compatible avec la topologie définie par la norme.

2. Muni de cette structure d’ordre, L,~ est un espace de Riesz complè-
tement réticulé : c’est-à-dire que toute partie majorée non vide de L~
admet une borne supérieure dans L~ .
Notons aussi au passage le lemme de « localisation » :

Soit H c L~ admettant une borne supérieure g ; soit A tel que pour tout/
de H on ait ( f ’ ~ 0) c A m-p. s. alors on a aussi (g ~ 0) c A m-p. s. Enfin
nous utiliserons le

LEMME. Soient et l’ensemble (p > 0) = A. Alors les fonctions

j’e L) vérifiant f  p forment un sous-ensemble total de 
"

Preuve. - Soit g E L+(A). Posons pour tout k de N Hk = { g >_ kp ~.
Puisque (g > 0) c A = (p > 0), on a : m(Hk) ~, 0. Donc, par le théorème
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371MAJORATION DES SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DE L 1 ET APPLICATIONS

de Lebesgue, pour tout s, il existe un k tel que e. Or g s’écrit :de Lebesgue, pour tout e, il existe un k tel que 
i Hk 

gdm ~ e. Or g s’écrit :

Le théorème suit par linéarité.

B. Modules linéaires.

Soit T un opérateur de Lb ; nous dirons que T est positif si T envoie
le cône L~ dans lui-même. Dans [5] Chacon et Krengel ont démontré le

THÉORÈME. Soit T un opérateur de Li. Il existe un unique opérateur
positif, noté T ~, vérifiant les propriétés suivantes :

a. pour toute fonction f de T f (  ~ f I
b. si un opérateur positif U vérifie, pour toute fonction f de Ll la même

inégalité U f ~ >_ I T f ~, alors U f ~ >_ ~ T I I .Î I .

PROPOSITION. - Soit T un opérateur continu de Ll, alors

COROLLAIRE. - L’application : T - 1 T est continue dans la topologie
uniforme des opérateurs.

Par contre, le fait que l’on ait pour toute fonctionfde Li lim ~Tnf-Tf~ [
n’implique pas que l’on ait, g E LB lim III = 0 [5].
Cependant nous avons le résultat de « minoration » des limites suivant [8].

THÉORÈME. Soit T~ convergeant vers T dans la topologie forte des
opérateurs, alors pour toute on a aussi :

COROLLAIRE. - Soient convergeant vers T et /e L~ vérifiant
lim ~Tn|f~~~T|f~, alors on a aussi

Vol. X, n° 4 - 1974.



372 C. KIPNIS

Preuve. - Il suffit d’après le théorème précédent de prouver
Or

ce qui nécessite (1 1 T I - ~ .

II. MAJORATION DES SEMI-GROUPES
ET RÉSOLVANTES -

A. Dans le cas d’une contraction de L~ , Akcoglu et Brunel [3] ont

prouvé, à l’aide de l’opérateur i = T ~ , un théorème ergodique quotient.
La technique employée pour prouver ce théorème consiste à se ramener
au cas positif (théorème de Chacon-Ornstein) en remarquant que le semi-
groupe (~")"> o « majore » le semi-groupe (T")"~ o au sens suivant : pour
tout n >- 0 et tout/e L~ on a ~ T" f ~  i" ( f ~ .
Dans le cas discret le semi-groupe s’introduit naturellement comme

le plus petit semi-groupe positif majorant (T"). Par analogie dans le cas
continu on désirerait prendre comme semi-groupe majorant la famille 
des modules linéaires des (Tt)t > o . Malheureusement en général on n’a
que l’inégalité ~ t + S  ~ t~i S qui peut être stricte.
Néanmoins, dans le cas d’un semi-groupe de contractions, on peut

construire un plus petit semi-groupe majorant.

THÉORÈME. - Soit (T,)t > 0 (resp. t > 0) un semi-groupe de contrac-
tions de LB alors il existe un unique semi-groupe de contractions posi-
tives défini pour t > 0 (resp. t >_ 0), noté vérifiant :

a. pour toute fonction f de Ll, on a (  I ,
b. si Ut est un semi-groupe de contractions positives vérifiant pour

alors nécessairement ( >_ m-p. s. pour

tout t.

Preuve. Soit t > 0 fixé. Soit ~ l’ensemble des subdivisions de l’inter-

valle [0, t] = 0  si  ...  s" = t. Définissons sur J l’ordre >-

de la manière suivante : on dit que (s) > (s’) si et seulement si (s) est un
raffinement de (s’). Avec cet ordre, ~ est filtrant croissant. Posons, pour
j’e L~ fixé et (s) dans ~

qui est un élément de L + et de plus l’application définie sur ~, (.s) ~~S~
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373MAJORATION DES SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DE L 1 ET APPLICATIONS

est monotone croissante. On le vérifie facilement en rajoutant un point
à la subdivision (s) grâce à l’inégalité Comme de plus :

1 pour tout t > 0, on voit que ~~5~ vérifie Il ~~s~ ~ ~ ~  ~ 
On pose alors

1. St est une contraction positive de Ll.
2. St est additif et positivement homogène sur L!~ (l’homogénéité est

évidente). Montrons l’additivité ; soient f, on a :

Prenant une subdivision suffisamment fine de [0, t], e > 0 étant donné :

3. St 03BF St. = sr + t- .
Remarquons que si

Alors (s) * (s’)=0  si  ...  une

subdivision de [o, t + t’] (l’opération est non commutative).
Soient E > 0 et f~ L1+, il existe Se et sÉ tels que si s >s~ et s’>s~ on ait :

Prenons s~ ~ s~ * s~ telle que pour s >- s~

Alors puisque pour tout t, ~ t est une contraction :

4. Si le semi-groupe Tt est défini pour t >- 0, alors le module linéaire
de To, soit vérifie toute fonction p de L+ et tout réel positif t :

fftp et donc J0Jt =
Si nous posons alors So = ffo , et pour toute subdivision (s)

et S; la limite suivant le filtre des sections de le même raisonnement

que précédemment montre que S; est un semi-groupe.

Vol. X, n° 4 - 1974.



374 C. KIPNIS

5. En dernier lieu S, vérifie bien la propriété b de minimalité : si U,
vérifie pour f de L’ / Tt , f ~ ~ _ UJ f ~ , alors

d’après la caractérisation du module linéaire. Il
Par ailleurs, le semi-groupe ainsi obtenu est aussi régulier que Tt l’est

comme le prouve le

THÉORÈME. Soit St le semi-groupe positif associé au semi-groupe
de contractions de Ll, Tt. Alors :

1) Si T, est continu à droite dans la topologie forte des opérateurs
pour t > ~ 0 (resp. t ~ 0), alors St est continu à droite sur t > 0 (resp. t >_ 0).

2) Si Tt est continu à droite dans la topologie uniforme des opérateurs,
alors St aussi.

Preuve. 2) On vérifie que si le semi-groupe Tt est de la forme etA
pour A opérateur borné de LB on a alors |Tt|  St ~ e(|A+03BBI|-03BBI) pour
tout nombre /). > 0 et la continuité en norme s’ensuit.

1) Notons d’abord que l’application t --~ ~ t est continue à droite
pour tout t > 0 (resp. t >_ 0). En effet, soit to >_ 0, on a pour tout s > 0
et tout élémentfde L) : donc .

L’assertion résulte alors du Corollaire ; pour prouver la continuité forte,
il suffit de montrer, pour f non négative, lim ~ (Stf - St +sf)+ Il = 0 quand
s tend vers 0.

Or par définition de on a :

pour tout découpage (t 1, ... , t p) de [o, t]. De plus E > 0 étant donné, il
existe un découpage t 1, ... , t p tel que !! S/- ~ ...  e. D’où :

En faisant tendre s vers 0, par continuité à droite de ~ t on tire
lim Il Il = 0.

Remarque. 1 ) On sait que tout semi-groupe (Co) vérifie une inégalité
du type Il Mewt. Il est facile de voir que la majoration exponen-
tielle n’apporte pas de difficulté supplémentaire : est alors à

contraction...).
Par contre, l’hypothèse M ~ 1 est essentielle.
Considérons en effet l’exemple suivant :

Soient Q = N, A la tribu la mesure de comptage ;
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m) est alors ll ( i~l ). Considérons le semi-groupe Tt défini comme suit :
si x = alors y = T,x est la suite définie par :

On voit facilement alors que pour t irrationnel ~ Tt~ = Mais dans ce

cas le module linéaire ~ est l’opérateur défini par (~ tx) = z

Soit ep = (x;) avec

Alors ep est propre pour J t , c’est-à-dire

Mais supposons maintenant qu’il existe un semi-groupe S, positif majo-
rant Alors nécessairement, pour tout n, De

on tire :

Faisant tendre n vers l’infini, on a donc Il et ceci pour tout p,
ce qui est contradictoire avec la continuité de S, .
Le semi-groupe Tr n’admet pas de majorant.
2) Dans le cas où le semi-groupe est continu à l’origine, ce théorème

peut se démontrer d’une autre façon en construisant Sr sur les dyadiques,
c’est-à-dire :

Soit D l’ensemble des dyadiques, Dp ceux qui peuvent s’écrire k. OnY q ~ p q p 
2p

, , , , 
k

considère les semi-groupes di.scret,s définis sur Dp comme suit : si 2p -= de Dp ,
on pose L~ = (ff 2-p)k.
On remarque que.fE L~ et d e Dp c Dp+k vérifient l’inégalité 

On pose alors :

Sd est alors un semi-groupe positif majorant (Tt) « sur les dyadiques ».
On vérifie (mêmes calculs) que, pour tout j’e L~ ,

Vol. X, n° 4 - 1974.
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et on prolonge par continuité en (Tt) étant (Co) on a alors
par une extraction de sous-suite, pour tout .rE L~ :

Ce théorème a été démontré indépendamment par Y. Kubokawa avec
une démonstration analogue à celle ci-dessus (non encore publiée, elle
m’a été aimablement montrée par M. S. Tsurumi). Kubokawa utilise ce
théorème pour démontrer un théorème limite local [10].

B. Les résolvantes sont à beaucoup de points de vue très proches
des semi-groupes. Nous avons donc un théorème analogue pour celles-ci :

THÉORÈME. - Soit (VJ une résolvante à contraction (i. e. ~, > 0,
1), alors il existe une plus petite résolvante notée W , sous-

markovienne « majorant » Vk , c’est-à-dire vérifiant, pour tout À et tout f~ L’

Preuve. Soit (V~) une résolvante à contraction ; (v~)~,>o la famille des
modules linéaires qui vérifie l’inégalité ~ |  - 03BB|03BD03BB03BD . Fixons 
et considérons pour 0  ~.  2~c, les opérateurs W~ définis par :

Alors :

1 ) ~. E ]o, 2~[ !)AW~~1 1
2) Wi est positif pour tout À E ]0, ~c]
3) W~ = v~
4) W~, _ (~,’ - pour tous ~,’ E ]o, 2~u[ .

Ceci résulte de la caractérisation de W~ par la formule

soit W 03BB = 1 ) [(I - (  - 03BB)03BD )-1 - I] et d’un calcul simple.

5) Soit 03BB fixé et ’ ~  ~ 03BB. On tire 03BD ’ _ ( ’ - l’inéga-

lité 03BD’   W ’, et puisque W ’03BB = 03A3 (  - 03BB)n(W ’ )n+1 finalement :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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6) On pose alors, pour .rE L+ ,

Il est facile de voir que ceci définit un opérateur positif additif et posi-
tivement homogène sur L~ , qui forme une résolvante majorant puisque

7) Enfin, si RA est une résolvante sous-markovienne majorant V~ alors,

pour tout A > 0, R~ >_ VA et puisque RA vérifie RA = (~c > ~),

On sait d’autre part que si Pt est un semi-groupe à contraction (Co)
et (R~) sa résolvante, alors P, est positif si et seulement si RA est positive.
En effet, on a [4] :

Dans ce cas, les deux constructions sont équivalentes :

PROPOSITION. - Soient un semi-groupe à contraction (Co),
(S,) le plus petit semi-groupe positif le majorant ; soient d’autre part (V~)
la résolvante de (T,), (W~) la majorante de (V~). Alors W~ est la résolvante
de (S,).

Preuve. Soient (R~) la résolvante de (St) et p e L+ :

d’où R~p >_ W~p. Inversement, V~ étant la résolvante du semi-groupe Tt ,
on a lim f pour toute f de Li, et donc lim 03BBW03BBf = f. D’après le

théorème de Hille-Yosida, W03BB est la résolvante d’un semi-groupe positif Pt
et l’on a, pour toute fonction p de L~ :

Mais pour tout À > 0,

Vol. X, n° 4 - 1974.



378 C. KIPNIS

Et, quitte à extraire une sous-suite, on voit par passage à la limite que
.

S, étant minimal, par intégration on a, pe L) :

III. APPLICATIONS

A. Théorème ergodique quotient.

Soit (T,) un semi-groupe Co d’opérateurs de L1. L’application t -~ 

de !R+ dans U étant continue, on sait définir l’intégrale de Bochner [11]

notée qui est un élément de l’espace de Banach Ll et vérifie les

propriétés usuelles de l’intégrale. Dans ce cas un théorème de Dunford
et Schwartz [7] montre qu’il existe une « bonne version » de c’est-à-dire

une fonction G : (~ x SZ --~ C mesurable qui vérifie

1 ) pour tout t de (R+, G(t, . ) = Ttf dans Ll

2) pour presque tout cv de Q, la fonction t --~ G(t, cv) est intégrable
sur tout intervalle [0, T]

T T
3) cc~ --~ est un représentant de Jo 
Désormais, il sera entendu que, lorsque nous étudierons la conver-

gence d’une expression du type / /r psd.s, nous prendrons le repré-
sentant déterminé par les « bonnes versions » respectives de et ps .

Ces représentations particulières ont des propriétés de continuité qui

permettent de "vérifier que des ensembles du type psds > 0 j sont
mesurables ’ ° 

Par ailleurs, il est facile de montrer que pour un semi-groupe (T~) de
contractions positives continu à l’origine on a pour toute fonction posi-

tive p (u0 Tspds > 0 ) B =) (p > 0). On vérifie alors aisément que l’espace
se décompose en deux parties C et D, respectivement partie conservative

et dissipative sous le semi-groupe, et que Jo Tsp est finie p. s. sur D et
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infinie p. s. sur C. On vérifie aussi que si C~ désigne la partie conservative
sous l’opérateur T,, alors C = C, pour tout réel t.

Rappelons que l’on dit qu’un ensemble A est invariant sous le semi-

groupe T, si pour tout t, (A)) ce L1 (A) : dans le cas d’un semi-groupe
positif, C est invariant et les sous-ensembles de C invariants forment une
sous-tribu ~/ de la tribu des sous-ensembles mesurables de C. Les proprié-
tés caractérisant les fonctions invariantes sous le semi-groupe dual de T,
noté T* comme les fonctions dont la restriction à C est 1-mesurable sont
encore valables. Dans le cas où T, est non positif, nous notons Sr son majo-
rant, et C la partie conservative de St . Dans ces conditions on voit que la
démonstration de Brunel-Akcoglu s’adapte au cas continu, quitte à remar-
quer que l’on a (puisque C, = C pour tout t) :

LEMME. - Si h E L~ et si pour tout t, T*h = h, alors on a St 1 h _ ~ h I
sur C. Et par conséquent nous en tirons le :

THÉORÈME DE REPRÉSENTATION. - Soit (Tt) un semi-groupe de contrac-
tion de L~ , (St) le semi-groupe positif associé, ~ la tribu des invariants.
Alors il existe r et tels que :

1) 1 S = 1 p. s. sur r et pour tout réel t et toute fonction .f ~ de Ll(r),
Tti’ = désigne le complexe conjugué de s).

2) Si A = CBr et A est le générateur infinitésimal de T,, A(D(A) n LI (r))
est dense dans Ll(A).

3) La partition C = r + A.

4) r possède les propriétés de s si et seulement si il existe une fonction 1

de = 1 vérifient, pour tout t, Si = 1 p. s. sur r et telle que r = .sl.

Preuve. - Le seul point à démontrer est 2).
Soit L une forme linéaire continue sur qui s’annule sur

A(D(A) n Ll(A)). Par Hahn-Banach, cette forme linéaire s’étend en une
forme linéaire continue sur Ll, notée encore L. Soit h E telle que

L(/) = f, h im - On a donc pour toute f de D(A) n L1(0394), Af, h~ = 0.
Posons, .f~ et h étant fixés, u(t) Puisque .fED(A)n L~(A),
TJe D(A) n Ll(A) pour tout s et donc u’(.s) = ( ATsf, h ) = 0. La fonc-
tion u(s) est donc constante et égale à ~ .f, h ~. Par densité de D(A) on a
donc, pour toute fonction f de Ll (A),  . f,  h ) = ~.f; h ). En
conséquence on a Tth = h et, par construction de r comme le plus grand
ensemble invariant sur lequel il y a une solution non triviale à cette question,
h = 0, cf. [2].
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380 C. KIPNIS

On en tire alors, en suivant Akcoglu et Brunel, le :

THÉORÈME. - Soit (T,) un semi-groupe (Co) de contractions de LÉ ,
et soit (pS) une famille admissible. Alors, si LB

sur l’ensemble

Et de la démonstration de ce théorème, on déduit :

THÉORÈME (IDENTIFICATION). - Soit s e L~ servant à la représentation

de (T,). Alors, si .f’E U et A sTtfdm existe ; si p E L+ est stric-

tement positive, sD(, f; p) est .% -mesurable et, pour tout ensemble A de J :

B. Théorème ergodique local.

Soit Tt un semi-groupe de contraction de Ll, continu sur R+ . Dans le
cas où le semi-groupe est positif Krengel [9] a démontré un théorème
ergodique local. Nous démontrons ici son analogue non positif. Pour
cela nous aurons besoin du lemme maximal suivant :

LEMME. - Soit (St) un semi-groupe de contractions positives fortement

continu, alors si Ej = (t0 Sufdu > 0) , .f vérifie Ef So f ~ 0.
Démon.stration. C’est une conséquence du lemme discret si on remarque

que, puisque nous ne considérons que les « bonnes versions » de nous

avons l’égalité :

et que, par hypothèse, - t0 Ssfds ~ S0f dans la topologie de Ll.t o
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THÉORÈME ERGODIQUE LOCAL. - Soient un semi-groupe de

contractions de LI, alors, pour toute fonction / e Ll,

- 

"" T

Preuve. 2014 Soit p~L1+ strictement positive sur X, et soit h = 

Il est facile de montrer que 
°

grâce à l’intégrabilité .B- par x.

D’autre part, il est clair que S, majorant T, , on peut supposer que
(h > 0) = X. Dans ces conditions le théorème est équivalent à prouver que

r
Ce résultat est évident pour les fonctions du type qui sont denses

1 /*! JO

dans To(L1), puisque - Tsfds tend dans L1 vers To f1 Puisquea o

il suffit de montrer que les fonctions ayant une limite forment un ensemble

fermé dans Ll. Ceci résulte du lemme ergodique maximal. Prenons, / et h
étant fixées, une suite .ln vérifiant

-ln tend vers T0f dans Li et presque sûrement  
To J;, _ .f;, et la limite, lorsque t tend vers 0, de - existe

presque sûrement. 
t 0

Alors, pour tout n, on a :

Vol. X, n° 4 - 1974.



382 C. KIPNIS

Posons, pour tout ensemble A-mesurable, = Du lemme maxi-
mal nous tirons pour le premier terme : ~

Par hypothèse, le second terme est presque sûrement vide et le troisième
terme donne, puisque To est une contraction,

C. Théorème ergodique local de type abélien.

Soit (V~,)~ ~ o une résolvante à contractions sur Li, nous supposerons
que cette résolvante est (L~), c’est-à-dire vérifie ~ 2014 lim ~,V~ = Id quand
À tend vers l’infini. Si nous notons W~ la résolvante positive associée à V~ ,
W~ est aussi (L~). Du fait de l’analyticité de la fonction à valeur Ll : ~, --> 
il existe pour toute fonction _ f une représentation F(~,, x) avec les propriétés

a. Pour tout ~,, F(A, x) = 
b. Pour tout x, la fonction À - F(A, x) est continue de (~* dans C.

Nous nous occupons désormais de la convergence quand À tend vers
l’infini des expressions ÀF(À, x) que nous notons abusivement ~.V~, f’(x).

Nous aurons besoin dû théorème ergodique maximal dû à Moko-
bodzki [11] ] [12] dans un cadre légèrement différent.

THÉORÈME. - Soit V~ une résolvante sous-markovienne, p une fonction
strictement positive vérifiant ~,V~p  p, alors pour toute fonction positive ~p
on a : ° 1 nx 

Enfin nous ferons l’hypothèse d’irréductibilité suivante : si p est élément
de L+ , alors Wop = 0 équivaut à p = 0.

THÉORÈME. - Soit V A une résolvante à contraction vérifiant les hypo-
thèses précédentes : pour toute fonction f de Ll on a presque sûrement,
quand À tend vers l’infini, lim ~,V~, f ~(x) = f (x).

Preuve. - Si f = V oq, alors l’équation résolvante s’écrit

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



383MAJORATION DES SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS DE L 1 ET APPLICATIONS

Mais W~ vérifie V~q (  W~ ~ q ( et lim = 0 presque sûrement

puisque la fonction À - ( est décroissante. La limite existe donc

presque partout, et lim = Voq.
Si f = V;.q, on applique le même raisonnement à la résolvante définie

par V~ = V~+~ pour ~ > 0.
Soit maintenant f quelconque de Li, par l’hypothèse il existe

une suite 03BBn telle que fn = 03BBnV03BBnf tende vers f dans L1 et presque
sûrement. Soit p une fonction strictement positive de L~ vérifiant ~,W ~,p  p
(il suffit de prendre Woq pour q de L+ , strictement positive). Posons
pour tout e > 0 :

Des inégalités lim ( ~,V ~f ’-, f ~  lim ( ~,V~( f - f") ~ + lim ~,V~ f" - fn ~ + I
et ~,V~( f -  ÀW 11 f - f" ~ , , nous tirons pour tout entier n :

Par le choix lim m ~ f - fn I > E p - 0 et grâce au théorème de
Mokobodzki, si on pose :~ 3 

et donc en passant à la limite Wo(p . = 0, soit par irréductibilité

E( f, E) _ ~.
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