ANNALES DE L’I. H. P., SECTION B

PHAM-PHU-HIEN

Mesure asymptotique définie par une fonction a valeurs
dans Rn ou dans un espace vectoriel topologique

Annales de I'l. H. P, section B, tome 11,n°1 (1975), p. 23-107
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1975__11_1_23 0>

© Gauthier-Villars, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de 1'l. H. P, section B »
(http://www.elsevier.com/locate/anihpb) implique 1’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1975__11_1_23_0
http://www.elsevier.com/locate/anihpb
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section B :

Vol. XI, n° 1, 1975, p. 23-107. Calcul des Probabilités et Statistique.

Mesure asymptotique
définie par une fonction a valeurs dans R"
ou dans un espace vectoriel topologique (*)

par

PHAM-PHU-HIEN

RESUME. — On étudie les applications sur R qui définissent une mesure
asymptotique (mes. as.) sur Iespace ou elles prennent leurs valeurs (R", ou
e. v. t. Ic E, qui peut étre un espace de fonctions ou de distributions). La
mes. as. est la limite pour T tendant vers 'infini (si elle existe) de la mesure pi,
image, par I'application, de la mesure normalisée de Lebesgue de [— T, T].

Problémes étudiés: conditions d’existence de la mes. as. et propriétés
de celle-ci en relation avec celles de la fonction (comportement « a P'infini »;
fonction presque périodique ou faiblement presque périodique ; fonction
pseudo-aléatoire, ...); construction de fonctions ayant une mes. as. donnée ;
théorémes de convergence pour les mes. as. de certaines classes de fonc-
tions dépendant d’un paramétre, etc. Lorsqu’il n’existe pas de mes. as.,
on étudie les propriétés de compacité de la famille des mesures pp associée
a l'application. On étudie sur I'espace des fonctions réelles sur R vérifiant
une condition .#,, une topologie bien adaptée a I’étude des mes. as.

" Les méthodes sont différentes, suivant que I'application est a valeurs
dans R", ou dans un e. v. t. Ic E; dans le second cas, on étudie la notion de
mes. as. cylindrique.

Lorsque l'application étudiée est celle qui, & 7€ R, associe le trans-
laté fr d’'un élément f d’un espace de fonctions E, on arrive a une caracté-
risation des éléments f tels que l'application précédente définisse une
mes. as. sur E. On en déduit en particulier la structure algébrique de I'en-
semble de ces éléments.

(*) Cet article constitue I'essentiel d’une thése présentée a la Faculté des Sciences de
Paris en juin 1972.
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24 PHAM-PHU-HIEN

INTRODUCTION

Le point de départ de ce travail est le désir de comprendre et de clarifier
la notion de mesure limite, quand T — oo, de la mesure définie sur R
par la répartition des valeurs prises par une fonction réelle f(t) lorsque ¢
varie dans l'intervalle X; = [— T, T]; autrement dit, si u; désigne la mesure
image de la restriction normalisée de la mesure de Lebesgue a Xy, par (la
restriction a X; de) 'application mesurable f, 'on s’intéresse a la mesure
limite (en un sens a préciser) u, des pp, lorsque T — oo, si jamais elle
existe ; c’est cette limite qu’on appelle la mesure asymptotique de la fonc-
tion f.

A vrai dire, la notion de mesure asymptotique a depuis longtemps été
utilisée dans bon nombre de travaux entrepris par des ingénieurs et des
physiciens, ou son emploi semble avoir été intéressant, sinon indispen-
sable dans certaines études, mais sans que la question de son existence
ait €té considérée, ni les propriétés qu’on lui suppose mises en question.

La mesure asymptotique a d’autre part attiré la curiosité des mathéma-
ticiens dés les années 1937 ; en une série d’articles au Studia Mathematica,
M. Kac et H. Steinhaus [I] ont posé la définition et étudié les mesures
asymptotiques définies par des fonctions bornées. La notion d’indépendance
(asymptotique) est introduite dés cette époque ; elle permet de transcrire
aux mesures asymptotiques les théorémes du type central limite, ou de
la loi des grands nombres.

Ces études, interrompues en 1939, ont été reprises dans le méme esprit
aprés la guerre, principalement par H. Steinhaus [2] [3], S. Hartman [/].
Il faut citer aussi les travaux de Ph. Hartman, E. R. van Kampen et A. Wint-
ner [/] [2] concernant les mesures asymptotiques des fonctions presque-
périodiques de Bohr.

Notre travail a peu de points communs avec ’ensemble des ceuvres
précédentes ; il ne considére pas les mémes problémes et partant n’utilisent
pas les mémes méthodes. Il a pris naissance d’'une part sur une question
posée par M. J. Bass (a propos du comportement pour les grandes valeurs
de A d’une certaine fonction F,; chap. III, § 3), et d’autre part sur une
étude de M. A. Tortrat [I], ou l'auteur pose la définition d’une mesure
asymptotique, et étudie, en se plagant dans le cadre de I'espace de Besico-
vitch-Marcinkiewicz .#”, le comportement, du point de vue de leurs
mesures asymptotiques, des fonctions presque-périodiques au sens de
Besicovitch.

Dans sa thése sur les opérateurs de moyenne, J. Dhombres [/] a été
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 25

amené également a considérer les propriétés des fonctions presque-pério-
diques de Bohr en relation avec leurs mesures asymptotiques.

Le premier probléme qui nous occupe est I’existence de la mesure asymp-
totique, dans le cas d’une fonction mesurable quelconque f(t) définie
sur R et a valeurs réelles. Lorsque f vérifie une condition (#,) qui limite
sa croissance a l'infini, on raméne I'existence de la mesure asymptotique
a celle des moyennes (par rapport a t) M(e*/™) (s parcourant les nombres
réels) ; une autre condition suffisante pour que u existe est I’existence
de toutes les moyennes M(f?) (p entier > 1), qui sont alors égales aux
moments de la mesure yu, et la déterminent.

Dans le cas d'une application F(t) = [f,(¢t), ..., f(t)] de R dans R”,
la mesure asymptotique (sur R") de F existe si et seulement si la fonction
réelle 4, fi(t) + ... + 4,f,(t) a une mesure asymptotique sur R quels que
soient les nombres réels 4,, ..., 4,. Tous les critéres et conditions suffi-
santes précédents (chap. I) s’avérent extrémement utiles par la suite.

Pour I'étude des propriétés des fonctions définies sur R a valeurs dans R"
liées a leurs mesures asymptotiques, le cadre naturel est I'espace fonc-
tionnel .#° (chap. II) des fonctions satisfaisant & la condition (.#,); la
topologie de .#° est définie par une semi-métrique ; I'espace séparé M°
correspondant (qui est de plus quasi normé) est un espace métrique complet
(non localement convexe). Si Fe #° la famille de mesures (u;) qui lui
est associée est relativement compacte pour la topologie étroite des mesures
sur R". Si deux fonctions ont méme classe d’équivalence dans M, les
deux familles de mesures correspondantes coincident ; ainsi, leurs mesures
asymptotiques, si elles existent, coincident. La convergence dans .#°
des fonctions entrainent la convergence (étroite) de leurs mesures asympto-
tiques. Par ailleurs, les espaces .#” de Besicovitch-Marcinkiewicz étudiées
dans Bertrandias [/}, Vo-Khac-Khoan [/}, s’injectent continiiment dans M°.

Dautre part, la convergence dans la semi-métrique de .#° est équi-
valente & une notion de convergence « en mesure asymptotique » (ou
en A-mesure) (chap. II). On étudie une notion de convergence A-presque
sire qui a par rapport a la convergence en A-mesure et 4 la convergence
dans .7, les relations analogues a celles qui ont lieu dans la théorie de
I'intégration.

Le chapitre I1I étudie des classes particuliéres de fonctions réelles ayant
une mesure asymptotique. L'on ne considére pas le cas des fonctions
presque-périodiques, qui est déja beaucoup étudié a ce point de vue.
Par contre, pour toute mesure donnée sur R, on arrive a construire, en uti-
lisant la théorie des suites équiréparties, une fonction ayant pour mesure
asymptotique la mesure donnée (fonction qui se trouve étre en méme temps
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26 PHAM-PHU-HIEN

pesudo-aléatoire au sens de J. Bass [/]). Si on utilise une suite complete-
ment équirépartie, la fonction f précédente a la propriété que pour toute
fonction K sommable sur R, la convoluée f* K a une mesure asympto-
tique ; en désignant par f* la « dilatée » t ~ f(it), on montre que la

mesure asymptotique de F; = \/:1_)‘" * K converge vers la mesure de Gauss
lorsque A — oo.

A partir du chapitre IV, on considére les applications F définies sur R
a valeurs dans un espace vectoriel topologique localement convexe réel
séparé E; si les mesures u; définies par F sur E convergent étroitement
(respectivement : cylindriquement) sur E vers une mesure limite yu (respec-
tivement : une « mesure » cylindrique ), on dit que u est la mesure asymp-
totique (respectivement : mesure cylindrique asymptotique) de F. Les
conditions portant sur I'application F et assurant la relative compacité
séquentielle de la famille de mesures (u;) pour la convergence étroite,
ou pour la convergence cylindrique, sont étudiées. Les propriétés de
concentration scalaire, ou d'étre tendues, des mesures adhérentes sont
examinées. Finalement, la notion de limite de Banach est introduite pour
I'étude de la famille (ug) (chap. IV).

Le chapitre V étudie le cas ou E est un espace de (classes de) fonctions
réelles ou de distributions définies sur R, invariant par les transla-
tions 7, (h€ R); un élément fe E admet une mesure asymptotique sur E,
si C’est I'application F(h) = 1,/ qui en admet une au sens général. Le cas
des éléments faiblement ou fortement presque-périodiques est particu-
lierement intéressant : les premiéres ont une mesure cylindrique asympto-
tique, les secondes une mesure asymptotique de Radon sur E. Ainsi, les
fonctions pseudo-aléatoires admettent en tant quéléments .#P-faiblement
presque-périodiques une mesure asymptotique cylindrique sur I'espace .#".
Le cas des distributions presque-périodiques au sens de L. Schwartz [3]
est étudié ; en particulier, on considére les relations entre I'indépendance
(asymptotique) de deux distributions p. p. et les positions relatives de leurs
spectres.

Dans le cas ou I'espace de (classes de) fonctions E est un Banach dans
lequel chaque translation 7,f (heR) est une isométrie (chap. VI), on
arrive a caractériser, parmi les éléments f pour lesquels 7, f Py f, ceux

qui ont une mesure asymptotique sur E : il faut et il suffit qu’il existe un
compact K de E tel que

T
xx(z, f)dt > 0 (condition Cy).
T

1
li —
im sup T J
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 27

La démonstration utilise d’une part les résultats classiques sur les sys-
témes dynamiques dans les espaces polonais, dus a Krylov-Bogolyubov [/},
Oxtoby et Ulam [/], et & Fomin [/], d’autre part de résultats récents sur
les mesures dans les espaces topologiques généraux du type de ceux obtenus
par Dudley [/}, Topsge [/].

Cette caractérisation a de nombreuses applications ; en particulier,
elle permet de montrer que I'ensemble des éléments f de E ayant une
mesure asymptotique sur E est un espace de Banach, qui est une algebre
de Banach dans le cas ou E en est une. La condition (Cy) est équivalente
a une condition plus forte : Ve > 0, il existe un compact K, de E tel que :

T
lim sup 511—. . w(t St =1 —¢
qui est une généralisation de la condition de définition d'un élément f
presque-périodique de E, a savoir que la famille (z, f, t € R) est relativement
compacte dans E.

Finalement, le chapitre VII étudie une méthode générale permettant
de démontrer, a4 partir de résultats connus sur le processus aléatoires
stationnaires (par exemple : le théoréme de convergence vers le mouve-
ment brownien), des résultats paralléles sur les mesures asymptotiques.

*
* X

L'ensemble de ces travaux ont fait I'objet de plusieurs notes aux Comptes
Rendus a I’ Académie des Sciences (Pham Phu Hien [I] [5]).

CHAPITRE 1

FONCTIONS
ADMETTANT UNE MESURE ASYMPTOTIQUE.
CAS DES FONCTIONS A VALEURS DANS R’

1. Fonctions définissant une mesure asymptotique.

Soit F une application du groupe additif G des nombres réels, dans un
espace topologique séparé E, mesurable pour les tribus boréliennes respec-
tives de G et de E.

DEFINITION . — On dira que F admet une mesure asymptotique sur E
si, pour tout élément H de I'espace %,(E) des fonctions continues et bornées
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28 PHAM-PHU-HIEN

(réelles) sur E, la fonction Ho F est moyennable, c'est-a-dire que la limite

T

lim L H[F(r)]dt = M(H - F) 0
T

T-x 2T J_

existe, et si cette limite s’écrit comme une intégrale

MH - F) = L H(x)uf(dx) )

ou uF est une mesure de probabilité sur E. uF sera appelée mesure asympto-
tique (mes. as.) de F.

En fait, lorsque la limite (1) existe pour tout He %,(E), elle s’écrit auto-
matiquement sous la forme d’une intégrale (2). Ce résultat est démontré

dans A. Tortrat [I] ; nous le reprenons ici sous la forme du théoréme
suivant.

NoTATION. — Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire,
G désignera le groupe additif des nombres réels ; u% désignera la mesure
image de la mesure normalisée de Lebesgue sur X;=[-T,T), par la

restriction 4 Xy) de I'application F; uf est la mesure définie sur E par la
formule

1 ,

I H(x)ui(dx) = — J H[F()ldt,  He%,E).
E } 2T X1

THEOREME 1. — Soit F une application Borel-mesurable de G dans

I'espace topologique E. Si la limite (1) existe pour tout H e 4,(E), alors

cette limite est représentable par I'intégrale (2) de H par rapport a une
mesure de probabilité uF sur E.

Démonstration. — Supposons que pour une suite T, —» oo, la limite
1 [T

lim — H[F(t))dt 3

Jim = |, HIF@) 3)

existe pour tout He %,(E); nous allons démontrer qualors la limite (3)
est représentable par une intégrale

J H(x)u(dx)
E

ou u est une mesure de probabilité sur E. Il est clair que le théoréme en
découlera. Or, la limite (3) est aussi égale a

Jim J H(x)dpr, (x) ;
E
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 29

d’aprés le théoréme d’Alexandrov-Lecam (voir A. Tortrat [2], cette
limite est égale a l'intégrale de H par rapport & une mesure positive
"unique u sur E. Pour voir que cest une mesure de probabilité il suffit de
faire H(x) = 1 dans (3).

Nous allons, dans le reste de ce chapitre, nous limiter d’abord au cas
ou E est le groupe additif R (k entier > 1).< .,. ) désignera le produit
de dualité entre le groupe R* et son groupe dual.

DEFINITION 2. — On dira que I'application F appartient 3 .#°G; R¥), si
la condition suivante est vérifiée :

N 1
An_g; llrp_’sggpﬁ mes XN {||F()||>A}]1=0

ou « mes » désigne la mesure de Lebesgue de R, || || désigne une norme
de RY, et ou {||F(1)|| > A} désigne le sous-ensemble de R:

{teR:||F()||>A}.

THEOREME 2. — Soit F € #°%G ; R¥). Alors F admet une mesure asympto-
tique sur R* si et seulement si pour tout se R¥ la fonction t - ¢¢sF®
est moyennable.

Démonstration. — La condition est nécessaire par définition. Démontrons
quelle est suffisante.
Prenons pour H(x) la fonction

x = (xla el xk) N ei(s.x,+...+skxk) = ei(s,x)
ou N
s=(sg, -.., ;) Rx.

L’hypothése entraine que la fonction caractéristique de la mesure uf
converge, en tous points de R% quand T — 20, vers une limite ¢f(s). Si
la fonction ¢@F est continue a 'origine, alors la proposition est démontrée,
puisqu’en appliquant le « théoréme de continuit¢ » de Paul Lévy, on
aura alors le résultat suivant : @f est la fonction caractéristique d’une
mesure de probabilité uF sur R¥, telle que uf converge étroitement vers uF,
C’est-a-dire que pour tout He €,(R*), on a :

Iimj Hdp$=J HduF
T—x IRk IRk

1
Le premier membre n'étant autre que T f H o Fdt, on voit que le
second membre est égal a M(H - F). Xr
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30 PHAM-PHU-HIEN

Nous allons déduire la continuité de ¢ de la condition F e #°%G ; R¥).

j ei<s,F(r)> —1
X1

1
<2 lirp_’sgpﬁ mes Xy N {IF@0) |l > A}] +1Is]l A,

dt

1 .
| (DF(S)— l|= —ll-l_fn ﬁ J (el<s.F(l)) — l)d[
Y Xt

1
<li —
im sup >

pour tout A > 0. (On a utilis¢ les inégalités : |e™ — 1| < |u],
[<s,x>|<|Isll |lx]|l, et une décomposition de I'ensemble X; en
deux morceaux). Pour tout ¢ > 0, le premier terme du deuxiéme membre
est { &/2 pour A > A(e). Prenant par exemple A = A(g), le deuxiéme terme

est majoré par ¢/2 pour ||s|| < , €t pour ces s on a :

1
2A(¢)
lof(s) — 1] <e
Donc, la fonction ¢F est continue a I'origine de R Le théoréme est

démontré.

COROLLAIRE 1. — Soit F(t) = [f(t), ..., fi(t)] une application mesurable
de G dans R Si Fe.#%G ; R¥), alors une condition nécessaire et suffi-
sante pour que F admette une mes. as. sur R¥ est que pour tout

s =(sy, ..., 5 € R¥ la fonction réelle t ~» s, f,(t) + ... + s, f,(t) admette
une mes. as. sur R

Démonstration. — Tout dabord, il est clair que pour tout s = (sy, ..., s)
fixé dans R, la fonction t ~» s, f;(t) + ... + s, f;(t) est dans #°G ; R!)
dés que Fe #%G ; R¥); en effet, on a I'inclusion suivante pour tout A >0 :

Usih®+ .. + 501> A} > {(max |sDIIF0] > A}

puisque |5, fi(0) + ... + s i) < (max [s; ) (1 AO]+ ... + [ AO]).

k
Donc, par le théoréme 2, la fonction t ~» ZSi fi(t) admet une mes. as.
=1 )

k
. .y s (0
sur R! si et seulement si pour tout réel u, la fonction t ~» ¢ = est

moyennable ; or, la derniére fonction est égale a

oI UEF®) E=0(51 .-, )

Une deuxiéme application du théoréme 2 a la fonction F donne I’équi-
valence entre la condition * ¢/**F"> moyennable Yue R!, Ve R* et la
condition : F admet une mes. as. sur R
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 31

COROLLAIRE 2. — Soit F(t) = [f,(t), .. ., f,(t)] une fonction bornée de G
dans R* Si les moyennes M { f2'(t) ... fZi(t) } existent, VI < i<k,
Vk;e {1, ...,k}, Vp; entier > 1, alors F admet une mes. as. u* qui est
déterminée par ces moyennes.

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme 2.

2. Etude des moments des mesures asymptotiques.

Considérons maintenant le cas ot k = 1, et une application f de G dans R,
ayant une mes. as. g/ sur R. On se propose d’étudier les moments de la
mesure p’.

Rappelons que I'espace #P(G; R) des (classes de) fonctions définies
sur G a valeurs dans R, est défini par les conditions : f est de p-iéme puis-
sance | f(t)|? localement intégrable, et '

1
P.=li — 1) |Pdt < c©
11 1les =lit_sup — L | /@)1

(Bertrandias [/]).

Il est facile de voir que .#” = .#° pour tout p > 0.

Remarquons enfin que si fe #%(G; R), alors il existe une constante
finie K(f) telle que la majoration suivante ait lieu pour tout T > 1 (par

exemple) :
T

1
T, | f(0) IPdr < K(f).

THEOREME 3. — Si fe #?(G; R) (pour un p > 0), alors la famille de
mesures (uf, T > 0) est séquentiellement relativement compacte pour la
convergence étroite ; de plus, pour chacune des mesures p adhérentes a
cette famille, de la forme y = limite étroite de u;, (T, — o0), le moment
d’ordre p existe, et 'on a

. 1 .
J;!xd,u(x)='!1_'11010 5T LT"[f(t)]dt O0<r<p

1
I | x ["du(x) = lim J | f()|dt 0<r<p.
R n-o 2T X1n

Démonstration. — Soit (L;) une suite — oo, et soit u; = u{ . D’aprés
(Loeve [I]), on peut en extraire une sous-suite (uy,) convergeant étroi-
tement vers une mesure limite p dés que la condition suivante est
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32 PHAM-PHU-HIEN

réalisée : le moment absolu d’ordre p des mesures y; reste borné quand j
varie. Or, l'on a

1 :
L | x Pdpfx) = T LLj | f(e) [Pdt < K(f)

pour tous les L; > 1. D’aprés la méme référence, on a alors les relations
suivantes pour tout ro, < p :

f x"dp(x) = lim J x"dpz (x), O0<r<ryo<p
R R

f | x [dp(x) = lim j |xPdur,(x),  O<r<ro<p.
R R

Nous allons démontrer un résultat analogue concernant les moments
des mesures asymptotiques sur R¥. Pour fixer les idées, nous allons énoncer
le résultat dans un cas particulier.

THEOREME 4. — Soit fe #*G; R), ge#*G; R). Si la fonction
F(t) = [f(1), g(t)] admet une mes. as. u sur R, alors le moment « croisé »
d’ordre 2 de u existe, et I'on a :

o1 .
jLz xydp(x, y) = lim 7T LT f(o)g(n)ar.

La démonstration est donnée dans 'appendice 1.

L’existence des moyennes temporelles de tous ordres pour f(t), dans
certains cas plus généraux que celui ou f(z) est bornée (cas du corollaire 2),
est encore suffisante pour que f admette une mes. as.

THEOREME 5. — Supposons que la fonction f(t) ait toutes ses puissances
entiéres positives p > p, moyennables : m, = M { (f (1))’ } existe Vp entier,
p = po > | (ou p, est un nombre quelconque > 1). Alors f(t) admet une
mes. as. si la suite (m,) vérifie un critére d’unicité pour la mesure dont
elle est la suite des moments.

La démonstration est donnée dans I'appendice I.

Dans certains autres cas, sous I'hypothése d’existence de moyennes
temporelles de tous ordres pour f, il est possible de décider, sur la crois-
sance de la fonction f elle-méme, si I'on est dans un cas d’unicité.

THEOREME 6. — Soit f(t) une fonction réelle borélienne ayant les pro-
priétés suivantes :
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R” 33
a) il existe un r > 0 tel que
: ! rlfwl
lim sup — eVt < 0
T-< 2T Xt

b) les moyennes temporelles M(f?) = m” existent Vp entier > 0. Alors f
admet une mes. as. #/, qui est déterminée par la suite (m,).
La démonstration se trouve dans I'appendice I.

Remarque. — La plupart des notions et résultats de ce chapitre et de la
suite s’étendent au cas o G est un groupe topologique abélien localement
compact, et g-compact (Hewitt et Ross [/]); la famille des intervalles Xy
est alors remplacée par une famille (Q) (jeJ) de compacts recouvrant
le groupe G, et ayant, relativement a la mesure de Haar de G, des pro-
priétés analogues a celles des intervalles X; (la o-compacité de G assure
I'existence d’une telle famille (Q;). Un exemple en est donné par
G = R"J = R"), avec Q; = le cube centré a I'origine, de coté 2j, ou la
sphére de méme centre et de rayon j.

Certaines notions et résultats s’étendent aussi au cas oi G est un semi-
groupe du type R, ou N.

CHAPITRE 11

L’ESPACE QUASI-NORME .#°
ET LA CONVERGENCE EN MESURE ASYMPTOTIQUE

1. La quasi-norme g et Pespace .#°.

Nous allons construire sur I'ensemble des fonctions mesurables sur R,
a valeurs réelles, une métrique bien adaptée a Iétude des fonctions du
point de vue de leurs mesures asymptotiques. Pour toute fonction mesu-
rable f, posons d’abord

L[ o) o
‘“(f)“zTL,lﬂfmld’ Xr=[=T.T)

« a(/) = lim Sup gs(/).
La quantité g(f) a la propriété suivante :
@) q(f + &) < q(f) + 4(g).
Cette inégalité provient de I'inégalité classique g-(f + g) < q{(f) + q{(8)
(i1) q(—= 1) = q(f),
(i) si g(f;) - 0, on a g(af;)) — 0, VaeR.
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34 PHAM-PHU-HIEN

Pour démontrer la propriété (iii), nous allons introduire une notion
de convergence en mesure asymptotique, et montrer que la convergence

pour la métrique d(f, g) = q(f — g) est équivalente a cette convergence
en mesure.

Pour tout ensemble mesurable I de R, posons
1
Al = lit%l_.sgp 7T mes [X; N 1]

() est une fonction d’ensembles & valeurs comprises entre 0 et 1, et
croissante.

DEFINITION. — On dira que f; = f en A-mesure (ou en mesure asympto-
tique) si :
taue) s W L=11>8)) = 0. V¥5>0
ou {| f;—f|>d} désigne I'ensemble {reR:| ;O —=ft)>8}.

THEOREME 1. — g( f)) =2 Osietseulementsi,Vé6>0,A({| f;|>6}) Prrd 0. -

1
Démonstration. — Posons pour simplifier Ay(I) = T mes { X; N1},

pour toute partie mesurable I de R. On se sert des inégalités suivantes :
pour tout

é
1+6 1+6

qui sont classiques pour la quasi-norme g, définie sur [Iespace

mesuré (Xy, Ar) (Yosida [1]). En prenant les liql sup des trois mem-
. hndie o}

bres, on obtient :

é
140
a) La premicre inégalité donne : g(f)) — O entraine A({| f;| >5})— 0

pour tout § > 0.
b) La deuxiéme inégalité donne :
<A 1> 6+ s,
ce qui montre que si li§n M{l f;l>d})=0,Vé>0, alors }L‘E, q(f)=0.

ML 1>} <qd ) <A{Ifl>6})+

M{1f1>6})

o
/’-({lfl>5})<q(f)<l({lf|>5})+m1({|f|<5})

COROLLAIRE. — On a la propriété (iii) énoncée précédemment. En effet

qf) - 0 = A{lfil>6}) > 0, V6 >0
< A{lal || f;l>¢e}) >0, Ve>0
< q(of}) - 0
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANs R" 35

ces équivalences étant valables si a # 0. Pour le cas a = 0, la démonstra-
tion est évidente.
(iv) Considérons une fonction fe .#°(R; R), c’est-a-dire mesurable et

vérifiant la condition
lim A{If1>A})=0.

Alors g(a,f) — 0 dés que a, — 0. En effet
1

ar(%,f) < |0 | T

J | f1dt+ M[{1f]>A}],
Xrolls1<A)

d’ou
g f) <lo A+ A{|f|1>A})

On choisit d’abord A pour que A({| f|>A}) < % ; puis, A étant ainsi

choisi, on prend n assez grand pour que |a,|A < E.AinSi, q(a,f) = 0
quand n — oo. 2

On peut résumer les quatre propriétés de la fonction g(f) dans le théo-
réme suivant.

Considérons I'espace vectoriel quotient M° = MOIN, ou

N ={fed:qf)=0};

pour tout élément fe M, dont f est un représentant, on peut définir g N
sans ambiguité comme étant la quantité g(f); les propriétés précédentes
de ¢ montrent alors que sur M°, g est une quasi-norme (Yosida [/]).

THEOREME 2. — Sur Despace vectoriel quotient M = .#°/4", ou
N ={ feH°:q(f) =0}, q définit une quasi-norme, qui fait de M° un
espace vectoriel topologique (non localement convexe).

THEOREME 3. — L’espace (M, d) est un espace métrique complet.

Démonstration. — On s’inspire de la démonstration de J. Marcin-
kiewicz [/] de la complétude de I’espace #°. Soit (f,) une suite de Cauchy
d’éléments de (M?, d). On peut en extraire une sous-suite (f,, = g;) telle
que :

1
Aqgi+1 — &) =q(fo,, —Su) < 71

On peut choisir une suite de nombres positifs (T)) telle que

Tivy > 2T,
et que : 1
e Sup qp(8i+1 — &) < 5
R>T; 2
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36 PHAM-PHU-HIEN
Considérons la fonction f définie par :

0 si teXy, =[-T,,T
f(t)={ 1 eXy, =1 c1 1]
g si teXy, nXg,
(en désignant encore par g; n’importe quel représentant de I'élément g;
de M9
On démontre alors comme dans J. Marcinkiewicz [I] que :

1
qf -8 <z 53
Par suite, on a :

af =) < tymm i<
ce qui montre que la suite ( f,) converge vers la classe d’équivalence de f
dans l'espace (M?, d).

2. La famille de mesures ¥{f) associée 2 une fonction fe.#°.

Soit f une fonction appartenant a .#° = .#°R; R). On lui associe la
famille (4{) des mesures de probabilité sur R, image par f de la mesure Ay
sur X;. De toute suite L, — oo, on peut extraire, par le procédé diagonal,
une sous-suite T, — oo telle que pour tout se R,

1 .
lim ST dt
vox 2T\V XTv

existe, la limite étant une fonction continue de s grace au fait que fe .#°;la
démonstration de la continuité de cette limite a été donnée dans celle du
théoréme 2.

Par le théoréme de P. Lévy, les mesures (uf,) convergent étroitement
vers une mesure de probabilité limite .

On désignera par ¥'(f) lensemble de toutes les mesures ainsi « extraites »
de la famille (4f). On se propose de démontrer la propriété suivante de la
quasi-norme q relativement a la famille ¥,

THEOREME 4. — Soient f et g deux éléments de .#°, vérifiant la condition
q(f — g) = 0. Alors ¥(f) coincide avec ¥7(g).

Démonstration. — Soient T, une suite qui tend vers I'co, pf_ et p§ les
mesures foly et goldr, @f, et ¢% leurs fonctions caractéristiques. Il
s'agit de montrer que ces deux suites ont exactement les mémes lois limites
(si elles existent), ou, dans la terminologie de Loeve [/], que v, < 1,
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 37

Une condition suffisante est que : ¢f — ¢%, —5 0 (simplement).
Or, pour tout é > 0, décomposons X en '
Xp=Xen{lf—gl>d})+Xn{lf—gl<d}).

Soit he €(R) (h fonction continue et bornée); on a :

j hdpf — jhdy%: f (hof—hog)diy
X1

= J (hof—hog)dir + J (hof—hog)
Xtn{lf—gl<d) Xrnilf—gl<d)
=1,(T, 8) + Iy(T, d). -

En prenant h(x) = ¢**, on obtient :
lhof —hog|<|s||f—gl et [hof —hog| <2
D’ou
lIZ(Tsé)Isislé’ VT
IT(T, 9| < 2A(({|f—gl>3d}).

On voit donc que si g(f — g) = 0, alors, quand T, — oo, @4 (s) — ¢%,(5)
tend vers 0 en tout point s, d'ou, si de (uf,) on peut extraire une sous-
suite (puf ) convergeant vers une loi limite %, pour la méme sous-suite,
(1% ) converge vers &, et réciproquement, ce qui montre que ¥(f) = ¥(g).

Remarque. — En fait, on a montré que :

o) q(f — g) =0 = lim sup | pf(s) — ¢f(s)| =0,  VseR

p) pour tout 6 > 0,

lim sup | of(s) — @4(s) | < 516 + 2({1 f— gl > 6}).

COROLLAIRE. — (i) Si f,ge.#°,si { a une mes. as. u/ sur R, et siq( f—g)=0,
alors g admet une mes. as. uf et pf = u/.
(ii) Si pour tout n, f,e.#° a une mes. as. u', et si g(f —f,) — O,

n—x

alors f admet une mes. as. u/ = ,!‘_.“; uln,

Démonstration. — Démontrons (ii). L'inégalité (f), réécrite avec f, et f
lim sup | @f(s) = @f(s) | <1518 + 24 {I f, = 1> 6})

montre que si la suite ¢/"(s) = Tlim @47(s), (limite qui existe car f, admet
hnde o}

une mes. as.) est convergente pour n — 00, alors la lim @4(s) existe aussi
(puisque le dernier terme du second membre tend vers 0 quand n —» o
et que 6 > 0 est arbitraire).

Vol. XI, n° 1-1975.



38 : PHAM-PHU-HIEN

Il suffit donc de montrer que (¢’ (s)) est une suite de Cauchy pour tout s
fixé.

On a qfy —fp) 5=, 0 donc A({| f, = /1 >8}) -~ 0 (dapres le
théoréme 1), donc en utilisant I'inégalité (B), écrite pour f, et fpona:
Jim {lim sup | @f7(s) — @f7(s)] = 0

d’ou .
¢7"(s) = @77(s) = lim (of"(s) — @f*(s) — 0.

3. Relations entre différentes notions de convergence.

Revenons maintenant a la fonction densemble 4, et a la convergence
en A-mesure.
a) PROPRIETES DE LA FONCTION D’ENSEMBLE A

(i) Sous o-additivité.

Pour toute suite de parties mesurables (A,) de R, on a

A(QA,) < ZMAH)

n=1
Démonstration. — Remarquons d’abord que pour toute suite R; = R
décroissant vers I'ensemble vide, on a A(R)) ] 0.
En effet, si m est la mesure de Lebesgue de R, on a alors m(R;) | 0, donc

1
s7mXz R L0,

uniformément en T > 0 donc

, 1 .
lim sup T mX;AR)L0 (= o).
x j

Soit alors B = A,;siR, =B - A, on a donc A(R;) | 0; d'autre
\Jpwisi®=n-) ,
part, par sous-additivité de 4,
j
AB) < AR) + ZMA..)
n=1
En faisant tendre j vers I'co, on a donc
AB) < Ei(An)-
n=1
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 39

(i) Si (A)) est une suite de parties mesurables de R telle que

x

EX(AJ.) < 00,

j=1

alors A (lim sup A;) = 0.

x
Démonstration. — Si B, désigne I'ensemble UA »ona
j=n
x

AB,) < ZZ(A) (d’aprés (i)
j=n

donc 4(B,) tend vers 0 quand n — oo. D'autre part, pour tout n, on a
4 (lim sup A;)< A(B,), d’'ou la conclusion.

b) RELATION ENTRE LA CONVERGENCE EN A-MESURE ET LA CONVERGENCE
DANS LES ESPACES #°.

(i) Silim f, =f dans un .#” (p > 1), alors f, tend vers f en A-mesure.
C'est une conséquence immédiate de I'inégalité suivante, vérifiée pour
tout a > 0:

. 1 .
lim sup — dt < lim sup — . "
Tox Xt {lgnl > ) To= a a

! f 124017 _ 1l g, 1%
XT

(ii) Soit (f,) une suite « équi-bornée (a I'infini) en moyenne d’ordre p »,
c'est-a-dire vérifiant la condition suivante :

. . 1 ,
lim sup lim sup — | f.]Pdt = 0
Amx o Tox Xto(lSal> A}

Alors, si f, tend vers 0 en A-mesure, f, tend vers 0 dans .#°.
En effet, pour tout ¢ > 0, on a :

1 L[
lim sup — j | £,(t) |Pdt < lim sup — | fu(t) Pdt
T-x" 2T Jx, T-=" 2T JXtn{lfnl<e /
l r
+ lim sup — | f(t) |Pdt
T=0" 2T Jxrnate<ifal<a)
1 ™
+ lim sup — | f¢) |Pdt
T2 " 2T JXrntsal>a)

Choisissons A = A, pour que le dernier terme du second membre soit
majoré par g, pour tout n. Le premier terme est majoré par &?, quel que soit n.
Le deuxiéme terme est majoré par A?A{| f,| > ¢}, qui tend vers 0 quand
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40 PHAM-PHU-HIEN

n — oo par hypothése, donc sera majoré par exemple par ¢ pour tout
n = N(e).

(iii) COROLLAIRE. — Si | £,(t)| < g(t) pour tout ¢ et tout n, avec geMP,
et si f, tend vers 0 en A-mesure, alors f, tend vers 0 dans .#°.

D’apres (ii), il suffit de vérifier que la suite ( f,) est équi-bornée en moyenne
d'ordre p. Or, la premiére hypothése sur (f,) entraine

. 1 . 1
lim sup —— L0 Pt < 25118 o

Tox X1l fal> A}

¢) LA CONVERGENCE A-PRESQUE SURE.
Convenons d’abord de quelques notations. Si h et ! sont deux fonctions
réelles définies sur R, h V | désignera leur enveloppe supérieure
(h VI)t) = sup (h(1), I(¢)) ;

pour toute suite (g,) de fonctions mesurableé, on posera :
a(g,,)(ns k) = aln, k) = Q(lg..| V...V Ign+k|)-

DEFINITION. — Nous dirons que la suite (f,) de fonctions mesurables
converge A-presque strement vers la fonction mesurable f, si la suite
&, = f, — f vérifie la condition suivante :

lim lim a(n, k) = 0.

|
n=x k—ow

Remarquons que f, converge vers f i-presque siirement si et seulement
si pour tout ¢ > 0, on a la relation

n+k
lim lim /:(U{ | fi=11> a}) =0.

J=n

En effet, il suffit de se rappeler le théoréme 1, et de remarquer I'égalité
des ensembles suivants :

k
{lg.lV ... Vlgn+kl>a}=U{lgn+j‘>a}
j=0

PROPRIETES. — (i) Si f, converge A-presque siirement vers f, f, converge
vers f en A-mesure.

Démonstration. — 11 suffit de montrer, d'aprés le théoréme 1, que pour
& =/, —/ lim q(g,) = 0. Or, on a
q(8,) < App < Gypyy pour tout k entier > 0,
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MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R" 41

puisque g est une fonction croissante au sens que
qlh) < q(I) dés que 0 < h(t) < I(1) pour tout t,
et que d'autre part | g,| <| g,V ... V|8usil-

X

(ii) Si Eq(g,,) < oo, alors (g,) converge A-presque stirement vers 0.

n=1
Démonstration. — De I'inégalité
lgnl v e v lgu+k| <|gn| + ...+ Ign+k|’

on tire en effet :
n+k n+k

a(n, k) < q(E&) < Zq(g.-).

(iii) Si (f,) tend vers f en A-mesure, alors il existe une sous-suite (f, )
convergeant A-presque slirement vers f.

Draprés la propriété (ii) précédente, il suffit de montrer que I'on peut
extraire de la suite tendant vers 0

qg,) (oug,=f,—1)

ks

une sous-suite g(g,,) telle que la série E q(g,,) converge. Or, C'est une
=1
construction bien connue concernant les nombres réels.

4. Rappels sur les espaces .#” de Besicovitch-Marcinkiewicz.

Nous avons introduit et utilisé au début du chapitre I la notion d’espace
#AP(G ; R) étudié dans J. P. Bertrandias [/], et nous avons vu que les pro-
priétés d’existence des moments de p/ correspondent & I'appartenance
de f a un espace .#”. Les propriétés de cet espace, et différentes autres
notions qui s’y rattachent, vont encore intervenir de fagon naturelle dans
la suite ; c’est pourquoi nous allons rassembler dans ce paragraphe des
rappels sur ces sujets.

a) (i) De fagon générale, si X est un espace de Banach, on appelle
MP-fonction (a valeurs dans X), toute application F de G (le groupe des
réels) dans X, telle que la fonction ||| F(¢)|||x appartienne a .#7(G ; R).
La quantité

1 (T »
HF 4 = (liql_‘sggp 7T _[_T Il F(l‘)llli"“) <
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est une semi-norme sur l'espace vectoriel des .#P-fonctions. L’espace
normé correspondant, soit #P(G ; X), est un espace de Banach (J. Marcin-
kiewicz [/]; Vo-Khac-Khoan [I]).

(ii) Une .#P-fonction est dite .#P-continue si

lim 1l fy = f llar = 0

ou f, désigne la fonction t ~» f(h + t).

L’espace .#? des (classes d’équivalence de) .#P-fonctions .#P-continues
est un sous-espace complet de .#? (J. P. Bertrandias [/]).

(iii) a) Définition de la convolution d’un élément de .#” avec une mesure
de Radon bornée v.

Si f est un élément de .#7, et si f en est un représentant, on montre que
I'élément de .#*, ayant pour représentant la fonction

B
t MJ f(t — s)uds)
—-A

converge, en norme #°, lorsque A et B — + o0, vers un élément unique
(indépendant de fef), notée f*v. Dans le cas ou f est .#P-continue,
f*v coincide avec lintégrale
x* ~
j f-vds)
xX

(intégrale de la fonction s ~» f_ a valeur dans .#?”) (J. P. Bertrandias [/];
Vo-Khac-Khoan [I]).

B) Si f est une fonction bornée, alors (en désignant par f sa .#P-classe
d’équivalence), la fonction f* v (convoluée ordinaire), est un représentant
de la classe f* v. En effet, d’aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que

A

galt) = (f*v)N1) — J f(t = s)v(ds)
A

tend vers 0 en .#P-norme quand A — o0 ; or, g,(t) tend vers 0 (A — o0)
uniformément par rapport a t€ G, comme le montre la majoration

| galt)| =

j flt —spvds)| < | fllaof | v(ds)|.
Is|>A Is|>A

b) LES NOTIONS DE PRESQUE-PERIODICITE ET LA DECOMPOSITION DE JACOBS.

(i) DEFINITION. — Considérons le groupe des translations % ={ U,, heG }
défini sur un espace de Banach E (de classes) de fonctions définies sur G.
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o) Un élément ze E est dit faiblement presque-périodique (pour le
groupe %) si son orbite { U,z, he G} est relativement faiblement com-
pacte.

B) Un élément z € E est dit presque-périodique si son orbite est relative-
ment compacte.

y) Un élément z € E est dit fuyant (fluckvector) s’il est faiblement presque-
périodique et si son orbite admet I'élément nul 0 de E comme point d’adhé-
rence faible.

On désignera par &, 2, ®, respectivement, 'ensemble des éléments
faiblement presque-périodiques, I'ensemble des €léments presque-pério-
diques, et celui des éléments fuyants de E.

(ii) Les ensembles &, 2, ® sont des sous-espaces vectoriels fermés,
invariants par le groupe %, de E (Eberlein [/]; Jacobs [/]).

(iii) L’espace & est la somme directe des deux sous-espaces 2 et @ :

F=200 et 2Pnd={0}.
(Jacobs [1]).

Dans le cas ou le Banach E est I'espace #P(G; R), les éléments des
ensembles ¥ = %P, # = PP sont respectivement appelés fonctions
MP-faiblement presque-périodiques et fonctions .#P-presque périodi-
ques.

(iv) Si fe #"(G; R), on appelle coefficient de Fourier C(1) de f la
moyenne, si elle existe, de la fonction f(t)e'* (1€ R).

Un élément f de #P(G; R) (1 < p < o0) est dit fonction .#P-pseudo-
aléatoire si fe FP et si tous ses coefficients de Fourier existent et sont
nuls. f est .#P-pseudo-aléatoire si et seulement si f est un élément fuyant
de l'espace E = #P(G ; R), pour le groupe des translations % (J. P. Ber-
trandias [/]; Vo-Khac-Khoan [I)).

(v) Une fonction complexe bornée f(r) est dite pseudo-aléatoire
(J. Bass [I] [2]) si sa fonction d’autocorrélation

LT -
py(h) = lim I_T ft + hf(ndt

existe, n’est pas nulle pour h = 0, et tend vers 0 a l'infini. Ces fonctions
ont été généralisées par J. P. Bertrandias (2] : fe .#?2, y,(h) existe, est
continue pour h =0 et nulle en moyenne quadratique (de .#2-norme
nulle).

Toutes ces fonctions sont .#2-continues, et appartiennent au sous-
espace #2 des fonctions .#2-faiblement presque-périodiques.
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CHAPITRE 11

CLASSES PARTICULIERES DE FONCTIONS
AYANT UNE MESURE ASYMPTOTIQUE

1. Exemples de fonctions ayant une mesure asymptotique.

Les premiers exemples de fonctions ayant une mesure asymptotique
sur R sont les fonctions réelles presque périodiques de Bohr : toute fonc-
tion de Bohr est moyennable, et si f est p. p., il en est encore de h o f, pour
toute h € %,(R). 1l s’ensuit des propriétés des fonctions ayant des moyennes
de tous ordres, étudiées dans le théoréme 5 du chapitre I, que toute fonc-
tion faiblement presqué périodique au sens d’Eberlein (Eberlein [/]) admet
aussi une mesure asymptotique, puisqu’une fonction d’Eberlein est moyen-
nable, et que ces fonctions (bornées), forment une algébre. Admettent
encore une mesure asymptotique, les fonctions (réelles), qui sont limite,
au sens .#2, de polyndomes trigonométriques ; tel est le cas des fonctions
presque périodiques au sens de Bésicovitch, de Stepanoff, de Wey! (Besico-
vitch [1]).

Nous allons voir que dans la classe, en un certain sens complémentaire
a la classe des fonctions presque périodiques, des fonctions pseudo-aléa-
toires (I1-4-b),on peut construire des exemples assez simples de fonctions
ayant elles aussi une mesure asymptotique. Cette construction, qui repose
sur la notion de suite équi-répartie, est assez générale en ce sens que pour
toute mesure u de probabilité sur R, elle donne un exemple de fonction ayant
pour mesure asymptotique la mesure u donnée.

SulTes EQUI-REPARTIES (H. Weyl [/]; J. W. S. Cassels [1])
a) Définition.
Une suite (x,) de points du cube [0, 1[* = I* est dite équi-répartie (sur I¥)
k

si, pour tout parallélépipéede l—[[a,-, b,[ = A = I* en désignant par N,(n)

i=k

le nombre de points de la suite finie x,, x,, ..., x, tombant dans A, on a
la relation

. Nyu(n

lim Al = A(A)

n—x

ou 4 est la mesure de Lebesgue de R*,
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b) Critére de H. Weyl.

La suite (x,) est équi-répartie sur I* si et seulement si pour toute fonc-
tion h(x) Riemann-intégrable sur I¥, on a la relation

N
o1
lll_'nl N Zh(x,,) = L h(x)dx.

n=1
c) Indépendance de suites équi-réparties.

Soit @ = {(x}) } un ensemble fini ou infini de suites réelles équi-réparties
sur I' = [0, 1], non nécessairement toutes distinctes. On dit que ces suites
sont linéairement indépendantes si la suite numérique

U, = A Xy + ...+ AxP

est équi-répartie sur [0, 1[, quels que soient les nombres entiers 4; non
tous nuls, et quelles que soient les p suites (x}), .. ., (x?) toutes distinctes
extraites de I'ensemble @.

On démontre que les suites équi-réparties sur [0, 1] : (x}) (i=1, ..., p)
sont linéairement indépendantes si et seulement si la suite a4 valeurs
dans [0, 1[P :

—_ 1

= (xy, ..., xE)

est équi-répartie sur le cube I”.

d) Une suite équi-répartie (x,) sur [0, [ est dite doublement équi-
répartie sur les suites (x,) et (y, = x,,,) sont linéairement indépendantes,
quel que soit I'entier positif k.

e) Equi-répartition compléte.

Une suite (x,) équi-répartie sur [0, 1[ est dite complétement équi-répartie
si les suites (u}) = (x,44) (i = 1,2, ...) sont linéairement indépendantes
quels que soient les nombres entiers positifs k; (i =1, 2, ...).

Pour I'étude et la construction de suites complétement équi-réparties,
voir N. M. Korobov [I]; L. P. Starchenko [I] [2] [3].

Remarque. — Si (x,, n = 0) est une suite équi-répartie sur I¥, pour la
suite bilatére paire u, = x, si p > 0, u, = x_,, si p <0, les définitions et
les propriétés de (x,) (faisant intervenir les limites de sommes de la forme

N

1 ..
EZ .. ) se transposent a (u,) (pour les limites de sommes correspon-

n=1 N
1
dantesﬁ Z ) De méme, pour une suite complétement équi-
n=-N
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répartie (x,) et la suite bilatére paire correspondante (u,). Ces assertions
sont faciles a vérifier.

THEOREME 1. — Soit u une mesure de probabilité sur R, de fonction de
répartition F(x). Désignons par g une fonction réciproque (continue d’un
coté) de F. Si (u,),» st une suite équi-répartie sur [0, 1], la fonction paire
définie pour t > 0 par : f(f) = g(x;) (f = partie entiére de t) a une mesure
asymptotique égale a u.

Démonstration. — Soit H une fonction continue et bornée sur R ; consi-
dérons la fonction h(u) = H[g(u)], définie sur lintervalle ouvert (0, 1);
h est une fonction bornée, continue sauf sur un ensemble de points de
discontinuité (de premiére espéce) de mesures de Lebesgue nulle puisque
dénombrable ; elle est donc Riemann-intégrable sur [0, 1]. On a donc

. 1 !
glﬂo N Z h(u,) = Lh(u)du.

n=—-N
D’autre part, comme

1N 1 (N 1 C !
N ). H{y(0dr = 5 L H[g(up))dt = N Z;h(u..)J; dt

N 1

H o fdt a une limite, égale a J h o g(u)du quand N— co.

1
on voit que —
e Nj o

0
De plus, la différence

1 (T 1 (T
—_ Ho -_ = HO d
TL s TL S

tend vers 0 quand T — oo.
Par ailleurs, on a :

1
J H o g(u)du = J H(x)dF(x) = j Hdp
(W] R R

La fonction f(t) = g(x,) a donc pour mesure asymptotique la mesure p.

2. Indépendance asymptotique.

Considérons k fonctions réelles f, ..., f, définies sur R, et détermi-
nant donc une application de R dans R* :

t ~ F() = [/i(0), ..., )]
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DEFINITION. — Nous dirons que ces fonctions sont asymptotiquement
indépendantes si

a) F admet une mesure asymptotique u* sur R*
b) la mesure uF(dx,, ..., dx,) est le produit tensoriel des k mesures
asymptotiques p’'(dx,), ..., u/*(dx,).

Exemple. — Considérons k suites équi-réparties linéairement indé-
pendantes (u}),>0 (i = 1, ..., k), et k fonctions g,, ..., g, définies sur [0, 1],
chacune des g,(u) étant telle que :

a) pour toute suite (u,) de nombres compris entre 0 et 1, la fonction
t ~» g;(u;) appartienne a I'espace #'(R, ; R),

b) pour toute fonction continue et bornée H(x), la fonction composée
H[g,;(u)] soit Riemann-intégrable sur [0, 1].

(Exemple de fonction g(u) satisfaisant a a) et b) : g Riemann intégrable).
Appliquons la construction du théoréme précédent : nous obtenons k
fonctions réelles définies sur R, :

) =g) >0 G=1...k.

THEOREME 2. — Les k fonctions f(t) sont asymptotiquement indépen-
dantes.

La démonstration se trouve dans I'appendice II.

La notion d’indépendance introduite, permet de traduire les théorémes
du calcul des probabilités concernant les suites ou familles de variables
aléatoires indépendantes, dans le cadre des mesures asymptotiques ;
I’adaptation est tout a fait facile. Au lieu de nous occuper de cela, nous
allons considérer un autre probléme. (Nous verrons plus loin des théorémes
de convergence concernant les mes. as., sans hypothéses d’indépendance).

Considérons une fonction f(t) du type construit dans le théoréme 1.
Elle est constante sur les intervalles d’extrémité entiers, et varie par sauts.
L’on se propose d’en déduire, par construction explicite, des fonctions
continues, ou dérivables autant de fois qu’on le voudra, et ayant elles aussi
une mes. as. sur R. Il s’avére que la construction est possible, par convolu-
tion avec une fonction sommable sur R, si du moins on fait sur la suite (u,)
entrant dans la définition de f(r), une hypothése plus forte que I’équi-
répartition : il faut supposer (u,) complétement équi-répartie.

En fait, de fagcon plus générale, on a la propriété suivante.

THEOREME 3. — Si fe .#P, et si, pour tout n et tous (t4, ..., 7,) < R",
la fonction t ~» [f, (1), ..., f, ()] a une mesure asymptotique sur R"
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alors pour toute mesure de Radon réelle bornée v, la convoluée f*v (au
sens de .#") a une mesure asymptotique sur R.

Démonstration. — Comme f est .#P-continue, sa convoluée F = f*v
est la .#” limite de combinaisons linéaires finies de translatées de f, de la

forme :
N

S\(t) = zCk./;k(t)-

k=1

Il suffit donc de montrer que toute expression de cette forme a une
mes. as. Or, cette propriété provient de I'’hypothése faite sur f, et du corol-
laire 1 du théoréme 2, chapitre I.

Il résulte du théoréme 3 que si la fonction f (élément de .#F) ayant les
propriétés énoncées dans I’hypothése, est de plus bornée, alors la fonction
de t qui est la convoluée ordinaire f*v (d’une fonction bornée et d’une
mesure bornée) a une mes. as. sur R. En effet, on sait d’aprés le chapitre II,
que si [ est bornée, la convoluée ordinaire f* v appartient a la .#"-classe
d’équivalence de la convoluée au sens .#” de f avec v.

Revenons maintenant a une fonction bornée paire de la forme
f(@®) = glu) (t > 0). Si la suite (u,),», est supposé® complétement équi-
répartie, la fonction f est du type considéré dans le théoréme 3 précédent
(elle est .#2-continue parce quayant une autocorrélation continue 3
I'origine). Donc, pour toute mesure v de Radon bornée réelle, la fonc-
tion fx v (convoluée ordinaire) a une mes. as. sur R. Dans le cas particulier
ou nous nous plagons, il est possible de calculer cette mes. as. en fonction
de celle de f. Le résultat de ces calculs est énoncé dans le théoréme suivant,
dont la démonstration se trouve dans I'appendice II.

THEOREME 4. — Si f(t) est une fonction réelle, bornée, paire, définie
pour t = 0 par f(t) = g(u;), ou (u,),», €St une suite complétement équi-
répartie alors pour toute mesure de Radon v réelle, bornée et diffuse, la
convoluée f* v a pour mesure asymptotique celle dont la fonction caracté-
ristique est donnée par la formule (en désignant par ® la fonction caracté-
ristique de la mesure de f) :

N
1
o(s) = lim f H ®[sl,(v)]dv,
0

n=—-N

ou I'on a posé (pour 0 <v < 1), L(v) =W[n—v,n+ 1 — 1))
Nous allons avoir besoin par la suite d'étudier le probléme analogue
au probléme précédent, mais pour une fonction constante sur les intervalles
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d’extrémités nd (ne€ Z, 6 > 0 fixé). Plus précisément, on désigne par dilatée
(notée f*) d’une fonction f définie sur R, la fonction t ~» f(At), ot 4 est
un nombre > 0 fixé. Il s'ensuit que si f est constante sur les intervalles
I, =[n,n+ 1, (neZ), f* est constante (et de méme valeur que f sur I,)

1
sur lintervalle I, ; = [nd, né + 4] <6 = 1) .

En reprenant le raisonnement fait pour démontrer le théoréme précé-
dent, en se basant cette fois-ci sur les intervalles I, ; (4 fixé) et en se rappe-
lant qu’ils sont de longueur §, on arrive au résultat suivant :

THEOREME 5. — Dans les hypothéses faites sur la fonction f(t) et la
mesure v et si A est un nombre > 0, la mesure asymptotique de f*v a
pour fonction caractéristique

N
.1
@uls) = l!ll_{'l}o 3 J; HN‘I’[SIn,a(U)]dU

ou (pour 0 < v < 9), I, 4v) = W[nd — v, nd + 6 — v]).
On a utilis¢ également le fait que la mesure asymptotique de f est
invariante par dilatation (tout comme par translation de la variable ) :

Uk = p,.
En effet
T

.1 N :
1'_]_{130 _Z-f . h°f(/1t)d[ = 'll'l-g;lo iﬁ Jlrr h°f(u)du.

3. Un théoréme de convergence.

Nous nous proposons maintenant d’étudier le comportement, quand
4 — oo de la mes. as. de la fonction :

Fi0) = /Af**v.

Nous allons voir que ces mes. as. convergent étroitement vers une mesure
gaussienne, quand 4 — oo, sous I'hypothése que v est & support compact,
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et de densité
continue.

L’étude de la fonction F(t) pour 4 — oo a trait en particulier 3 un
probléme étudié dans J. Bass [3]. La démonstration du résultat qui suit
se trouve dans I'appendice II.

THEOREME 6. — Soit f une fonction bornée, réelle, paire, de moyenne
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nulle, de la forme f(t) = g(u;) (t = 0), ou (u,),>0 €st une suite compléte-
ment équi-répartie. Soit K(x) une fonction réelle continue a support

compact. Alors, la mes. as. de la fonction F (1) = ﬂ f**K tend vers la

®
mesure gaussienne sur R, centrée et de moment d’ordre 2 : m, f K2(x)dx,
ou m, est la moyenne temporelle de f(t). o

Remarques. — 1) 1l est possible de démontrer ce théoréme pour une
fonction K de support quelconque, mais supposée bornée et uniformé-
ment continue (et sommable). La démonstration un peu longue ne présente
pas de difficultés nouvelles.

2) Nous avons supposé f bornée, pour pouvoir considérer la convoluée
f**K comme une fonction ordinaire (définie en tout point de fagon
univoque). Si I'on suppose que f (au lieu d’étre bornée) appartient seulement
a #*** (p > 0), il est possible d’adapter la démonstration, le résultat du
théoréme étant valable pour la convoluée \/3. f**K, élément de #2**.

3) 11 ne semble pas possible de ramener la démonstration du théoréme
précédent a I'application d’un résultat du type théoréme central limite.

4. Problémes de comparabilité.

Si P'on considére I'ensemble 4 = 7(G; R) de toutes les fonctions
ayant une mesure asymptotique sur R, on ne sait pas si J forme un espace
vectoriel. On connait par contre des sous-espaces vectoriels de 7, par
exemple celui des fonctions faiblement presque-périodiques d’Eberlein,
ou celui des fonctions uniformément presque-périodiques de Bohr (qui
sont tous les deux des algebres) (Eberlein [/] ; Bohr [/]).

Un autre exemple d’algébre contenue dans J est constitué par l'en-
semble 4, de toutes les fonctions réelles, paires, définies pour t > 0
par f(t) = g(x;), ou (x,) est une suite équi-répartie fixée sur [0, 1], et ou g
est une fonction bornée Riemann-intégrable sur [0, 1[.

Le probléme de la recherche d’espaces vectoriels (ou d’algébres) contenus
dans J ameéne a considérer la notion de comparabilité suivante.

DEFINITION. — Deux ensembles A et B de fonctions réelles (définies
sur G), contenus dans 7, sont dits J -comparable additivement (respecti-
vement : multiplicativement) si, pour tout fe A, tout g€ B, la somme f+ g
(respectivement : le produit fg) est un élément de .

THEOREME 7. — a) Soient A et B deux sous-ensembles de I nﬂJl",

p21

stables pour la multiplication des fonctions. Alors, A et B sont multipli-

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



MESURE ASYMPTOTIQUE DEFINIE PAR UNE FONCTION A VALEURS DANS R” 51

cativement J -comparables si et seulement si A et B sont additivement
g -comparables.

Démonstration. — o) Supposons A et B multiplicativement 4 -compa-
rables et considérons h = f+ g, (fe A, geB); h est moyennable ainsi
que chacune de ses puissances entiéres positives h” (p = 2) puisque h?
est une somme de termes de la forme C,, f*g, qui sont tous moyennables
d’aprés le théoréme 3 du chapitre I. D’aprés le théoréme 5 du méme cha-
pitre, h = f + g admet alors une mesure asymptotique sur R.

B) Supposons A et B additivement comparables, et soient fe A, geB.
Il s’agit de montrer que fg admet une mes. as., et pour cela, il suffira que
pour tout entier p = 1, (fg)* soit moyennable. Mais

2/2)P = (/7 + 87 = (f*? + g
et chacune des trois fonctions figurant au 2° membre est moyennable ;
en particulier, (f? + gf)*> l'est parce que f? + g? admet une mesure
asymptotique.
Remarques. — i) Si fe T nm./{", alors I’ensemble A(f) constitué de

p=1
toutes les puissances entiéres > 0 de f est stable pour la multiplication
(ponctuelle) des fonctions ; de plus, on a A(f) = I n mJl". 11 suffit
p=1
pour le voir de se rappeler les théorémes 3 et 5 du chapitre 1.

ii) Vu la proposition précédente, pour deux ensembles A et B du type
considéré dans cette proposition, on parlera de la J -comparabilité sans
avoir a préciser davantage. On dira que f est 7 -comparable a I’ensemble B
si A(f) est J-comparable a B.

b) 1l est intéressant de savoir §’il existe des fonctions f (non presque-
périodiques) qui soient J -comparables aux fonctions uniformément
presque-périodiques. Pour les fonctions appartenant a une algébre 4,
qui est formée avec une suite (x,) doublement équi-répartie (fonctions
toutes pseudo-aléatoires), on a le résultat suivant.

THEOREME 8. — Si la suite (x,) est doublement équi-répartie sur [0, 1],
I'algébre de fonctions %, , est J -comparable a l'algebre o de toutes les
fonctions uniformément presque-périodiques.

Démonstration. — a) Montrons que pour toute fonction fe %, , et pour
tout réel 4, le produit o
P ht) = £ (e

a une mes. as. sur R. Pour cela, h étant bornée, il suffit que toutes les puis-
sances entiéres > | de h soient moyennables. Or, d’'une part

ho(t) = fP(1)e'*? ;
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d’autre part, fP(t) = [g(x;)]? est une fonction pseudo-aléatoire décentrée
(Vo-Khac-Khoan |1]), c'est-a-dire la somme d’une constante K, et d’une
fonction pseudo-aléatoire ¢ ,(t), donc

hP(1) = K% + @ (f)eiP™.

Par conséquent, la moyenne de h” existe, puisque pour la fonction
pseudo-aléatoire @,(t), le coefficient de Fourier C(Aip) existe et est nul.

B) Dapres le théoreme 7, il suffit de montrer que pour toute fe 4.,
et pour toute fonction uniformément presque-périodique h, le produit fh
a une mesure asymptotique.

Pour tout polyndme trigonométrique P,, le produit fP, a une mes. as.;
pour le voir, il suffit de décomposer fP, en somme de termes de la
forme f(t)e'", d’utiliser le résultat démontré en a) et d’appliquer le théo-
réme 7 précédent aux différents ensembles A; constitués chacun des
puissances entiéres positives de f(t)e'*".

y) Chaque fonction presque-périodique est limite uniforme de poly-
ndmes trigonométriques P,, donc (f* étant bornée) fh est limite uniforme
de fP,; fh admet donc une mes. as. sur R. La proposition est démontrée.

Remarques. — a) Le théoréme 8 reste valabile si la suite (x,) est supposée
seulement asymptotiquement doublement équi-répartie; par exemple,
si x, = partie fractionnaire de P(n), ou P est un polyndome de Weyl de
classe 2 (Vo-Khac-Khoan [I)).

B) Cette proposition reste valable aussi dans le cas ou 4 est un ensemble
stable par multiplication A(f) ou f est une fonction pseudo-aléatoire dont
toutes les puissances f?(f) (p = 1) sont des fonctions pseudo-aléatoires
décentrées.

Dans les deux cas, la démonstration précédente reste valable.

CHAPITRE IV

FAMILLE DE MESURES CYLINDRIQUES OU DE RADON
ASSOCIEE A UNE FONCTION A VALEURS
DANS UN ESPACE (VECTORIEL) TOPOLOGIQUE

1. Rappels sur les mesures cylindriques.
(L. Schwartz [/] [2] ; Badrikian [I] ; Tortrat [3]).

a) Soit E un espace vectoriel topologique réel localement convexe
séparé, de dual E’. On appelle mesure cylindrique sur E, un systéme de
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mesures de probabilité définies de la fagon suivante : a toute suite finie
w=(Y YV - - -» J) d’éléments du dual E’, est associée une mesure de
probabilit¢ sur R", soit u, = g, . ; cet ensemble de mesures devant
vérifier la condition de cohérence qui suit :

Considérons deux suites (Vy, - .., ¥, €t (¥}, - - ., Vo) d’éléments de E’
telles que (y,, .., y,) engendre un sous-espace de I'espace engendré par
(¥4, - - -, Ym)- Elles définissent deux applications linéaires et continues w, w’
de E dans R", R™ respectivement. Soit g I'application linéaire de R™ dans R"
telle que le diagramme précédent soit commutatif, c’est-a-dire que w = goW'.
Alors, la condition de cohérence s’énonce ainsi : 'on doit avoir Iégalite
entre mesures :

Ky on = 8° Hyi, oy
(ou p, = gou,),ou g o u, désigne la mesure définie sur R”, qui est I'image
de la mesure pu,. sur R™ par lapplication g: R™ — R"; autrement dit,
on doit avoir :

J hg(u)dp,(u) = J; h(x)d[g o p,(x)] = L h(x)dp,(x) Vhe E(R").
Rm n n

Exemple de mesure cylindrique : si, par exemple, u est une vraie mesure
de probabilité sur E, alors le systeme

Wy = Wold

ou w varie parmi tous les systémes finis w = (y,, ..., y,) € (E)", constitue
une mesure cylindrique sur E.

b) CONVERGENCE CYLINDRIQUE

Sur l'ensemble Q(E) de toutes les mesures cylindriques, on appelle
topologie de la convergence cylindrique la topologie la moins fine rendant
continues toutes les applications W, définies sur Q(E), a valeurs dans 2(R"),
et déterminées de la fagon suivante.

Soit w, = (y;, ..., y») une suite d’éléments de E’, soit y un élément
de Q(E), alors W,(u) désigne la mesure pu,, élément de 2(R") (espace des
mesures de probabilité sur R") muni de la topologie de la convergence
étroite.
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Ainsi, y; — pcylindriquement si et seulement si, pour tout we #(E ; R")
espace des applications linéaires continues de E dans R", on a wou; - wou
étroitement sur R" ; et il suffit que cela soit vrai pour les w correspondant
an=1.

¢) TRANSFORMEE DE FOURIER

La transformée de Fourier d’'une mesure cylindrique p sur E est la
fonction ¢ = & u définie sur le dual E’ de E, par la formule :

CeE, @) = Full),

ou p; = &op est la mesure sur R associée a I'élément £ e E’, et ou F 1)
désigne la valeur au point u =1 de la transformée de Fourier de la
mesure f,.

d) CONCENTRATION

Soit A une partie de E, soit u une mesure cylindrique sur E. On dit que u
est scalairement concentrée a n prés (n nombre > 0) sur A si, pour tout
CeFE, LoulA) =21 —n

Si n = 0, on dit simplement que u est scalairement concentrée sur A.
11 est clair que si u est scalairement concentrée a n + ¢ prés sur A, quel
que soit ¢ > 0, alors u est scalairement concentrée sur A, a 5 pres.

Si S est une famille de parties de E, une mesure cylindrique u sur E est
dite scalairement S-concentrée si, pour tout n > 0, il existe un ensemble
A €S tel que u soit scalairement concentrée a n prés sur A.

Un ensemble S est dit « saturé » s’il est invariant par homothéties, filtrant
croissant (A €S et BeS entrainent A U B € S) et formé de parties bornées
et équilibrées.

On dispose en particulier du résultat suivant.

PRrOPOSITION (L. Schwartz [/]). — Soit u une mesure cylindrique sur un
espace vectoriel topologique localement convexe E, et soit S un ensemble
« saturé » de parties de E. Alors, les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) u est scalairement S-concentrée,
(ii) ¢ = Fu est continue sur E’ pour la S-topologie,
(iii) @ = Fu est continue a l'origine de E’ pour la S-topologie
(ou la S-topologie de E’ est celle de la convergence uniforme sur les parties
appartenant a S de E).
Rappelons pour terminer qu’une mesure positive finie y sur un espace
topologique X séparé est appelée mesure tendue (ou de Radon), si la condi-
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tion (de Prokhorov) suivante est vérifiée : V¢ > 0, 3 un ensemble compact K,
de X tel que p(Kf) < e.

Sur un espace polonais (métrique complet séparable), toute mesure
positive finie est tendue. Plus généralement, il en sera de méme sur un
espace radonien (N. Bourbaki [I]).

2. La condition (Cg).

Soit E un espace vectoriel topologique réel séparé et localement
convexe (€. v. t. lc), soit F une application de R dans E, mesurable pour les
tribus boréliennes respectives de R et E. Par u; = pf, on désignera, comme
au chapitre I, I'image, sur E, de la restriction normalisée de la mesure de
Lebesgue a X, définie par la restriction de F & Xy, soit :

|
J o(x)dpq(x) = 7T J o[Fldt @ e % (E).
E XT

Quant T parcourt les nombres positifs, on obtient ainsi une famille
{ur} = {45} de mesures de probabilité sur E. On se propose d’étudier
certaines propriétés de compacité de la famille { sy } suivant les propriétés
de la fonction F(r).

Pour cela, introduisons la notion suivante.

LA conDITION (Cg). — Soit F(f) une application mesurable borélienne
de R dans un espace vectoriel topologique localement convexe E, et soit S
une famille de parties de E. On dira que F vérifie la condition (Cg) si Vp > 0,
JA, €S, tel que

1
M{F(n¢A,}) = lirp_.s;lp 77 mes Xrn {F(@)¢A,}) <n.

LeMME 1. — Si F vérifie une condition (Cg) ou S est une famille de parties
bornées de E, alors, pour tout élément ¢ du dual E’ de E, la fonction réelle
t ~» (& F(t) dp g appartient a 'espace #/°R; R).

Démonstration. — Pour tout n > 0, soit A, un ensemble borné de E
(appartenant a S), tel que A({t: F(t)¢ A,}) < n. Pour tout {eFE’, I'en-
semble des nombres réels { (& F(t)>; teR tels que F(r)e A, } est un
ensemble borné de R, donc contenu dans un intervalle borné [— R,, R,].
Donc, on a :

{t:I<ELFOYI >R, } = {T:F)¢A,};
par conséquent
A{tI<EFM Y| >R, ) <.
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Comme d’autre part, pour tout R > R,, ona
{ICGFN> >R} < {IKEF))| >R, }
lim A{|<&F@0>| >R} =0

on a bien

ce qui veut dire que la fonction de t : (&, F(1)) appartient 3 #°R; R).

3. Concentration des « mesures extraites ».

Revenons a la famille de mesures sur E: { yur } = { 4} }. Une mesure
cylindrique adhérente a la famille { y; } (pour la convergence cylindrique),
est dite une mesure cylindrique « extraite » de la famille { u; }.

L’on s'intéresse naturellement a la question de savoir quand ces mesures
cylindriques extraites sont de vraies mesures, et I’on sait (L. Schwartz [/] [2])
qu'un certain nombre de conditions suffisantes pour qu’une mesure cylin-
drique soit une vraie mesure portent sur des propriétés de concentration
scalaire de ces mesures cylindriques. L’on va voir que pour la famille { u% },
ces propriétés sont liées a la propriété (Cs) de la fonction F.

Soit S une famille de parties de E, ayant les propriétés suivantes : elle
est invariante par homothéties, filtrant croissant (A€S et BeS entrai-
nent A U B e S), et tout ensemble A € S est équilibré et borné. On appellera
un tel ensemble « saturé », comme dans (L. Schwartz [/]). Dans ce cas, les
polaires A® des AeS forment un systéme fondamental de voisinages
de E§, ou Eg désigne I'espace E’ muni de la topologie (localement convexe)
de la convergence uniforme sur toute partie de E appartenant a S.

THEOREME 1. — Soit E un e. v. t. Ic, et soit S un ensemble « saturé » de
parties de E. On suppose I'espace E§ séparable. Soit F une application
de R dans E vérifiant la condition (Cg). Alors, de toute suite t, — oo, on
peut extraire une sous-suite (T,) telle que les mesures (ur) convergent
cylindriquement (v — o0) vers une mesure cylindrique limite. De plus,
chacune de ces mesures cylindriques limites est scalairement S-concentrée.

Démonstration. — a) Soit (£, ..., &, ...) une suite dense dans Eg.
Daprés le lemme 1, pour tout £ € E’, la fonction

e)r) = <& F@) >

appartient & .#,(G ; R). Considérons une suite quelconque t, — oo, et
faisons & = &,. Alors, de (r,), on peut extraire une sous-suite {1, } telle
que la suite de mesures

(m5e) = (1)
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converge étroitement (dans P(R)), vers une mesure de probabilité limite ue,
Considérons alors la fonction (&,)(t) = { &,, F(t) ), et les mesures (¢}). On
peut en extraire une sous-suite (u$Z) qui converge, soit vers u®.

Par le procédé diagonal, on peut extraire de la suite initiale (¢,) une
sous-suite (diagonale) (T,) telle que, pour tout i > 1, la suite de mesures (4§)
(v=1,2,...) converge étroitement sur R, vers une limite T

B) On a défini de cette fagon une application de 'ensemble dense ()
de E4 dans P(R), £; ~» p'. On va utiliser la continuité de cette application
(quand P(R) est muni de la convergence étroite), pour la prolonger a
tout E{. Pour tout ¢ € E/, soit (£7) une suite (sous-suite de (£;)) convergeant
dans Eg vers &. Alors n'lg_’mm (&" — &P) = 0 dans Eg.

Considérons les mesures u" et u? correspondant a £" et &P (relativement
a la suite diagonale (T,) de (a)). Leurs transformées de Fourier s’écrivent :

1
ey = |i n = I is¢&nF())
F u'(s) Tlvlgnm F 1t (9) rlfinw T Ln e dt.

j (eiS<§",F(t)> _ eis<§".F(r)>)dt
Xrv

Donc, on a:

1
Fu(s) — Fplls) = lim 5

v

| Fu(s) — Fur(s)| < li¥1 sup J | eis<en—eRFm> 1| dr.
v x‘l‘v

2T

v
Or, (&" — ¢&P) g 0 dans Ef, cest-a-dire uniformément sur les ensem-

bles A € S. Etant donné ¢ > 0, soit A, I'ensemble appartenant a S et corres-
pondant a ¢ dans la condition (Cs).
On a alors :

1
| Fu'(s) — Fur(s)| <2 lirp_'sup 7T mes [X; N {F()¢ A, }]

1
+ lim sup — Isl |<&" =& F@))|dt
T=e 2T JxrniFueaq
Comme { " — &PF(t) ) tend vers 0 (n, p — o0) uniformément par rapport
a t dans I'ensemble { F(t)e A, }, on a :

| Fu'(s) — Fu(s)| < 2 + 0, pour tous n, p > N(s; ¢)
dod lim_| #(s) — F()| = O,
np—x
et cela uniformément sur tout ensemble compact de s dans R, c'est-a-dire
que la suite (#u") converge uniformément sur tout compact vers une
limite, qui est donc, par le théoréme de P. Lévy, la fonction caractéristiquc
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d’'une mesure de probabilité sur R. D’aprés le méme théoréme, la suite
des mesures (u") tend étroitement vers une mesure . Cette derniére mesure
a pour fonction caractéristique :

. .1 iscen
lim < lim esCEmEW gy
n>x | vox 2Tv X1,

En majorant la quantité

lim lim sup (—l— J [efscEmFO> ei5<§'F"’>]dt>
XT,

n»x T,=x 2T‘

de la méme fagon que plus haut, c’est-a-dire en décomposant I'ensemble Xy
en X;, n{F(eA,} et Xy, n {F(t)¢ A, }, on voit que la fonction carac-
téristique de la mesure p° est égale a

lim —— j PSRy,
XT1,

V=
v

y) On a ainsi montré qu'il existe une sous-suite (T,) de la suite initiale (t,)
telle que pour tout ¢ € E’, 1a suite de mesures (i) converge vers une mesure
que nous noterons K.

La premiére partie du théoréme est ainsi démontrée, a savoir : de toute
suite (t,), on peut extraire une sous-suite (T,) telle que les mesures de pro-
babilité (u$, ) sur E convergent cylindriquement vers une mesure cylindrique
limite pfr,.

) Démontrons que chacune des mesures ., = ur,) est scalairement
S-concentrée, sous I'hypothése que I'application F vérifie la condition (Cg).
Il suffit pour cela d'appliquer le théoréme rappelé sur la concentration
scalaire, et montrer que si ¢ —» 0 dans Eg, alors #p (&) = 1. Or,

F it = F(E o e 1) = F(uy XD = lim — j eEFO g,
v— o 2Tv X1
En appliquant les mémes majorations que dans les parties précédentes
de la démonstration, et en utilisant la condition (Cg), on voit que
{ Fuq, (&) — 1} - 0 sous I'nypothése & — 0 dans E’ dans la S-topologie.
Le théoréme 1 est ainsi démontré.

4. Nous étudions maintenant
les propriétés d’ordre et de type (L. Schwartz [2])
des mesures « extraites » étudiées dans le théoréme 1.

THEOREME 2. — Soient E un espace de Banach, F une application boré-
lienne de R dans E. Si p est limite cylindrique d'une suite de mesures uf,
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(T, » oo) et si Fe #°""(R; E)(p > 0,p > 0), alors u est de type p.

Démonstration. — La mesure cylindrique g sur E est de type p
(L. Schwartz [2]) s’il existe une constante M telle que, pour tout £eE’,

j [tPd(E o p)t) < M| IR -
R

Or, pour tout £eE’, la fonction ¢(t) = & F(t) Dp g dppartient a

HAPR ; R). En effet
lo@) | < I Elle -1 F@) e

Donc, d’aprés la proposition, on peut extraire de la suite (T,) une sous-
suite (T,) telle que uf converge vers une mesure o sur R, ayant un moment
d'ordre p, et de plus

lim Llrl"du& = L |t |Pdo
i )

Par hypothése, u§ = &ouf, converge (n — o) vers &op, donc, on a
o = &op, et, par conséquent :

Ta
f j L) 1Pdt < [ E1IE-- 11 (1) 1) 15 -

j | Pd(E o X0 = lim
R Jme 2T,,, ~Tn;

CASOU LES MESURES uf SONT DE RADON. — On s’intéresse aux cas ou les
mesures de probabilité uf sur I'espace topologique (complétement régulier) E
sont toutes de Radon.

D’aprés par exemple (A. Badrikian [/], Proposition 3), ce sera le cas
si F est m-Lusin mesurable (ou m désigne la mesure de Lebesgue de R),
Cest-a-dire si F posséde la propriété suivante : il existe une suite d’ensembles
compacts A, de R, deux a deux disjoints, telle que la restriction de F a

chaque A, est continue et que m(R - uA,,> = 0.

Tel sera le cas si F est par exemple continue.

Si E est un espace polonais (ou plus généralement radonien), il suffit évi-
demment de supposer F Borel-mesurable, puisque sur E, toute mesure
de probabilité est de Radon.

THEOREME 3. — Soient E un espace de Banach, F une application de R
dans E, telle que les mesures p% soient de Radon. Dans ce cas, si 4 est une
mesure cylindrique adhérente a la famille (uf, T > 0), et si Fe #7(R; E),
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alors p a une image dans o(E”, E’) (par l'injection canonique de E dans E”)
qui est de Radon, et

j [l x” ||Pdp(x") < 0.
o(E",E’)

Démonstration. — (La notation o(E”, E’) désigne le bidual E” de E,
muni de la topologie o(E”, E’)). On remarque que si Fe .#”R; E), alors
il existe une constante K, telle que

1 T
— [ F(r)|lgdt < K, (VT > 1, par exemple).
2T J-¢

Comme les mesures (uf) sont de Radon, il suffit d’appliquer le corollaire 2
de la proposition 6.1, exposé n° 4 de L. Schwartz [2], puisque I'on a :

J | x|Pdpi(x) < K, (VT > 1).
E

5. Condition de relative compacité séquentielle étroite
de la famille (uf).

Nous avons vu au théoréme 1 que si F vérifie une condition (Cg) avec
une famille S formée de parties bornées de E, alors (si E§ est séparable),
on peut « extraire » de toute suite (uf ) (T, — 00) une sous-suite conver-
geant cylindriquement. Nous allons, en utilisant un résultat de F. Topsge [/],
voir que si la famille S est formée de parties compactes de E, I'on peut

extraire une sous-suite convergeant étroitement, et la limite est une mesure
de Radon.

THEOREME 2. —,Soit F une application de R dans un espace topologique
séparé X, telle que les mesures (u%) soient de Radon sur X. On suppose
de plus que F satisfait a une condition (Cg), pour une famille S de parties
compactes de I'espace X. Alors, de toute suite T, — oo, on peut extraire
une sous-suite T, — oo telle que les mesures y; = p{v convergent étroi-
tement vers une mesure de probabilité (de Radon) sur X.

Démonstration. — La condition (Cg) avec une famille de compacts de X
s'écrit : Ve > 0, 3K, compact tel que :

Iirp sup ur(Kf) < e ol pyp = pf.

La famille de mesures (ur, T — o0) est alors un « filtre tendu » de mesures
dans la terminologie de F. Topsge [/] (« tight net »); d’aprés le théo-
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réme 9.1 (i) de cette référence, de suite (ug,) (T, — o0), on peut extraire
une sous-suite (ur,) convergeant étroitement lorsque j — oo, vers une
mesure tendue sur X.

6. Utilisation des limites de Banach.

Nous avons jusqu'ici étudié les mesures p limites des suites (uy,) (T, — 0)
contenues dans la famille (uf). Nous allons voir que la notion de limite
/> Banach permet une étude analogue de la famille (uf).

a) Une limite de Banach (S. Banach [/]) est une forme linéaire L définie
sur I'espace L*(R, ) des fonctions bornées sur R* et réelles, ayant en plus
les propriétés suivantes : L est positive, c'est-a-dire L(p) = 0 si ¢(s) = 0
pour tout se R,, L est invariante par translation : (l;)[rp(so +3)] = (I;)[(p(s)],

Vso € R, et L conserve les constantes : L(1) = 1.
Il s’ensuit que L est continue sur L*(R,) muni de la norme uniforme,
et que [[L||=1. On a aussi, pour tout pe L*(R,)

li§1+inf o(s) < L(g) < lim sup o(s)

Pour toute fonction mesurable bornée g(t) définie sur R, on posera
l s
m(s; g =— J g(t)dt (s > 0).
2s )

b) THEOREME 5. — Soit F une application de R dans un espace topo-
logique X, mesurable pour les tribus boréliennes de R et de X, et vérifiant
la condition C(S) pour une famille S de parties compactes de X. Dans ces
conditions, pour toute limite de Banach L, il existe une mesure de- pro-
babilité p,, sur X telle que

Lim(s; ho F)] = J h(x)py(dx)
X
pour toute h € €,(X).

Démonstration. — a) La condition C(S) avec une famille S de compacts
s’écrit : pour tout ¢ > 0, il existe un compact K, de X tel que I’ensemble

A, ={teR:F)¢K,}
vérifie A(A,) < &.
Pour tout he%,(X), considérons les fonctions suivantes :
G, (t) = h[F(1)]1,,(t) (1, = fonction indicatrice de A)
G,(t) = h[F()]1 5<(t) (A¢ = complémentaire de A dans R).
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Ona :
hoF =G, + G,
d’ou
ms; hoF) =m(s; G) + m(s; G,)
donc

Llm(s; ho F)] = Lim(s; G,)] + Lim(s; G,)]

B) Montrons que la forme linéaire h«o(L)[m(s; hoF)] = A(h) est, sous

la condition C(S) précédente, o-continue (Tortrat [2]), cest-a-dire que
pour toute suite de fonctions positives ou nulles h, € €,(X) décroissant
vers 0, on a A(h,)] 0.

Pour tout & > 0, considérons la décomposition de a) :
A(h,) = {];,)[m(s; G’{)] + (Ls)[m(s; Gg)],
ou
Gl =, Fl,, GI=(h,oFl,,

Le premier terme du second membre est majoré par

1 s
Ithy 1l L [5; f_s lA(t)dt]

. I[®
S hylle limsup —— | 1, ()dt = || hy || AA,) < & hy ||..
soet 25 )

Considérons le deuxiéme terme; il est majoré par

1 S
L[z_ f “’“‘]
1
< L[—J h,.[F(t)]dt]|<||L||~||hn”l<n=“h"”“‘
] 25 Ji-s,5nFeKy |

ou || h, ||, désigne la norme uniforme de la restriction de h, a 'ensemble
compact K,. Par le lemme de Dini, || h, Ik, tend vers 0 quand n — oo.
Comme ¢ était arbitraire, on a bien '!Lrg A(h,) = 0, donc la g-continuité
de la forme linéaire A(h).

7) Par le théoréme I’Alexandrov (Tortrat [2]) la forme linéaire, posi-

tive A(h), étant o-continue (et vérifiant A(1) = 1), est représentée par une
intégrale

J h(x)#u_)(dx)
X

ou p,, est une mesure de probabilité sur X.
Le théoréme 5 est démontré.
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On se pose alors la question suivante : dans quel cas les mesures
de la proposition précédente coincident-elles pour des L variables ? Une
réponse est apportée dans le théoréme suivant, ou I’on fait varier L dans
un sous-ensemble & de I'espace de toutes les limites de Banach.

¢) DEFINITION DE L’ENSEMBLE .¥. — Désignons d’abord par V le sous-
espace (fermé) de L*(R,), formé de fonctions fe L*(R,) qui sont unifor-
mément moyennables, au sens :

|
lim -
a— o a

f f(s)ds = m(f)

existe, uniformément par rapport a xeR,.

Convenons d’appeler « limite forte de Banach », tout élément L du dual
de L*(R,), qui est prolongement isométrique a L*(R ) de la forme linéaire
continue m définie sur V. Autrement dit, si .# désigne I’ensemble des limites
fortes de Banach, L € Z si et seulement si :

a) Le(L*(R,)y
by |IL|I =1,
) feV=1L(f) = m(f).

Un tel L est nécessairement une limite de Banach (Raimi [/}, [2]).

La notion de limite forte de Banach a été étudiée par Raimi [/] [2] (sous
le nom de « fonctionnelle de moyenne »). La principale propriété de I’en-
semble ¥ que nous allons utiliser, est la suivante : pour tout fe L*(R.,)
et tout nombre réel 4, il existe un L € & avec L(f) = 1 si et seulement si A
vérifie les inégalités

1 x+a 1 x+a

lim inf " J fes=1(f) < A< o(f) = lim sup J S(s)ds;
(les limites figurant dans la définition de ©(f) et w(f) existent pour tout
feL*®(R,). (Raimi [I].)

THEOREME 6. — Soit F une application de R dans un espace topologique X,
satisfaisant & I'hypothése du théoréme 5. Alors, les mesures y;, coincident
en une seule mesure p lorsque L parcourt 'ensemble .# de toutes les limites
fortes de Banach, si et seulement si pour tout he %,(X),

. 1 x+a l s
lim - — h[F(t)]dtds
x 25 )

a— o o
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existe, uniformément par rapport 4 x e R,. La limite précédente est alors
égale a :

f h(x)du(x).
X

Démonstration. — ) Supposons que toutes les mesures (y., L € %)
coincident avec une mesure u sur X. Alors, en posant pour tout h fixé
dans €,(X), m(s; hoF) = f(s)e L*(R,), tous les nombres (L(f), L € %)

coincident (avec J hdy). Il s’ensuit de ce qui précéde I'énoncé que I'on
X
a alors nécessairement :

uf) = L hdp = o(f),

ce qui montre que la limite figurant dans I'énoncé de la proposition est

atteinte uniformément par rapport a x e R, et quelle est égale a j hdp.
X
B) Réciproquement, si cette limite existe uniformément par rapport a

xeR,, alors, pour tout he %,(X), on a 7(f) = w(f) (toujours en posant
m(s; hoF) = f(s)); donc, d’aprés la méme propriété utilisée en a), pour
tout Le Z, on a L(f) = p(h) = «(f) = w(f); autrement dit, toutes les
mesures (4, L € &) coincident.

CHAPITRE V

ELEMENTS D'UN ESPACE DE_ FONCTIONS
OU DE DISTRIBUTIONS DEFINISSANT SUR CET ESPACE
UNE MESURE ASYMPTOTIQUE CYLINDRIQUE OU DE RADON

1. Eléments d’un espace de fonctions ou de distributions
définissant une mesure asymptotique sur cet espace.

Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé
réel, F une application de G (= R) dans E, mesurable pour les tribus
boréliennes respectives de G et de E.

DEFINITION 1. — On dit que F définit une mesure asymptotique cylin-
drique sur E, si les mesures uf convergent, quand T — o, cylindriquement
vers une mesure cylindrique limite, notée uF.

DEFINITION 2. — Supposons maintenant que E soit un espace de (classes
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de) fonctions réelles définies sur G (ou un espace de distributions) ; pour
tout feE, t,f désigne la translatée de f par h. Pour tout T > 0, on dési-
gnera par uf la mesure u%, ou F est I'application de G dans E définie par
F(h) = 7, f, et on dira qu’un élément f de E admet une mesure asympto-
tique cylindrique (mes. as. cyl.) si c’est I'application F qui en admet une
au sens de la définition précédente.

DEFINITION 3. — De méme, on dira qu'un élément feE admet une
mesure asymptotique sur E, si c’est I'application F(h) = 7, f qui en définit
une sur E, au sens de la définition générale du chapitre I.

THEOREME 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que F
admette une mesure asymptotique cylindrique sur E, est que pour tout
élément ¢ du dual E’ de E, la fonction t~» (&, F(t) ) g admette une
mesure asymptotique sur R.

Démonstration. — Considérons les mesures (de probabilité) (uf; T > 0);
elles convergent cylindriquement quand T — oo si et seulement si, pour
tout £eE’, les mesures &ouf convergent étroitement dans P(R), C’est-
a-dire que pour tout he %,(R) (fonction continue et bornée sur R), on ait

1
L hd(¢ o u3) = 5= LT h[< ¢, F(r) Ylat

tende vers J hdvs, ol v, est une mesure de Radon sur R. Or, ceci veut
R
dire que la fonction réelle t ~» { &, F(t) ) admet une mesure asymptotique

sur R.

Nous allons maintenant chercher des conditions suffisantes, assez larges,
pour qu’une application F ait une mes. as. cyl., et pour que cette mesure
soit une vraie mesure de probabilit¢ sur E.

THEOREME 2. — Soit E un espace de Banach de (classes de) fonctions
réelles définies sur G, invariant par translation, et tel que la repré-
sentation h~-» 1, soit fortement continue et uniformément bornée de G
dans E. Si f est un ¢lément faiblement presque périodique (pour le groupe
des translations) de E, f définit une mesure asymptotique cylindrique u/
sur E. De plus, g/ est une mesure de Radon sur E munie de sa topologie
faible a(E, E’) (et méme sur E fort) et les mesures uf convergent étroitement
vers u/ sur (E, o).

Démonstration. — Rappelons qu'un élément f de E est dit faiblement
presque-périodique (pour le groupe des translations) si I’ensem-
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ble {1,/,he G} est relativement faiblement compact dans E. D’apres
un théoréme d’Eberlein (Eberlein [/]), pour tout élément ¢eE,
h~» &, 1, f> est une fonction numérique faiblement presque-périodique
continue (fonction d’Eberlein). Or, une fonction réelle faiblement presque-
périodique continue admet une mesure asymptotique sur R. Donc, d’aprés
le théoréme 1, f admet une mesure asymptotique cylindrique.

Considérons I’enveloppe convexe équilibrée faiblement fermée A de
I'ensemble { 7,(f), he G }. A est une partie convexe faiblement compacte
de E (Dunford et Schwartz [I]). Donc, 'application F(h) = 1, f vérifie la
condition C(S), avec S constitué par I’ensemble A et ses homothétiques ;
la mesure cylindrique uf est donc scalairement concentrée sur A. D’aprés
la propriété (IV, 1, d), uF est une mesure de Radon sur E muni de sa topo-
logie faible o(E, E’). D’aprés un théoréme de Phillips et de Grothen-
dieck (Badrikian [I], théoréme 9.1), elle est aussi de Radon sur E fort.
Les mesures de Radon ¥ convergent aussi étroitement sur (E, o) vers uF,
puisque sur P(E,), la topologie étroite coincide avec la topologie cylin-
drique (Schwartz [2), exposé n° 3). Le théoréme | est démontré.

Considérons le cas de I'espace de Banach #7 = .#? (G ; R) de (classes
de) fonctions .#P-continues (II.4.a) : pour tout fe.#F, lapplica-
tion h ~» 7,( f) est continue de G dans .#?,et|| 7,(f) || = || f|| pourtouthe G.
L'espace .#” répond donc a toutes les hypothéses sur E énoncées dans
le théoréme 1.

COROLLAIRE. — Toute fonction .#P-pseudo-aléatoire définit une mes.
as. cyl. sur .#?, qui est une mesure de Radon sur .#%.

THEOREME 3. — Soit E un espace de Banach (fonctionnel) satisfaisant
aux conditions énoncées dans le théoréme 1. Alors, pour tout élément
fortement presque-périodique f de E, les mesures pu{ convergent étroite-
ment vers une mesure de Radon p/ sur E (muni de sa topologie de la norme).

Démonstration. — Presque tout le théoréme 3 est corollaire du théoréme 2.
Donnons une démonstration directe. Posons F(h) = 1,(f}h € G). D’apres
le théoréme 1, quand T — oo, p¥ converge cylindriquement vers une
mesure cylindrique u/.

D’autre part, la famille (uf, T > 0) vérifie la condition de Prokhorov.
En effet, si A désigne la fermeture (compacte) dans E de I'ensem-
ble {1,f, he G}, on a F(h) e A quel que soit h, donc :

1
F = —— =
HEA) = o= f 1[F(hjdh =1, VT > 0.

Xt
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Par conséquent, yu/ est une mesure de Radon, et les mesures pX conver-
gent étroitement sur E (muni de sa topologie forte) vers la mesure u;
de plus, pu/(A) = 1 (u/ est concentrée sur A), car A étant fermé, on a

W(A) > lim sup HE(A).

THEOREME 4. — Soit E un espace de Banach (fonctionnel) satisfaisant
aux conditions énoncées dans le théoréme 1, et qui soit de plus réflexif.
Alors, tout élément f de E définit une mesure asymptotique cylindrique p/
sur E qui est de Radon. Les mesures puf convergent vers p/ étroitement
sur (E, o).

Démonstration. — A cause des hypothéses sur E, on a, en particulier,
pour tout feE : I'ensemble { 7,(f), h € G} est un ensemble borné dans E,
donc relativement faiblement compact puisque E est réflexif. D’aprés
un théoréme d’Eberlein (Eberlein [I]), pour tout £e€E’, la fonc-
tion h~» <&, 1,(f)) est faiblement presque périodique continue, donc
admet une mesure asymptotique sur R. Le reste de la démonstration se
fait comme dans le théoréme 1.

THEOREME 5. — Soit E un espace de distributions sur R, supposé de
Montel. Si un élément borné de E admet une mesure asymptotique cylin-
drique p” sur E, u/ est de Radon sur E, et les mesures uf convergent étroi-
tement vers p”.

Démonstration.— L’élément f€ E est dit borné, si I'ensemble { 7,(f), he G }
est borné dans E (Schwartz [3]). Il est alors relativement compact, puisque E
est de Montel. On utilise alors le critére de Prokhorov exactement comme
dans la démonstration du théoréme 2.

2. Indépendance asymptotique.

Considérons deux e. v. t. Ic réels E, E,, et deux applications F, F, de G
dans E,, E, respectivement. Supposons que F; définisse une mes. as. cyl.
sur E; (i = 1, 2), et que I'application ¢t~ F(t) = (F,(t), F,(t)) de G dans
E = E, x E, en définisse une sur E; x E,.

DEFINITION. — Nous dirons alors que les applications F, et F, sont
(asymptotiquement) indépendantes, si la mes. as. cyl. uF est le produit
tensoriel (Schwartz [I] [2]) des mes. as. cyl. uF' et uF2.

LEMME 1. — Avec les notations utilisées dans la définition, les appli-
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cations F, et F, sont indépendantes si et seulement si, pour tout ;€ E;
i=12

yw(é‘:.ﬁ(h) + <§z.Fz(h)>)( 1) = g;#o::,Fuh))( 1 ).9‘7#“2":’“'»(1)

Démonstration. — Pour que uf (mesure cylindrique sur E = E; x E,)
soit le produit tensoriel uf' ® pf2, il faut et il suffit que, pour tout
é = (61’ 52)e E" (cieE:’ i= l’ 2)’ on ait

Fu(Q) = FuF()Fu(&,)  (Schwartz [1] [2])
ou encore
F(&ouN) = F(&; oy F (&, o pFU1)
et puisque
EopF = pCEFm> — y<&uFuh)+ <& Fa)

il faut et il suffit que I'on ait I'égalité écrite dans I'’énoncé du lemme.

Remarquons que si Fy(h) = 7,(f}), ot f; sont des éléments faiblement
presque-périodiques de E; (i = 1, 2) (et que E,; satisfait aux conditions
énoncées dans le théoréme 1), alors F(t) = (F,(t), F,(t)) définit automa-
tiquement une mes. as. cyl. sur E; x E, = E. En effet, toute forme linéaire
continue ¢ sur E est de la forme :

E(xy, Xp)) = (&, xy D + (& x50, (&eELi=1,2),
CEFM) D =&l f)) + <& wlf2)D

et la fonction h — (¢ F(h)) est par conséquent faiblement presque-
périodique continue (fonction d’Eberlein), c'est-a-dire définit une mesure
asymptotique sur R.

Le cas de n facteurs E, x ... x E,, et de n applications [F,, ..., F)]
se définit et se traite de la méme fagon.

a) Soit E un espace de Banach de (classes de) fonctions réelles définies
sur G, satisfaisant aux hypothéses du théoréme I, contenant les fonc-
tions cos Ax, sin Ax (AeR) et tel que ||cos Ax|lg < 1, |Isin Ax|lg < 1,
(#€ R). On s'intéresse aux éléments fortement presque-périodiques [ de E

e

donc

qui sont développables en série de Fourier a, cos 4 x + by sin A;x,
k=0
celle-ci convergeant normalement vers f. L'ensemble (dénombrable) { 4, }

s'appelle alors le spectre de f; il engendre un sous-groupe de G qui sera
désigné par A(f).

THEOREME 6. — Soient E|, E, deux espaces de Banach (de fonctions)
du type considéré au début de ce paragraphe, et f, e E, (i = 1, 2) deux élé-
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ments fortement presque-périodiques, sommes de leurs séries de Fourier
normalement convergentes. Alors, les éléments f; et f, sont indépendants
si A(f) N A(f) ={0}.

Démonstration. — Désignons par F l'application t ~» F(1)=[F(t), F,(t)]
ou Fyh) = 1,(f) (i = 1, 2). D’aprés le théoréme I, il suffit de montrer que
sous la condition énoncée dans le théoréme, les fonctions réelles
h~s CEpy Tl ) Dy B> (&5, Ty(f,) D sont asymptotiquement indépendantes
(au sens des mesures asymptotiques sur R). Or, par hypothése, on a :

X

T, fi = Za;; cos Al(t + h) + bisin At +h) (i=1,2)

la série convergeant dans E. En appliquant &; aux deux membres de I’égalité,
on obtient pour { &, 1,f; > une série trigonométrique qui converge uni-
formément par rapport a h (he G), grace a I’hypothése de convergence
normale de la série de Fourier de f;; d’ou h~» &, t,(f;) > est une fonction
presque-périodique de Bohr, ayant son spectre égal a celui de f;. Il suffit
alors d’appliquer la condition suffisante d’indépendance (asymptotique)
de deux fonctions réelles presque-périodiques de Bohr (J. Dhombres [/]),

qui s'écrit : i i
ASfi(nA(f) = {0}

¢) Si T est une distribution presque-périodique (p.-p.) au sens de
(Schwartz [3]), alors T définit une mes. as. cyl. sur 9’, puisque, pour tout
€ 9D, la régularisée h~» (@, 1,T ) est une fonction presque-périodique
continue (fonction de Bohr). Cette mes. as. cyl. est en fait une mesure de
Radon sur 2, car une distribution p.-p. est une distribution bornée. Une
distribution p.-p. a un spectre dénombrable, engendrant un sous-groupe
de R qu'on désigne par A(T). On a alors le résultat suivant.

THEOREME 7. — Deux distributions presque-périodiques T, et T, sont
asymptotiquement indépendantes si A(T;) N A(T,) = {0}.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1, il suffit de montrer que, pour tout
couple (¢, 9,)€ 2 x 9, les fonctions de Bohr

h~s @y, 14Ty D et h~» @y 14T, )

sont asymptotiquement indépendantes. Or, elles ont leurs spectres contenus
dans ceux de T,, T, respectivement (Schwartz [3]). La condition

AT) N AT,) = {0}
est donc suffisante pour qu'elles soient indépendantes.
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3. Convergence vers le bruit blanc.

Dans l'optique des mes. as. cyl, nous allons examiner, comme appli-
cation, le comportement de certaines fonctions (complétement) pseudo-
aléatoires. Soit (x,) une suite complétement équi-répartie; soit g une

1
fonction réelle périodique de période 1, continue et d'intégrale J g(x)dx
1 0
nulle, j g%(x)dx = 1, et telle que la fonction paire, définie, pour t > 0,
0

par f(t) = g(x;) appartienne a l'espace #?(G; R), pour un p > 2.
On se propose détudier le comportement, pour A — oo, des distribu-
tions (¢léments de 9'(R)) définies par les fonctions F,(t) = ﬁj'(it) (4> 0).

En ce qui concerne la mes. as. cyl. définie sur 2’ par F,, on a le résultat
suivant.

THEOREME 8. — Dans les conditions énoncées précédemment sur f,
la fonction F, définit une mes. as. cyl. u¥ sur 2’ qui converge cylindrique-
ment, quand A — oo, vers la mesure cylindrique de la distribution aléatoire
gaussienne du bruit blanc.

Démonstration. — 1l a été démontré, dans le théoréme 6, chapitre III,
que, pour toute fonction ¢ d'une classe englobant 2, la fonction

h “”J‘ o(x).(,F ) x)dx = (o, 1,F; Ya.a

admet une mesure asymptotique o; sur R, et que o, converge, quand
A — o0, vers la mesure gaussienne centrée sur R, de variance égale

x
a j ¢@%(x)dx. Cela montre que la distribution représentée par la fonc-

tion localement intégrable F, admet une mes. as. cyl. sur 2’, et que celle-ci"
converge cylindriquement, quand A — oo, vers une mesure cylindrique
gaussienne v, dont la transformée de Fourier est donnée par

| fo
- 2(x)dx
Fu) = F(pov)l)=e ZLW , p € D(R).

4. Action d’un opérateur commutant avec les translations.

Considérons deux espaces vectoriels topologiques localement convexes E
et X de (classes de) fonctions réelles (ou de distributions) définies sur R.
On s’intéresse a I'action, sur les fonctions de E ayant une mesure asympto-
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tique sur E, d’une application A de E dans X, continue et commutant avec
les translations de E et de X, c’est-a-dire telle que

S(Af) = AS.f) (teR)(feE)

en désignant par (S,) a la fois le groupe des translations dans I'espace E
et celui de I'espace X.

THEOREME 9. — Si I'élément f de E admet une mesure asymptotique
sur E, alors, pour toute application continue A de E dans X, commutant
avec les translations de E et de X, I’élément A(f) de X admet une mesure
asymptotique sur X.

Démonstration. — 1l faut montrer que, pour tout He €,(X), la limite
suivant existe :

. 1 (T .
Jim T J_T H[S(Af)]dt

Or, A commute avec les translations, donc
H[S(Af)] = HI[AS, /)],

et comme H o A € %,(E), le théoréme est démontré.

THEOREME 10. — Si fe E admet une mesure asymptotique cylindrique
sur E, alors, pour toute application linéaire continue de E dans X et commu-
tant avec les translations de E et de X, I'élément Af de X admet une mesure
asymptotique cylindrique sur X.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1, il suffit de montrer que, pour
tout élément du dual X’ de X, la fonction

t ~ & S(Af) dxx = o)

admet une mesure asymptotique sur R. Comme A commute avec les trans-
lations dans E et dans X, on a

ot) = <& AGS ) dxx = CA*E S, ek
ou A* désigne I'opérateur transposé de A ; par I'’hypothése faite sur f,
la fonction ¢(t) admet donc une mesure asymptotique sur R, & cause du

théoréme 1. Comme ceci est vrai pour tout ¢ € X', le théoréme 10 est
démontré.

5. Construction d’applications ayant pour mesure asymptotique
la mesure de Wiener sur un espace de Banach.

Un probléme qui se pose est celui de savoir si, étant donné une mesure
- de probabilité sur un espace vectoriel topologique E, il existe une applica-
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tion F de G dans E, qui ait pour mesure asymptotique la mesure donnée ;
et éventuellement donner de F une construction simple et maniable. Nous
allons résoudre ce probléme dans le cas suivant : E est un espace de Banach
séparable, et u est une mesure gaussienne sur E. Nous allons d’abord rap-
peler quelques faits sur les « espaces de Wiener abstraits » de L. Gross
(L. Gross [/] [2]) ; Kuelbs [I]).

a) Soit H un espace hilbertien séparable (réel), sous-espace dense d’un
espace de Banach séparable B, dans lequel H s’injecte continiment.
On appelle mesure cylindrique gaussienne canonique py sur H, la mesure
cylindrique dont la transformée de Fourier est donnée par

1
F un(y) = exp (— EII yIlﬁ) (yeH).

L. Gross démontre que si la norme de B est une fonction « mesurable »
(au sens de (Gross [1])) sur H, alors la mesure j(uy), image de uy par l'injec-
tion j de H dans B, est une vraie mesure de probabilité. En particulier,
pour tout opérateur de Hilbert-Schmidt A défini sur H, la fonction
h — || Ah||y est une norme mesurable au sens de L. Gross.

On désignera toujours dans la suite par {, ) le produit de dualité entre B
et son dual B’, et par ( , ) le produit scalaire de ’espace hilbertien H.

Dans I’espace de Banach B, considérons une base de Schauder (b;)
(Day [1]) ; tout élément x de B s’écrit de fagon unique

X = ,!l_,njo ZBi(x)bi’ BieE’ et (B b; ) =0y, Vi, j.
i=1

(on peut toujours prendre || b;|| = 1, Vi, (Day [/]).

Soit d’autre part (4;) une suite dans /' de nombres > 0. On se propose
de montrer qu’il existe un sous-espace hilbertien de B, dense dans B et &
injection continue dans B, tel que :

(i) H ait pour base orthonormale la suite (¢;), ou ¢; = 4;b,, et
(ii) la norme de B soit mesurable au sens de Gross sur H.

Pour montrer (i), nous utilisons une proposition de (L. Schwartz [4]).

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un sous-espace
hilbertien H a injection continue dans B, et ayant pour base orthonormée
le systéme (¢;), est que :

«) Vfe B, ZIO; ey |* < oo,
=1
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B) le systéme (e;) est Hilbert-libre dans B, & savoir : si (¢;)e€l* et
x
c;e; = 0 (série sommable dans B), alors, pour tout i, ¢; = 0.
i=1
Or, ces deux conditions sont vérifiées par le systéme e; = 4;b;. En effet,
pour (), on a

x

ZK./; eyl SZM;V!I./’H@ < oo.

i=1

x ks

Pour (B), si x = Zcie,. = Zc,-/libi, on a B{x) = ¢;4; pour tout i, par
i=1 i=1
I'hypothése que (b;) est une base de Schauder de B; donc, si x = 0, on a
¢; = 0 pour tout i, puisque 4; # 0, Vi.
Par conséquent, il existe un sous-espace hilbertien H de B ayant toutes
les propriétés énoncées, sauf (ii) qu’il s’agit maintenant de vérifier. Or,
pour tout xe H,on a :

X

X = Zajej, () €%,

j=1

et cette série converge aussi au sens de la norme de B

On a:
xllg = }'zaj;‘jbj
=1

En prenant pour A I'opérateur de Hilbert-Schmidt défini sur H par

= = 12/ \1/2
< ZajA}’zl}’ g (Za}l,) <ZA,~) .
. =1 ’ =1 =

J

x

Ax = Z/l}/z(x lej)e;

j=1
on trouve donc

- 1/2
l1x|ls < M||Ax |4 (en posant M = (ZAJ.) >,
j=1

ce qui montre que || x||g, qui est majorée par la norme mesurable
x — M| Ax ||y, est une norme mesurable sur H.
b) Cherchons ensuite I'image u de la mesure cylindrique gaussienne
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canonique y par l'injection j de H dans B. Elle a pour transformée de
Fourier

: ! :
Fu(f) = exp { - Ellj*(‘/)llﬁ}

ou j* désigne la transposée de j. Or, il est montré dans (L. Schwartz [4])
que j n'est autre que le noyau du sous-espace H de B, et que celui-ci est
x
donné dans notre cas par Zei ® e;, C’est-a-dire que
i=1

X

) = z (Le®e) (feB)

i=1

La mesure u est, d’aprés les résultats de Gross et le fait que la norme
de B est mesurable sur H, une mesure de Radon sur B. Passons maintenant
a la construction de 'application F de G dans B, ayant pour mesure asymp-
tique cylindrique uF sur B, la mesure gaussienne (ce qui montrera en
méme temps que uF est une mesure de Radon).

¢) Rappelons quelques faits sur les suites complétement équi-réparties.
On appelle ainsi une suite (x,) de nombres réels a valeur dans [0, 1[ telle
que, pour tout entier m > 0, et tout systéme d’entiers k,, ..., k,, distincts,
la suite n = (x,,, ., ..., %,,,) est équi-répartie dans I’hypercube [0, 1[™.

Désignons ensuite par h la fonction réciproque de la fonction de répar-
tition de la loi de Gauss centrée réduite sur R; h est définie sur (0, 1).
Définissons la fonction réelle g par la relation g(r) = h(x,), ou 7 désigne
la partie entiére de t. Alors, on montre (théoréme 1, chap. III) que g admet
une mesure asymptotique u® sur R, qui est égale a la mesure de la loi de
Gauss centrée réduite, et qu'avec les notations précédentes,

[g(kl + t)9 sy g(km + t)]

qui applique G dans R™, a pour mesure asymptotique la mesure de Gauss
centrée réduite de I'espace euclidien R™, c’est-a-dire celle dont la

fonction caractéristique est égale a exp { - %(uf + ... + u,f,)},
Uy «. .5 un) €R,).

d) Remarquons que la mesure u® (= mesure de Gauss sur R), a des
moments de tous ordres, donc, d’aprés un résultat du chapitre I (théoréme 3),
toutes les puissances g?(t) sont moyennables, donc on a en particulier,
ge #*(G; R), Vp = 1. Donc, pour tout entier k, la suite n — g(k + n)
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appartient a I'espace m, = .#P(N ; R), et ceci pour tout p > 1. On a donc,
pour tout entier k :

(gk+mz e \m,.

pz21

On dira, pour simplifier, qu’une suite (4,) (e ') envoie mm,, dans [
pz1
si, pour toute suite (c,,)emm,,, on a (4,c,) el
pz1

On peut remarquer que cette condition sur la suite (4,) est assez peu
restrictive, puisque les suites appartenant a mm‘, sont « trés proches »
des suites bornées. p>1

¢) Reconsidérons alors I'espace de Banach séparable B ayant la base
de Schauder (b;), et posons, pour tout t :

KX

F() = Zg(n + 04b, (%)
n=1
ou (4,) est une suite de nombres > 0, (4,)e!' et envoie mmp dans ['.
pz1
Cette condition sur (4,) assure que la série définissant F(t) converge
dans B, pour tout t. En effet :

F(t) = F@) = zg(n + Danby,
n=1

et la suite n — g(f + n)A, appartient a [.
Pour tout feB’, on a donc

CLFOD = Zg(n + 04, £, by >
n=1

Montrons que F admet une mesure asymptotique cylindrique sur B.
Pour cela, montrons que, pour tout fe B’, la fonction { f, F(t) > admet
une mesure asymptotique sur R. On a vu que [g(l1 + 1), ..., gm + 1)]
admet une mesure asymptotique sur R™, donc, d’aprés les propriétés géné-
rales (chap. I, corollaire 1 du théoréme 2) des applications de G dans R™
et ayant une mesure asymptotique, la combinaison linéaire

MCLb gl + 0+ o+ A, S by D gm + 1)

a une mesure asymptotique sur R. En passant par les transformées de
Fourier, on voit sans peine que cette derniére mesure asymptotique est une
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mesure de Gauss centrée et de variance 22 { f, b, D2 + ... + A2 S by .
Montrons ensuite que < f, F(.)) est limite, dans .# (G; R), de
St = Zli Cfibi>gli + 1). Or, (S,) est une suite de Cauchy dans I'es-
i=1
pace .#'(G; R) (qui est complet) :

n

1Sy = Sm Il Szlill.flls' g, et (A)el'.

m+ 1

Comme d’autre part, S, converge simplement vers i F(L) D, cette
derniére fonction est dans la .#'-classe de la .#!-limite des S,, ce qui
entraine que { f, F(f) > a une mesure asymptotique sur R, limite (étroite)
des mesures y5~. Finalement, la mesure asymptotique de < f, F(t) ) est la
mesure gaussienne centrée sur R, de variance

o

Zif LB

i=1

Nous avons donc montré que I'application F a une mesure asymptotique
cylindrique sur B, dont la transformée de Fourier est donnée par

1 ©
Fu(f) = exp { - 52/1? <hbid } feB.

i=1

uF est donc égale a la mesure u de la partie (b), si I'on y prend pour
suite (4;), la méme que dans la construction de F(r).
Résumons :

THEOREME 8. — Soit B un espace de Banach séparable a base de Schau-

der (b)), soit (4;) une suite dans I, envoyant mml’ dans ['. Alors, appli-
p21
cation F définie par la série (), de G dans B, a pour mesure cylindrique
asymptotique, une vraie mesure de probabilité, gaussienne sur B.
Plus précisément, cette mesure gaussienne correspond a « I’espace de
Wiener abstrait » (B’ « H < B) (Gross [2]), ou H est le sous-espace hilber-
tien de B ayant pour base orthonormée le systéme (e; = A,b,).

Remarques. — 1) Si p est une mesure cylindrique sur B dont toutes les

« projections » fo u (fe B’) sont sur R des mesures d’un des deux types
suivants :
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(i) celle d’'une loi stable d’exposant 0 < a < 1,
(ii) celle d’'une loi de Poisson,

alors avec F(t) définie par la formule (x), et h désignant la fonction réci-
proque de la fonction de répartition de I'un des deux types de lois ci-dessus,
le résultat du théoréme reste valable, sauf qu’on ne sait pas en général
si uF est une vraie mesure de probabilité sur B.

2) Dans la construction de F(t), au lieu de considérer les translatées
d’une suite complétement équi-répartie par des entiers distincts, on peut
considérer une suite de suites équi-réparties linéairement indépendantes.

CHAPITRE VI

CARACTERISATION DES ELEMENTS
D’UN ESPACE FONCTIONNEL
AYANT UNE MESURE ASYMPTOTIQUE SUR CET ESPACE

1. Caractérisation des fonctions ayant une mesure asymptotique.
(Sur I'espace fonctionnel auquel elle appartient).

Considérons un espace de Banach de (classes de) fonctions réelles,
définies sur R, invariant par translation, et qui jouit par rapport au
groupe (S,) des translations des propriétés suivantes : chaque S(te€ R)
est une isométrie de E, et la représentation t ~» S, est fortement continue :

ISS=f1I = 0.

Dans ces conditions, I'application (t,f) ~» S,f de R x E dans E est
continue :

I Slj— Stofo ” = II Sr.f_ Sxfo + S:fo - Szofo “
SIf=foll +11S—fo —foll > 0 quand t > t, et f—f,

Rappelons qu’un élément f de E définit une mesure (de probabilité)
asymptotique sur E, si, pour toute fonction continue et bornée H(x) définie
sur E, la limite suivante existe :

T

1 . .
lim >T TH(S,j)dt =LH) (1);

T—- o

elle est alors égale a I'intégrale de H(x) par rapport 4 une mesure u/ de

probabilité sur E : L(H) = J H(x)u/(dx) (chap. I, théoréme 1).
E
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On se propose de caractériser les éléments f de E qui ont une mesure
asymptotique au sens précédent. Pour cela, on va se servir, d’'une part,
de résultats assez récents sur la théorie de la mesure dans les espaces
topologiques, du type de ceux obtenus par Dudley [/], et par Topsge [/],
et d’autre part, de la théorie des systémes dynamiques dans les espaces
métriques complets séparables de Krylov et Bogolyubov [/], Oxtoby et
Ulam [/], et Fomin [/].

Soit Q un espace métrique complet séparable (espace polonais), soit (S,)
un groupe d’automorphismes de Q (teR) (S,S, = S,,,, et chaque S, est
une application bijective et bicontinue de Q dans Q). On appelle mesure
invariante une mesure de probabilité u sur Q telle que, pour tout boré-
lien A de Q, u(S,A) = u(A) pour tout t € R. Le résultat que nous allons
utiliser est celui-ci : 'ensemble Q, des points f de Q pour lesquels la limite (1)
existe pour tout He %,(Q), vérifie la relation u(Q) = 1, quelle que soit
la mesure invariante y (Fomin [/], théoréme 8).

Remarque. — Dans I’étude de Fomin [/], le théoréme 8 est énoncé pour
I'ensemble des points quasi réguliers, c’est-a-dire des points vérifiant la
relation (1), plus une condition supplémentaire (de « récurrence »). Un
examen de la démonstration de ce théoréme montre cependant qu’elle
est valable sans cette hypothése de récurrence, si 'on suppose I’existence

d’une mesure invariante, ce que nous ferons lorsque nous utiliserons ce
théoréme.

THEOREME 1. — Soit E un espace de Banach de (classes de) fonctions
réelles définies sur R, tel que les translations soient toutes des isométries
dans E. Alors, un élément f de E vérifiant la condition S,f — f quand
t — 0 définit une mesure asymptotique sur E si et seulement si il vérifie
une condition (Cy) : il existe un ensemble compact K de I'espace E tel que

. 1 (7 .
lim sup 7T j_T x(S,. f)dt >0

ou yx désigne I'indicatrice de I'ensemble K.

Démonstration. — Désignons par Q la fermeture dans E de 'orbite O( f)
de f sous le groupe des translations S, : O(f) = {S,f,te R}. Q est un
espace métrique (pour la métrique induite par la norme de E) complet et
séparable, puisque I'ensemble dénombrable S, f, r parcourant I'ensemble
des rationnels est dense dans O( f), donc dans Q, car t ~» S, f est continu
de R dans E. L'ensemble Q est invariant par le groupe (S,). En effet, soit
p= .!erl S,./ un point adhérent a O(f). Alors, on a

S’p = S' ('!l_'nl S,".") = "]LI'I} S,_ane Q.
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La condition est nécessaire.

Désignons par u4 la mesure définie comme forme linéaire positive sur
I'espace €,(E) des fonctions continues et bornées H(x) sur E par la formule :

T

fH(x)dy{(x) ! j H(S,f)d:, He%(E)
E 2T )¢

Dire que f admet une mesure asymptotique sur E revient a dire que la
famille des mesures { u{, T > 0} converge étroitement, quand T — oo,
vers une mesure #/. D'autre part, les mesures uf et u/ sont concentrées sur
le fermé Q (Q étant fermé, on a u/(Q) > lirTn_.s;Jp wHQ) = 1), les mesures uf
et u/ sont donc tendues sur Q (Q est polonais).

Comme l'application T ~» uf est continue de [l, co) dans I'espace
des mesures de probabilité sur Q muni de la convergence étroite (vérifica-
tion immédiate), la famille de mesures de Radon (uf, T > 1 ; p’) sera
compacte pour la convergence étroite sur Q (qui est équivalente, pour elle,
a la convergence étroite sur E) (L. Schwartz [2]).

Donc, par la réciproque du théoréme de Prokhorov, valable dans tout
espace métrique complet (F. Tgpsoe [I], théoréme 9.1 (iv)), la famille
(#f, T = 1; p/) est uniformément tendue. Donc, on a, en particulier :
Ve > 0, 3 un compact K, de Q (ou de E) tel que :

WEK) =1 —¢ VT > L.
Comme

1 T
S _
ui(K,) 7T I i X (S, f)dt,

il est clair que I'inégalité précédente entraine la condition (Cy) du théoréme.

La condition est suffisante.

Considérons le groupe (S,) des translations. Chaque S, est un auto-
morphisme de Q : S, et son inverse S_, sont continues de Q dans Q. On
applique alors un résultat de Oxtoby et Ulam [I] : la condition (Cy) est
(nécessaire et) suffisante pour qu’il existe une mesure u (de probabilité)
sur Q, invariante par (S,). L’ensemble Q des points ayant une mes. as.
sur Q est de mesure ¢(Q) = 1, donc Q n’est pas vide. Ou bien Q contient
un point de O(f) : dans ce cas, il existe une valeur ¢, telle que S, fe Q,
et il en sera de méme de f. Ou bien Q contient un point pe Q — O(f);

alors on a: . .
p=lim S,/ pour une suite (¢,) = R.
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Considérons la suite p, = S_, p. On a
W =S =US_p =S =S NDII=llp=S,.fll =20,

donc f est la limite d’une suite de points ayant une mes. as., p,.
Le théoréme 1 sera alors démontré si on utilise le résultat suivant.

THEOREME 2. — Dans les conditions de I'’énoncé du théoréme 1, 'ensemble
des points ayant une mesure asymptotique sur E est fermé dans E.

Démonstration. — Supposons que f€ E soit limite d’une suite de points p,
ayant chacun une mesure asymptotique sur E. On a }gg S,p. =S,/
uniformément par rapport a teR, puisque ||S,p, — S,f Il =1lp. —fI|.

Nous allons montrer que f admet une mesure asymptotique cylindrique
sur E. Pour cela, montrons que pour toute fonction H(x) bornée et unifor-
meément continue sur E, la limite suivante existe :

T

1
lim — | H(S,f)dt.
HmoT ), (S, f)dr

Regardons pour cela le diagramme :
T T

1 1
— H(S,p,)d — H(S, f)dt
T T ( rPn) t _;:T’ T J‘_ ( rf)

T-x

deﬂ”" .......

La convergence dans la premiére ligne, quand n — oo, est uniforme
par rapport a T (puisque H est uniformément continue). Il est alors classi-

P |

T
que que, pour T — oo, 7T j H(S, f)dt converge aussi vers une limite
-T

(qui est égale a "lgg deﬂP ">.

En prenant pour H une fonction de la forme H, (x) = “*% (¢ quel-
conque dans le dual E’ de E, u quelconque dans R), on voit, en combinant
le théoréme 1 du chapitre V et le théoréme 2 du chapitre I, que les mesures pf
convergent cylindriquement (T — o0) vers une mesure cylindrique v,
sur E.

Nous allons maintenant montrer, en utilisant des résultats de Dudley
(Dudley [/]), que toute suite (uf,) (T; — o) converge étroitement sur E.
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Supposons ceci démontré et désignons par u, la mesure de probabilité
limite. Si fi, désigne la mesure cylindrique définie par p,, on a évidem-
ment I, = v. Comme l'application qui, & une mesure, lui associe « sa »
mesure cylindrique est injective (Schwartz [/]), la mesure p, est indépen-
dante de la suite (T)). L’espace des mesures (positives finies) sur E (espace
métrique), muni de la convergence étroite, étant métrisable (Partha-
sarathy [I]), ce dernier résultat montre que pf converge étroitement
vers py, quand T — oo. Le théoréme sera donc démontré si I'on peut
montrer que toute suite (uf) (T; — o) est étroitement convergente.
D’aprés I'étude de Dudley (Dudley [/], théoréme 9), il suffira de montrer
que, h désignant un élément de I'espace BL(E) des fonctions complexes
bornées et lipchitziennes sur E, muni de la norme
Al = 1811, + sup POOZHN_y
x#yeE || x — y]|
la suite {pf(h)} (j=1,2,...) est une suite de Cauchy, uniformément
par rapport 4 h variant dans la boule { || h|lg. < 1}.
Pour cela, remarquons que, puisque he BL(E), I'on a

LA, f) = KS:pa) | < RIS S = Sipulle = 1 RIILII f = pulle

(chaque S, est une isométrie). D’ou
Imelhof) —myhop)| < mylhof —hop,) <|hliLl| f= palle, VT

(en posant (abusivement),
T

1
my(hof) = 7T j h(S, f)dt) ;
-T

d’ou, en désignant par d i 1a différence my (h o f) — my, (h o f), qui se décom-
pose en

dy = mT,»(h of)— mT,(h °pn)+ m'r,-(h ° py) —my,(hop,) + my(hop,)—my(hof)
I'inégalité
|du | < 2IIRIIL 1 f = Palle + I myf(hop,) — my(hop,)].

Choisissons n = ng(g) pour que le premier terme du second membre
soit majoré par ¢2. Comme, pour chaque n fixé, par exemple pour
n = ny = ny(¢) les mesures (ui;o) (j=1,2,...) convergent étroitement
vers la mesure uP, I'on voit, en appliquant un résultat de Dudley (Dudley [/],
théoréme 6), que les nombres { u-‘r’;o(h)} (j=1,2,...) convergent vers
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p™o(h) uniformément par rapport a he {llhllgL < 1}. Donc, pour tout j,
k= nye),ona
| my(hop,) — mp(heop,)| < &2

pour tout he {||h|lg. < 1}.

En résumé¢, on a bien dj, = d;(h) - 0 quand jet k — oo, uniformément
par rapport & he {|| h|lg. < 1}.

On obtient comme corollaire le

THEOREME 3. — Soit E un espace de Banach de (classes de) fonctions
réelles définies sur R, de norme invariante par le groupe (S,) des trans-
lations, et tel que la représentation t ~» S, soit fortement continue. Alors,
un élément f de E admet une mesure asymptotique sur E si et seulement
si f vérifie une condition (Cy).

2. Exemples d’espaces auxquels s’applique le théoréme 1.

a) L’espace #P?(R; R). Le théoréme 3 s’applique au sous-espace (de
Banach) .#?, constitué des éléments .#P-continus.

b) L’espace SP de Stepanoff. C'est I’espace des (classes de) fonctions
mesurables sur R, telles que

u+1 1/p
Il flls» = sup (I | f() l"dt) < .
ueR

Clest un espace de Banach (deux fonctions égales presque partout étant
identifiées). La norme est invariante par translation (Besicovitch [1]).

¢) Le théoréme 3 s’applique a I'espace LAR; .#) (1 < p < ®), o m
désigne la mesure de Lebesgue.

d) Un autre exemple de cas ou s’applique le théoréme 1 est celui de ¢(R),
espace des fonctions continues et bornées sur R, muni de la norme uniforme,
en prenant pour f une fonction (bornée et) uniformément continue sur R.

Nous allons appliquer les théorémes 1 et 3 dans un cas particulier pour
trouver des conditions suffisantes pour qu'une fonction f(t) bornée et
uniformément continue admette une mesure asymptotique sur R.

DEFINITION. — Si A est un sous-ensemble mesurable de R, on désigne
par densité supérieure de A la quantité

1 1
liqlqs:?p 7T f dt = Iir%l_’si.lp 77 mes (X; N A)

X‘rf'\A

ou « mes » désigne la mesure de Lebesgue.
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La condition (C), qui s’écrit encore

lim sup —l— dt > 0,
Tox XTn(:ScfeK)

s'énonce alors sour la forme suivante : il existe un compact K et un ensem-
ble A = R de densité supérieure > 0, tels que, pour tout te A,ona S, fe K.

Considérons le cas d’une fonction f(t) réelle bornée et uniformément
continue sur R.

Pour tout n, désignons par m, un systéme constitué par une partition
finie { M,, ..., M, } formée de parties mesurables de R, et par n points
quelconques s, e M,, ..., s,eM,.

THEOREME 4. — Soit f(t) une fonction réelle, bornée et uniformément
continue sur R. Alors, f définit une mesure asymptotique sur €(R) si et
seulement s'il existe un ensemble A = R, de densité supérieure > 0 tel
que : Ve > 0, In, = m,(¢), avec

suIP st;‘plj'(t+si)—f(t+s)|<s i=1,2...,n

Si tel est le cas, pour toute mesure de Radon bornée v sur R, la convo-
luée f* v admet une mesure asymptotique sur R, et il s’ensuit, en particulier,
que pour tout n, et tous (t, ..., 7,) < R, 'application t ~» [f, (1), ..., f, (1)]
admet une mesure asymptotique sur R".

Démonstration. — Un sous-ensemble borné B de I’espace des fonctions
continues et bornées ¥(R) muni de la norme uniforme est relativement
compact (Dunford et Schwartz, t. 1, th. 5) si et seulement si, pour
tout ¢ > 0, il existe une partition (mesurable) finie (M,, ..., M,) de R,
et des points s;e M, (i =1, 2, ..., n), tels que la condition suivante soit
vérifiée : .

suEsuplg(si)—g(s)|<a i=12,...,n)
geB  seM;

Prenons pour B I'ensemble O,(f) = {S,f, teA} (voir remarque sur
la condition (Cy) précédant le théoréme). '

Si la condition énoncée dans le théoréme est vérifiée, alors, en prenant
pour K I'adhérence de B dans €(R), on voit que la condition (Cy) est vérifiée,
et on applique le théoréme 2. Réciproquement, si f admet une mesure
- asymptotique sur €(R), alors il existe un compact K (de , donc de E = ¢(R)),
et un ensemble A = R de densité supérieure > 0, tel que pour tout t € A,
S,feK (cest la condition Cy). Alors, O,(f) est un ensemble relativement
compact de %(R), et la condition de I’énoncé du théoréme est vérifiée.

Si cette condition est remplie, f définit donc une mesure asymptotique
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sur €(R). f admet alors en particulier une mesure asymptotique cylindrique
sur 4(R), c'est-a-dire que pour tout élément ¢ e [¢(R)]’, la fonction

ts {f(t+2), E g

admet une mesure asymptotique sur R.

Prenons pour ¢ la mesure formée de masses ponctuelles aux n points
Ty - T, R:

v= ) ud, (u; € R).

On voit que la fonction t ~» z {ft+5),0.,08)> = ) uf(r;+ t)aune
i=1 i=1

mesure asymptotique sur R. Comme cela est vrai pour toutes valeurs

deu,eR(i=1,...,n),onvoit(corol. 1,th.2,chap.I)que t ~ [, (1), . . ., £, ()]

a une mesure asymptotique sur R”".

3. Structure algébrique de I’ensemble des éléments
ayant une mesure asymptotique sur E.

Considérons I'ensemble.7 (E) de tous les éléments de E, ayant une mesure

asymptotique sur E. En ce qui concerne sa structure algébrique, on a le
résultat suivant.

THEOREME 6. — Soit E un espace de Banach de (classes de) fonctions
réelles définies sur R, de norme invariante par le groupe (S,) des trans-
lations, et tel que la représentation t ~» S, soit fortement continue. L’en-
semble 7 (E) des é€léments de E qui ont une mes. as. sur E forment alors un
sous-espace vectoriel fermé de E. Si E est une algébre de fonctions, 7 (E) est
une sous-algébre de Banach de E.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 3, feE a une mes. as. (sur E)
si et seulement si f vérifie une condition (Cy), qui est équivalente & une
condition plus forte, d’aprés la partie « condition nécessaire » de la démons-
tration du théoréme 1. Soient donc f! et f? deux éléments de E apparte-
nant a 7 (E). Alors, pour tout ¢ > 0, il existe des ensembles compacts K},
K2 de E tels que :

1 (T .
l>1fl — j xS fdt = 1 — ¢ i=12)
> T
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donc, en posant
Al={teR:S,fleK!} i=12)

on aura
T

. 1
i) = |j —
AA) = lim sup 5 f

Tx,\g(t)dt =>1-—c¢ i=12)
Considérons le sous-ensemble de R :
A, = A nA?
SiteA,onaalafois S,f'eK/! et S,/>e K2 et alors
S(f' + ek} + K2
et, dans le cas ou E est une algébre de fonctions (avec le produit ponctuel)
S(f'.f?)eK!.K?  (notations évidentes).

Nous allons voir qu’il est impossible que, pour tout ¢ > 0, on ait A(A,;)=0.
En effet, considérons la décomposition

Al = Al n A2 + Al 0 (AZ);
elle donne :
MAL) < AA) + A(AZ))

(4 est une fonction d’ensemble sous-additive et croissante). D’ou il s’ensuit

que, si A(A,) = 0, alors

. A =1 -

ou encore : ,
lim sup pf(KZ)) > 1 — ¢ ()

puisque AZ = {t:S,f2eK?}.
Drautre part, on a vu plus haut que :
. fz 2 _
inf (K >1-¢

donc )
lipl inf /' Ky=1-¢ )

On aura donc en méme temps les inégalités (1) et (2), ce qui est absurde

1
avec un ¢ < 3 En effet, comme, pour tout T, on a :

PK) + pf'(K) = 1
on doit avoir
lim inf uf(K) = lim inf [1 — K] =1+ lim inf (— 15 (K9))
=1 — lim sup p(K) <e  (dapreés (1))
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I existe donc un ¢ > 0 tel que A(A,) > 0.
Comme il est vu plus haut que pour tout re A, on a

S(f'+fHeK! + K?

(et S(f'.f?)eK!.K2 dans le cas d’une algébre E), on voit bien que les
éléments ! + f2 (et f'.f?)de E vérifient une condition (Cy) (avec, respec-
tivement, les compacts K} + K2, et K!.K2). Donc, ils admettent, d’aprés
le théoréme 3, une mesure asymptotique sur E.

Que Af appartienne a J(E) pour tout réel A, si feZ (E), est évident.
L’espace vectoriel 7 (E) est fermé dans E, d’aprés le théoréme 2. Le théo-
réme 6 est démontré.

L’espace 7 (E) contient I'espace des éléments presque-périodiques de E,
puisque ceux-ci ont une mesure asymptotique (de Radon) sur E.

Dans le cas de I'algébre E des fonctions réelles bornées uniformément
continues sur R (E muni de la norme uniforme), on obtient le

CoroLLAIRE. — Si E désigne I’espace des fonctions réelles bornées uni-
formément continues sur R, muni de la norme uniforme, I’espace 7 (E) est
une sous-algébre de Banach de E, contenant ’algébre des fonctions réelles
presque-périodiques de Bohr.

CHAPITRE VII

THEOREMES DE CONVERGENCE

1. Fonctions de la classe @ .

Nous nous proposons de démontrer certains résultats de convergence
concernant des intégrales (au sens de la norme de I'espace .#2) de fonc-
tions réelles définies sur R, et ayant la propriété suivante : pour tout entier
positif n, tout systéme de nombres réels (4, ..., 7,) 'application

F@) = [£,@), ..., £,0)]

de R dans R" admet une mesure asymptotique sur R". Nous noterons @
la classe de toutes les fonctions f ayant la propriété précédente.

Nous avons déja rencontré des fonctions de cette classe, qui sont en
plus bornées et uniformément continues sur R, au chapitre VI (théoreme 4).
D’autres exemples d’éléments de @, sont connus :
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a) o) Les fonctions uniformément faiblement presque-périodiques
d’Eberlein (Eberlein [/]). Ces fonctions forment une algébre, et sont toutes
bornées et moyennables ; en appliquant le corollaire 2 du théoréme 2,
chapitre I, on voit que cette algébre de fonctions est contenue dans @.

B I:’algébre des fonctions uniformément presque-périodiques de Bohr
est contenue dans @, pour les mémes raisons.

b) Les fonctions complétement pseudo-aléatoires (Vo-Khac-Khoan [/]).
Elles sont en particulier pseudo-aléatoires (centrées ou décentrées), ainsi
que chacune de leurs puissances entiéres positives. Elles appartiennent
a la classe @, pour les mémes raisons qu’en a).

Des exemples de fonctions complétement pseudo-aléatoires sont données

par 1) = glot®)]

ou g est une fonction périodique de période 1, Riemann-intégrable, et ¢ est
un polyndme (dit « polynéme de Weyl »), dont les coefficients vérifient
une condition d’indépendance de nature arithmétique.

Les théorémes de convergence qui suivent concernent uniquement des
fonctions pseudo-aléatoires (de classe @) (et non pas les fonctions presque-
périodiques), parce qu’il porte sur les fonctions (de classe @), ayant
(donc) une autocorrélation

LT
ph) = lim —— JlT f@Of (e + 7)dt

dont la transformée de Fourier inverse (qui est toujours une mesure bornée
sur R) est absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue (on
dit que y admet une densité spectrale), tandis que I'autocorrélation d’une
fonction presque-périodique étant elle-méme une fonction presque-
périodique de 7, a une transformée de Fourier inverse qui est étrangére
a la mesure de Lebesgue.

Avant le théoréme, nous allons introduire la notion suivante.

2. Processus stationnaire associé a une fonction fe @ .

a) Soit f une fonction de la classe @, ; alors, pour tout n, et tout systéme
de nombres réels (t,, ..., 1,), la mesure asymptotique de la fonction
t ~ [f,(0), ..., f ()] existe, soit u, .. sur R

Ces mesures ont la propriété d’invariance suivante : pour tout te R

”tl,...,t,. = #t] +1,..., Thtt

Vol. XI, n° 1-1975.



88 PHAM-PHU-HIEN

En effet, pour toute fonction h(x,, ..., x,) continue et bornée sur R~

1 (T
L" hd#n,....t" = .11.1_1.1(1!) ﬁ Jor h[f(Tl + t)’ .. ﬂf(tn + t)]dt

1 (T

L Bty = Jim o= | e+ 0, s ol + O

T+t

I
=
|

hlf. ), ..., f, (W)du.

T-o 2T J-T+z

En posant h(f, (u), ..., f. (1)] = ¢(u) (€ L*(R)), on a

I hd#n ..... n —'[ dﬂt+n ..... T+,
R'I n

1 T T+t
lim — t)dt —
Jim ZT{ I_T o(2) '[_Tﬂrp(t)dt}

.....

. 1
<llolls Jim =2|c|=0.

naire ».

b) 11 est facile de vérifier que ce systéme est compatible (Loeve [1).
Donc, le théoréme de prolongement de Kolmogorov (Loeve [I]) per-

met d’affirmer qu’il existe sur I'espace (Q, o) = <H R,,®QZ,) une
teR teR

mesure de probabilité P (unique), telle que les p,,
tions : si m,  _ est 'application coordonnée

., €n soient les projec-

.....

[a)(tl)’ R w(Tn)] = [xn(w)5 ey th(w)]
de Q dans R", on a

¢) Considérons le processus strictement stationnaire, ayant pour
espace de base (Q, &, P), et pour variables aléatoires X,(w) = w(t).

On appellera (X)) le processus aléatoire associé a la fonction fe®,,.
D’aprés le théoréme 4 du chapitre I, la covariance de ce processus est
égale a Pautocorrélation de f :

| L
EXX,.] = lim — f SO + Dt = y,40) = ().
-T

d) Considérons le sous-espace vectoriel (réel) fermé %, de .#* engendré
par les translatées de f. %;, muni du produit scalaire

1 T
k) = lim — tk(t)dt,
(& k)= lim — f_Tg() ()
est un espace hilbertien (Vo-Khac-Khoan [/]).
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Considérons maintenant 'application linéaire U, définie sur le sous-
espace vectoriel %, de .#? engendré par les translatées { fr; teR} de f
(%, est dense dans %), 4 valeurs dans I’espace des variables aléatoires
L%Q, o, P), qui, & f, € %,, fait correspondre la variable aléatoire X (w).
Nous allons voir que U applique %, dans L%(Q, &, P), et que U est une
isométrie pour les normes hilbertiennes respectives de %, et de L(Q, o/, P).
En effet, si

F = 2(',;/;‘6%0,
i=1
“ F ”%j = ” Zci.f;i
i=1

D’aprés I'hypothese faite sur f: fe @), tout élément F de #, admet
une mesure asymptotique sur R (corol. 1 du th. 2, chap. 1), et, d’aprés les
propriétés des moments des mesures asymptotiques, on a

on a

T 2

1
= lim — dt.

2
M2 T-o 2T -T

Zcif;i(t)
1

T

|
_l[l_[r}o T . | F(t) |2dt = J; x2duF(x).

Par ailleurs, la mesure uF est égale a la loi de la variable aléatoire

U(F) = z(-ix,i(w), puisque la fonction caractéristique de cette loi est
i=1

donnée par :

53X, i eX ()
o(s)=E{e ' }=je‘ P(dw)
Q

is i CX; 1 T s i &t ()
e =1 dx,, ...,dx) = lim — =t d
Ln Potorrd Xty oo i) = fim o | e

(cette derniére égalité résultant de la définition méme de la mesure asympto-
tique #l‘] ..... t'.)

1 T
= lim — esF gt
T-x 2T -7
= fonction caractéristique de la mesure asymptotique uF.
On a'donc :

I1F1I3 , = moment du second ordre de la variable aléatoire réelle U(F)
= | U(F) |1 @,a.p) -
Cette application linéaire isométrique de %, dans L%(Q, <, P) se pro-
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longe en une application linéaire isométrique unique, que nous noterons
encore U, de tout %, sur un sous-espace fermé »# de L%(Q, o/, P). Dans

cette application, a toute combinaison linéaire F =2c,. fodes{ f,1eR },
n i=1
correspond la combinaison linéaire Y = ) ¢;X,, des variables aléatoires X,
sur (Q, o, P). =
¢) Si fed, est .#*-continue, I'intégrale sur (O, T) de I'application
T

continue 1 -~ f, de R dans .#?2, soit J f.dt (« intégrale au sens de la
0o

norme de .#?% »), est .#*-limite de combinaisons linéaires de la forme
n
F,= zc’!ﬁr—
i=1
Le processus stationnaire (réel) (X,) correspondant a cette fe @, (défini
au ¢)), est continu en moyenne quadratique, puisque, par application du
théoréme 4 du chapitre I, on a :
E(X, s = X)* = M(fis = 0% = Il fias = filBes = O.

Dong, l'intégrale de I'application continue t ~» X, de R dans L%(Q, </, P):
T

J X.drv est L2-limite de combinaisons linéaires de la forme
0

Y, = ) X = U(F,).

i=1
Comme I'opérateur U est continu, on obtient finalement que I'intégrale
T T
X.dt est 'image par U de I'intégrale j fdr.

« au sens de L¥(Q, o, P)»: (
0

JO

T

f) Lintégrale Y, =J f.dt étant #>-limite d’éléments de la forme
V]

n

F, = ) (}f., la mesure asymptotique de Yy est la limite étroite des mesures

i=1

asymptotiques des éléments F,, mesure dont on a montré I'égalité avec la

n

loi de la variable U(F,) = Zc}'x,?(Z(d)). Comme les U(F,) convergent

T i=1

dans L%(Q) vers Z; = I X,du, on voit que la mesure asymptotique de Yy
0

est finalement égale a la loi de Z.
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3. Un théoréme de convergence.

a) Rappel sur le théoréme central limite pour les processus stochastiques
stationnaires. — On dit (Rozanov [I]) que le théoréme central limite est
applicable au processus (strictement stationnaire, réel) X(t) (d’espace de
base (Q, &, P)), si, en posant

) 1 t [
l'](S, t) = (t———sw'z' [ J; X(u)du - E( J; X(u)du)]

t ! -
ou [ X(u)du est une intégrale en moyenne quadratique (c’est-a-dire l'inté-
S

grale de la fonction supposée continue u ~» X(u) de R dans L¥Q, o, P)),
et ou E désigne I'espérance mathématique, on a :

«) la limite lim E[n(S, t)?] = o? existe, et

P) la loi de la variable aléatoire (s, t) tend, lorsque t —s — oo, vers
la loi gaussienne centrée de variance o.

Dans Rozanov [/], il est établi une condition suffisante simple (théo-
réme 11.2, lemme 10.6 et inégalité 10.4) pour qu’un processus X(t) obéisse
au théoréme central limite. Cette condition porte sur la covariance du
processus, et s'énonce comme suit : la mesure spectrale (transformée de
Fourier de la covariance) doit avoir une densité (spectrale) ¢(4), laquelle
devant vérifier la condition (C,) suivante.

1l existe une fonction sommable ¢4(4), de transformée de Fourier nulle
sur un demi-axe réel (r = 0), telle que le rapport @/@y4) soit de
module >¢&>0, et admette une dérivée k-iéme bornée. Sous la condition (C,)
(pour un k > 2), et si, de plus, le processus (X,) admet un moment d’ordre

4
0>2
+k

T alors il est démontré dans Rozanov que le processus (X,)

obéit au théoréme central limite.
b) En remarquant maintenant que la covariance du processus (X,) est
égale a la corrélation y(t) de la fonction f(t), et que la mesure asymptotique
1 T . .
de —]T/l[ [ fd, — Tm] (m désignant la moyenne temporelle de f(r)), est
Jo
égale a la loi de la variable aléatoire

1 [ [‘T T
— X, du — E< [ X,,du)],
T2 o Jo

on obtient le résultat de convergence suivant.
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THEOREME 1. — Soit f(t) une fonction réelle ayant la propriété suivante :
pour tout n et tous (ty, ..., 7,) = R, lapplication t ~» [f, (1), ..., f, (1)]
admet une mesure asymptotique sur R". Supposons que la corrélation
de f ait une densité spectrale ¢ vérifiant la condition (C,) (k = 2).

Dans ces conditions, la mesure asymptotique de I'élément de .#2 :

1 T
T f fd. — mTY?  (m = moyenne de f(t)),
0

converge étroitement, quand T — o0, vers une mesure gaussienne centrée
sur R.

Démonstration. — 11 reste seulement a vérifier que le processus (X)),
correspondant 4 f(t) dans la construction précédant le théoréme, a un

4
moment -d’ordre 6 > 2 + P Or, I'hypothése fe ®'™ entraine que

fep, ¥p = 1. Donc, la variable aléatoire X, dont la loi est égale a la
mesure asymptotique de f, a un moment d’ordre p, pour tout p > 1.

4. Théoréme de convergence
vers la mesure du mouvement brownien.

a) o) Considérons une fonction réelle fe®,, dont nous supposons
(pour simplifier), la moyenne M( f) nulle. Si f est .#2-continue (par exemple
si sa fonction de corrélation est continue a 'origine), alors on a vu que
chaque intégrale (au sens de la .#2-norme)

X
[ fdt

0

est .#2-limite de combinaisons linéaires de la forme F, = ) ¢{fn et

i=1
qu'elle admet (en tant que .#2-fonction), une mesure asymptotique sur R.
X

0
Considérons n points (s;, ..., s,) de lintervalle [0, I], puis I'¢élément
de . 4% x ... x . #*:

1 51X 1 snX
<—— J fdr, ..., — f _I;d1:> ;
Ox Jo Ox Jo

c'est une (classe d’) application de R dans R". Montrons qu’elle admet une
mesure asymptotique g~ sur R" ; d’aprés le corollaire | du théoréme 2,

2
En particulier, la moyenne M(J j',dr) = 0,2( existe.
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chapitre I, il suffit pour cela de montrer que pour tout systéme 4,, ..., 4,
de nombre réels, I'élément de .#2 :

51X snX
ZIJ‘ fdr + ...+ i.,,j fdt

0 ]
skx

admet une mesure asymptotique sur R. Or, chacune des intégrales f fdt
0

étant . /2-limite d*éléments de .#? de la forme

n

Fn(k) = Z(';'(k)ftf'(k) ’

i=1

I'on voit que la somme est .#2-limite de combinaisons linéaires de
{ 1. :7€[0, X]}, ce qui montre bien, puisque fe®,, que cette somme a
une mesure asymptotique sur R.

B) On se propose maintenant de montrer qu'il existe, pour tout X > 0,
sur I'espace %[0, 1] des fonctions continues sur [0, 1], une mesure de proba-
bilité Py, dont chaque projection Py " sur R", image de Py par l'appli-
cation @ ~ [¢@(s,), - .., @(s,)] définie sur ¥[0, 1] & valeurs dans R", est
exactement égale a4 la mesure (asymptotique) u**~*" considérée en o).

Pour montrer l'existence d'une telle mesure Py sur €[0, 1], il suffit,
d’aprés le critéere dd 4 Kolmogorov (Prokhorov [/]), de montrer que
le systéme des mesures u2(s; € [0, 1]) vérifie la condition :

Jj , [ Xy — xy | dpy(xy, X3) S klsy — sq [
R

pour un nombre a > 1, une constante k et un nombre a > 0. Nous allons
vérifier cette condition pour a = a = 2. Il s’agit donc de majorer

Ox(sy, 53) = fL (x; — xl)zdﬂ';("sz

par k(s, — 5,)%. On a :
Ox(sy1> $2) = JJ (xf + x2 — 2x1x2)d;4§(h52;
R2

en appliquant aux moments figurant au second membre de I’égalité précé-
dente les théorémes sur les moments du chapitre I, on obtient, en posant

X 1 sX
Fs =— ./;:d‘ta

Ox Jo
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I’égalité
1 T
Ox(5y, 85) = lim — FX(t) — FX(1))%dt.
x(515 52) Tl_mo T J—T( sz( ) sl( ))
Donc
1 52X 2 l
Ox(s1, 85) = | Fly — FX % = || — j fdt < (5= 5P X2 || f |2
Ox Jsix #2  Ox

L’assertion concernant l'existence de la mesure Py sur %[0, 1] est
démontrée.

b) Considérons le processus strictement stationnaire (¢,), d’espace de
base (Q, &, P) (introduit en 2-c)) associé a la fonction f. On montre, en
faisant appel a Iisométrie U de %, dans L%Q, o, P) comme en (2-f)),
que chacune des mesures p***~ (s; € [0, 1]) considérée en a), est égale a la
mesure sur R" qui est la loi de la variable aléatoire & n dimensions

(YX, ..., YX)

1 sX
ou YX = — | ¢&dt (intégrale au sens de L%(Q, &/, P)). On montre aussi
Ox Jo
X 2
de la fagon habituelle que 6% = E[(j é,dt) ] Autrement dit, les diffé-
o

rentes mesures u*™ (s;€[0, 1]) constituent les « lois de répartition de
dimension finie » du processus YX (s € [0, 1]). Ce processus définit sur /[0, 1]
une mesure de probabilité, qui n’est autre que la mesure Py considérée
en a) (puisqu’une mesure de probabilité sur un Banach, ici €[0, 1], est
déterminée par sa mesure cylindrique).

L’identification précédente permet d’utiliser les résultats démontrés
par (Davidov [I]) concernant la convergence du processus (YX, s€ [0, 1])
vers le mouvement brownien lorsque X — oo, pour obtenir la conver-
gence vers la mesure W de Wiener sur €[0, 1], des mesures Py (X — o0).
La condition suffisante de convergence démontrée dans (Davidov [I]) peut
par ailleurs facilement étre transformée en une condition portant sur la
densité spectrale ¢(4) du processus (&), si 'on utilise des résultats de
(Rozanov [I], lemme 10.6 et inégalité 10.4).

De cette fagon, on arrive au théoréme suivant, qui partage avec le théo-
réme 1 le fait de ne concerner que les fonctions f(e ®,) qui sont pseudo-
aléatoires, puisqu’il suppose que la corrélation de f admet une densité
spectrale ¢.

THEOREME 2. — Soit f(t) une fonction réelle de la classe @, telle que la

X 2
moyenne M(f) soit nulle et que la moyenne M[(J ﬂdt) :l tende vers oo
V]
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quand X - oo0. Supposons de plus que la corrélation de f admette une
densité spectrale ¢q(4) ayant la propriété suivante : il existe une fonc-
tion @y(4) sommable telle que sa transformée de Fourier ¢, vérifie la condi-
tion @y(t) = 0 pour t > 0, avec :

&
L 2e>0, et (£> soit bornée, pour un k > 2.

Po di*\ @,

- Dans ces conditions, la mesure Py sur €[0, 1] associée a la fonction f,
construite en a), converge étroitement sur €[0, 1] vers la mesure W de
* Wiener.

Les deux théorémes de convergence précédents, outre 'intérét propre
des résultats obtenus, montrent, par leurs démonstrations, une méthode
générale permettant d’obtenir des résultats concernant les mesures asymp-
totiques, A partir de résultats connus dans la théorie des processus stochas-
tiques stationnaires.
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APPENDICE 1

DEMONSTRATIONS DE CERTAINS RESULTATS
DU CHAPITRE 1
1. Démonstration du théoréme 4 (chapitre I).

a) Montrons d’abord quesi f et g € .#%(G ; R), alors pour la mes. as. p de F(t)=[f (1), g(2)],

on a
“; | xyldu(x, y) < co.

Pour cela, considérons la fonction h(x, y) = | x.y| définie sur R et pour tout A > 0,

la fonction h, égale a hsi| h(x, y)| < A,a Asi|h(x, y)| > A; h, est une fonction continue
et bornée sur R2, donc

1 .
'P—E?o 2_T e hA[f(t)s g(t)]dt = IL: hA(x: y)d”(xy y)’

ce qui donne

1
'”‘ ha(x, y)dp(x, y) < lim sup — I 1@ g0 1dt <l f a1l gllaz < o
R2 T-o 2T Xr

d’aprés linégalité de Holder. Le théoréme de Beppo Lévi, appliqué aux fonctions
ha(x, y) 1 b(x, y) (A = o0), montre alors que h(x, y) = | x |.| y| est u-intégrable.
b) Considérons la fonction caractéristique ¢ de la mesure p :

o(u, v) = lim _l_ e +ogml gy = M { eilvf(tH-vw))}
T-o Xt

az
Comme le moment croisé d’ordre 2 de u existe, il est égal a I'opposé de 7e (0, 0),
quantité que nous allons évaluer, Oudv

L) ou + h, v) — @(u, v) PRI Fivgl) _ pinf(n)+ivglt)
— (4, v) = lim = lim M{ }
ou 0 h A0 h

Comme
PLUCRLIIORL {U) R eitus) +ogn)]

h

- if(t)e“"""*"'""l <3 Al ISOP

la norme dans #'(G; R) du premier membre de Iinégalité précédente sera majorée
1
par 5' k1 1l f 1% qui tend vers 0 quand h — 0. Cela montre que la fonction
t if(t)e""""""’“"’

est moyennable, puisque I'ensemble des fonctions moyennables est fermé dans .# YG; R)
(Vo-Khac-Khoan [1]). Par la méme référence, 'opérateur de moyenne M { } est fermé
dans .#'(G; R), donc on a :
. u+ h,v) — @u, v dp(u, v
M { if (1)efe/ 0 +van } = lim o ) — o(u, v) _ p(u, v)
h=0 h du
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On recommence le méme raisonnement pour le calcul de

92 1[ o0, B) o
b4 = im_[_"i_!__'p(o,o)]
- ou ou
en utilisant cette fois la majoration
(e — 1]

; — i (nglr)

1
l < Elhl I f(O*) |.ar
'y

<1 h 2 =1 h 24
\ZI IS Nzl 8% 1wz 2I IS Nzl 211

On obtient finalement
2

%e

—(0,0) = - M{ f(t)g() } .
dudv

Le théoréme 4 est démontré.

2. Démonstration du théoréme 5 (chapitre I).

L’hypothése sur f implique que fe #%, Vp > 1; en effet, il suffit de remarquer que pour
les valeurs paires de p > p,,

1 T
: 2k = 2 2k o0
1!21:7 2T .[.T(f(t)) dt = || f |17 <

et ceci pour tout k(2k = p,), et que #? — .#9 pour p > q. Considérons alors une suite
quelconque T, — oo, et les mesures uf . Cette suite de mesures a la propriété que pour
tout p > po, ses moments d’ordre p tendent (n — o) vers une limite m, (finie). D’aprés
une propriété des moments (Loeve [/], p. 185), la suite des moments d’ordre q converge
alors pour tout g > 0, et les limites (m,, g > 0) forment la suite des moments d’une mesure
bornée o = o((T,)).

Si la suite des moments (m,, q > 0) détermine cette mesure o (il y a une seule mesure
bornée ¢ ayant les (m,)) pour moments), alors toutes les suites (uf ) convergent vers la méme
mesure ¢ qui est par conséquent la mes. as. u/ de f. On a de nombreux critéres d’unicité
(pour les suites de moments) ; un exemple en est celui de Carlemann :

o

zmz—'lIZn = o0

2 l
—_— =0
1S 1Lazn

qui s’écrit ici

Une condition suffisante pour la relation précédente est

X 1
lim inf — || f || g2n < ©

n= o
n

(Shohat et Tamarkin [/]).

3. Démonstration du théoréme 6 (chapitre I).

Les conditions sur f entrainent que fe .47, ¥p > 0. De toute suite T; = <o, on peut
donc extraire une sous-suite (T,) telle que (#f,) = (u,) converge étroitement vers une

Vol. XI, n° 1-1975.



98 PHAM-PHU-HIEN

mesure u. La fonction caractéristique ¢(z) = J. e**u(dx) de p est analytique dans la

bande |Im z| < r. En effet, cela est vrai si et seulement si J‘e'“'n(dx) < o (Loeve [/},
p. 212); d’autre part, I'inégalité

lim inf Jgdu, > J-gdy

pour la fonction > 0 continue g(x) = €' (Loeve [/], p. 183), entraine qu'on ne peut avoir
a la fois | gdu = + oo et la condition a) de I’énoncé.
Comme fe .#4° Vp > 0, le théoréme 3 donne :

I

o1
A xPu(dx) = _an; o, J; . (f(@)rdt = m,,

ou les m, ne dépendent pas de la suite (T,), ce qui montre, avec I'analyticité de ¢, que la
mesure u = pu((T,)) est indépendante de (T,); en effet, le développement en série entiére
de @ autour de z = 0, qui la détermine, dépend uniquement des moments (m,).
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APPENDICE 11

DEMONSTRATIONS DE CERTAINS RESULTATS
DU CHAPITRE III
1. Démonstration du théoréme 2 (chapitre III).

Cherchons & démontrer que F(r) = [f,(1), ..., fi(t)] admet une mesure asymptotique
sur R Pour cela, prenons la fonction

H(x,, ..., X) = exp [i(s;%; + ... + sx)((5y, - - ., s) € RY),

et considérons la quantité

N-1
— ellhImH ctafuldy = f el ot aaed gy — l zeﬂnln(ﬂ)*'---*'an(d)l
N J, N 4
=

Par I'hypothése faite sur les fonctions g(u), la fonction
U Pt TI0 B euu..(u)

est Riecmann-intégrable sur [0, 1]. Donc, par I'hypothése faite sur les suites (ul),5o, ON
a la relation

N
lim l eﬂllll(')"’---"‘lklk(l)ldt J' J. eﬁlltlixl)"‘ *&n(xk)]dx ...dx Xy

N-=o N Jo
l_l I eﬁm“!’dx, PE(S1s - - -5 Sp)-

i=1
D’autre part, il est facile de montrer que dans la relation précédente, le premier membre
T
est aussi égal a 1!im T J; ... dt. Ceci montre que F(t) a une mesure asymptotique sur R,
-

de fonction caractéristique @g(s,, ..., ;). Par ailleurs, on voit, exactement de la méme
maniére, que chacune des fonctions fi(t) a une mesure asymptotique sur R, de fonction
caractéristique

1
s (s) = J elrmixgx,
o

Celamontrequepr =y, @ ... @ u ™ C’est-a-dire que les k fonctions f(t) sont asympto-
tiquement indépendantes.
2. Démonstration du théoréme 4 (chapitre III).

Cherchons d’abord la mesure asymptotique de la fonction

A A
Ga() = J‘ St = svds) = St + wo(du)  (od o =)
-A A

-1
N n+1
Gt =I 1t + woldu) = E _[ S+ Wotdu).
-N n

n=-—-N
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(t = partie fractionnaire de t)

n+1-t n+1
(e N z [J. f(n + Ho(du) + I fin+f+ l)c(du)]

n+1-t

d’ou

n=-N

ou, en regroupant les termes deux a deux :

N-1
=N+1-¢ n+1—1t N
Gn) = j f(—=N + fo(du) + E fin+9 o(du) + I f(N + f + 1)o(du)
-N n—1 N-t
n=~-N+1 ~ ~

N
n+1-g
G\(1) = Z f@ + n)l(¢), en posant () =J' o(du)

n=-N "E

(avec les exceptions évidentes pour les termes /_y et ly).

Pour avoir la mes. as. uy, de la fonction Gy(t), cherchons sa fonction caractéristique @y(s) ;

pour cela, posons :
1 j’T 1 T
s) = — elsONIdp — j e
@n.1(s) T, T,

(0u f(0) = f(n + 7).

Prenons pour T une valeur entiére :

T-1 N T-1 N
1 z f'“ is 3 f.(p)l.@)d 1 2 rﬂ is 3 /.(p)l.(v)d
S) =— e "N t = — e *=-N
on09) T i L= v
T p=-T

4
p=-

N
isY, £0L©)
-N T dt

Rappelons que f,(p) = g(uy+,)-
Considérons les 2N suites p ~» u,,, ; elles sont linéairement indépendantes par hypo-
thése. Donc, en considérant la fonction complexe bornée

e =N dv
0

J' 1is i L(v)g(x,)

des 2N variables (x,) € [0, 1)2, qui est continue, donc Riemann-intégrable, si la mesure v
est supposée continue, on conclut que I'expression @y 1(s) a une limite quand T — o
par valeurs entiéres, la limite étant égale a

1 1 1 N
J ... j‘ ( J. n e""‘“’"""”dv)dx_N c..dxy
o o \Jo

—— n=-N
N N N
1/ 1 1 1
= j (I . j. n eistntOBxng e dx,)dv = J‘ [ l_[ ‘[ e“"'“’"""dx]dv.
o \Jo o ) o
—————r n=-=N a=-N
N

En appliquant maintenant le raisonnement familier sur les valeurs entiéres et non entiéres
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de Tquand T — oo, on conclut que la fonction caractéristique de la mes. as. pg,, est donnée

par N
1 1
= [ ([] [[esmmscl
o N1l Jo

Remarquons maintenant que la mes. as. de f(t) a pour fonction caractéristique

1
P(s) = I Pl b
o
On a donc

1
j el gy = @fsl(v)] .
o

En faisant maintenant tendre N vers I’c0, et en se rappelant ce qui a été dit avant les

calculs qui précédent, 4 savoir que f»v est la #4'-limite, quand A — o0, de G,(1), on
arrive au théoréme 4.

3. Démonstration du théoréme 6 (chapitre III).

L’expression de la fonction caractéristique de U, est donnée, d'aprés le théoréme 5, par

N
— 1 [ —
9r.(5) = @.(/4s) = lim 3 f { n O[5/ Al v)] }d.,.
© (]

n=-N

Dans le cas ou v est 4 support compact, il existe un nombre A tel que, en posant

N = N(@d) = A
= N(0) = 3
ona N
1 3
9e) =5 I { l_[ ®s\/Al, 4v)] }dv
0 = -
ou )
né+é-v
I, 5(v) = j‘ K(x)dx,
né—v
en posant do )
K=— (6 = V).
dx

Dans toute la suite de la démonstration, N désignera N(J).
Etudions d'abord le comportement de I’expression

N
Pu(4, v) = Py = l_[ ®[s /Al )], quand A — oo.
n=-N
On a N
log Py = Z log ®[s,/Al, 4(v)] .
n=-=N

Si on suppose le moment d’ordre | de la mes. as. p, nul, sa fonction caractéristique
s’écrit :

O[5 /Al )] = 1 — %szll:,, +p
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102 PHAM-PHU-HIEN

ou
S,
p = p(n, 8, v) = Oa, 6", 10l <1,

en désignant par m, le moment d'ordre 2 de u ;, €t par a; son moment absolu d’ordre 3.
Utilisons la relation

) 1
logz=(@z-1)+8&|z-11* (10| <1), valable pour |z —1] <5.
Fixons s. Comme
. né+d—v
‘[ K(x)dx

nd—v

I ol0)| =

<IIK|l.é

on en conclut que pour tout A assez grand, le nombre ® = O[sﬁl,',(v)] vérifie la relation

1
|0 — l|<5
et par suite la relation
log®=Z+6|Z> (|&I<]),

en posant
Z=2Znd,v)= — —s’llz,(v) + PasV).
D’ou, pour toutes ces valeurs de 4,
N
m;, ,1
log Py = — > 323 2 ,(v) + Ry(n, 8, v)
n=-N

ol Ry(n, 4, v) est une somme de quatre termes, de la forme

N
Ou(s) x — P z b

n=-N

ou 0,(s) est une quantité indépendante de A et v, et k > 3.
N

1
Cherchons la limite quand 4 - oo de 3 ZI}',(V). En posant

J, =10, v)—[mﬁ—v,n6+5—-v]

5 2 ([ xeo) =0 3] 3] 3 [([ ) - )]

1
< 32 1K ||oéw,(8).2N(8).8

ol w,(0) désigne I'oscillation de K(x) sur lintervalle J,. Comme K est continue et & sup-
port compact, en désignant par «(d) son oscillation sur tout R, on obtient la majoration

< 2K |loe(d) x 2A ;3 0.

N
A
lim 211,{,(0) = J K%(x)dx = J‘ K*(x)dx,
Avw - é -A R

(uniformément par rapport a v > 0).

Donc
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N
1
Prenons maintenant une expression de la forme th_,, ou k > 3.
-N
Pour fixer les idées, examinons le cas k = 3

N N
ZE.J zln,l
-N -N

(uniformément par rapport & v > 0) parce que K est intégrable.
D’ou finalement, le résultat suivant : lorsque § — 0 (ou A — o)

5 —s 0

-0

1
< 3;,3" K |2 62

108 Py = — %52_[ K2(x)dx

donc :

_1g252
lim Py, =e¢
A= o N@) ’
ou

o = m,I K2(x)dx.

Comme cette limite est uniforme par rapport & v, on voit que

14252

i "2
1 =
Jim @p(s) = €
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