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Probléme des martingales
et équations differentielles stochastiques
associées a un opérateur integro-différentiel

par
J.-P. LEPELTIER et B. MARCHAL (%)
Faculté des Sciences, Université Paris-Nord, C. S. P.
Département de Mathématiques, Département de Mathématiques,
Route de Laval, 72000 Le Mans Avenue J.-B. Clément 93430 Villetaneuse

RESUME. — Soit L un opérateur intégro-différentiel. Nous nous propo-
sons de montrer que le probléme des martingales associ¢ a L, posé par
analogie au cas des diffusions, est équivalent au probléme de I’existence
et de I'unicité en loi de la solution d’une équation différentielle stochas-
tique. Nous utilisons ensuite ce lien pour obtenir certains résultats d’exis-
tence et d’unicité au probléme des martingales.

ABSTRACT. — Let L be an integro-differential operator. We show that
the martingale problem associated to L is equivalent to the problem of
existence and unicity in law of the solution of a stochastic differential
equation. We deduce from this equivalence a number of existence and
unicity results for the martingale problem.

INTRODUCTION
Dans le cas d’'un opérateur différentiel elliptique du second ordre :
d d
1 . .
L = 3 Z a;j(t, x)DY + Zb,-(t, x)D!
ij=1 =1

(*) Membre du Laboratoire n° 224 associé au C. N. R. S. « Processus stochastiques et
applications ».
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44 J.-P. LEPELTIER ET B. MARCHAL

le probléme des martingales a été introduit par Stroock et Varadhan [19].
Dans le cas ou les coefficients étaient continus et la matrice a définie posi-
tive ils obtenaient I’existence et I'unicité d’une solution a ce probléme,
et par suite I'existence et 'unicité en loi de I’équation différentielle stochas-
tique associée.

Dans le cas ou I'opérateur considéré est intégro-différentiel ce probléme
a été introduit par analogie au cas continu par Komatsu [8] et par
Stroock [21]. Leurs articles sont surtout consacrés a ’étude de I’existence
et de l'unicité qu’ils obtiennent par des méthodes différentes.

Dans la premiére partie de cet article qui correspond en gros au cha-
pitre II de la thése de 3¢ cycle de Lepeltier [//], nous examinons systémati-
quement les formes équivalentes au probléme des martingales; nous
étudions en détail la récupération du systéme de Lévy (définition § 11, ,) et
la formulation du probléme par rapport aux éléments de classe €. Nous
obtenons une majoration exponentielle généralisant celle de Stroock et
Varadhan dans le cas continu [/9] [/5], aux martingales locales continues
a droite et pourvues de limites & gauche (c. a. d. . a. g.). Cette majoration
et la topologie de Skorokhod sur tout compact sur I’espace canonique des
applications c. a. d. 1. a. g. de R, dans R? (étudiée en appendice) nous
permettent d’avoir un théoréme de compacité pour les familles de proba-
bilités définies sur cet espace. Enfin le role des termes du premier ordre
est abordé au cours du dernier paragraphe.

La deuxiéme partie est consacrée au lien entre le probléme des mar-
tingales et les équations différentielles stochastiques introduites par Ito
en 1951, étudiées en particulier par Skorokhod [/8). Aprés avoir introduit
les équations différentielles stochastiques, nous montrons leur équivalence
avec le probléme des martingales grace a un résultat de El-Karoui et
Lepeltier [5] (§ 11, ). Pour terminer nous généralisons celui de Yamada
et Watanabé [22] : T'unicité trajectorielle entraine I'unicité en loi.

Dans la derniére partie nous étudions I’existence et 'unicité trajectorielle
de la solution a I'équation différentielle stochastique dans le cas ou les
coefficients sont localement lipschitziens. Nous obtenons en particulier
une version « cadcontinue » de cette solution, définition III,. Alors grace
a ce résultat d’existence et d’unicité, 4 une généralisation de l'inégalité
de Krylov [9] [/3] et au théoréme de compacité nous montrons I'existence
au probléme des martingales avec des cofficients boréliens bornés ; en
particulier si les coefficients sont continus nous retrouvons le résultat
d’existence de Stroock [21].

Nous avons pris connaissance des articles de Komatsu, puis de Stroock
au cours de I'élaboration de ce travail. Nous avons plus approfondi les
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MARTINGALES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 45

différentes équivalences au probléme des martingales. Nous obtenons une
formule exponentielle pour les martingales c. a. d. 1. a. g., ce qui nous permet
d’avoir une majoration exponentielle, puis un théoréme de compacité.
Enfin pour I'étude de I'existence nous avons utilis¢é au maximum le lien
avec les équations différentielles stochastiques.

Nous tenons a exprimer nos remerciements a Mme El-Karoui et a
M. Priouret pour I'aide fructueuse et constante qu’ils ont bien voulu nous
apporter tout au long de ce travail.

1. PROBLEME DES MARTINGALES
ASSOCIE A UN OPERATEUR INTEGRO-DIFFERENTIEL

§ 1. Position du probléme

Soit L un opérateur intégro-différentiel de la forme

d

d
1 . ;
Lf(x) = 3 > a;(x)D'Df (x) + Ebi(x)fo(x)

iLj=1 =1

+ J (f(x +w) — f(x) = Ty <oy Cu, grad f(x) D)S(x, du)

ou : ' ’

— a(x) est pour tout x de R? une d x d matrice symétrique définie
positive,
— les fonctions a;;, b; sont pour tout i et j des applications de R dans R,
boréliennes, bornées sur tout compact de R?,

— S est un noyau positif borélien défini sur R x Uou U =R? — {0}
prolongé 8 U = Uu {6} par S(x, {d}) = 0 pour tout x, de plus :

S intégre |u|*> A 1 uniformément sur les compacts de R?
Désignons alors par :

Q° : I'ensemble des applications de R, dans R? continues & droite limitées
a gauche (c. a. d. 1. a. g.),

X, : les applications coordonnées (X,(w) = w(t)) pour tout w appartenant
a Q° pour tout t appartenant a R, .

F) =0X,s<1)

RL=( R

s>t

Cet opérateur a été étudié dans [8] [2]].

Vol. XII, n® 1-1976.



46 J.-P. LEPELTIER ET B. MARCHAL

Par analogie au cas des diffusions, nous posons la définition :

DEFINITION 1. — Une probabilit¢ P* définie sur (Q°, (X,), (F?)) sera

dite solution au probléme des martingales partant de x si et seulement si :

1) P*(X, = x) = 1
2) Hf =f(X) — f(X,) — f Lf(X)ds  est une P*
0

martingale locale relativement a la famille de tribus (F_?) deés que f appar-
tient a €°(RY). o

NotaTION. — Nous dirons que P* est une solution au probléme des
martingales partant de x relativement au triplet (a, b, S).

Cette définition entraine plusieurs remarques utiles pour la suite de
ce papier.

REMARQUE 2. — Si P* est une solution au probléme des martingales
partant de x, et si f appartient a3 ¥2(R?) par convergence uniforme H/
est une martingale locale. Dans la définition précédente nous pouvons
donc remplacer €°(R?) par €2(RY).

REMARQUE 3. — D’une part il est clair que, puisque (X,),, €st un pro-
cessus c.a. d. 1. a. g., la martingale locale (H/),, est égalementc.a.d. 1. a. g.

Drautre part d’aprés les hypothéses faites sur a, b, S nous pouvons facile-
ment vérifier que pour tout compact K de R?, si Ty désigne le temps de
sortie de celui-ci pour le processus (X,),>0, H/, 1, est une martingale de
carré intégrable. Comme Ty tend vers l'infini si K tend vers R% la martin-
gale locale H/ est localement de carré intégrable (Dans toute la suite de
ce chapitre, lorsque nous parlerons de martingales locales, il s’agira plus
précisément de martingales locales localement de carré intégrable).

REMARQUE 4. — Toujours dans le cadre de la définition 1, soit F, la
tribu F_fﬁ complétée de tous les ensembles P* négligeables de E‘?; la
famille (F,),», vérifie alors les « conditions habituelles de Dellacherie »,
et si f appartient a €2(R?), la martingale locale H/ c. a. d. 1. a. g. est aussi
une martingale locale relativement a la famille de tribus (F,), .

Nous allons maintenant étendre la définition du probléme des mar-
tingales aux éléments de €2 ; la seule difficulté par rapport aux cas des
diffusions résidant dans le saut possible du processus X, a la sortie du
compact.
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MARTINGALES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 47

§ 2. Probléme des martingales relativement aux éléments de €>*

Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme suivant
qui introduit le probléme des martingales par rapport aux éléments
de €% :

THEOREME 5. — Soit P* une probabilité sur (Q°, (X,)i»0, (F)iz0) telle
que PX (X, = x) = 1. Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes

t
1) H =f(X,) — f(x) — J Lf (X,)ds est une P* martingale locale dés que
f appartient a 62. 0
2) H/ est une P* martingale locale dés que f appartient a €**.
3) Pour tout 8 appartenant a R*

1 t
H:"’=exp{i<0,x,-—x)+EJ~ <0, aX,)0 > ds
0

—if <0, bX,)»ds — f dsj (€% — 1 =il < W) <0, u))SX,, du)}
0 o Ju .

est une P* martingale locale.

Avant d’aborder la démonstration proprement dite nous allons d’abord
énoncer deux lemmes dont la preuve simple du premier peut étre trouvée
dans [8].

LEMME 6. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un processus
(X,),»0 intégrable, avec X, = 0, soit une martingale est que E[X{] soit nul
pour tout temps d’arrét T borné.

LEMME 7. — Soient x de R?, et K un compact de R? contenant x. Notons Ty
le temps de sortie de ce compact pour le processus X,, t = 0. Alors si P* est
une solution au probléme des martingales partant de x, pour toute fonc-
tion g de €***(R% s’annulant sur K, nous avons

tA Tk

(1) [g(XTK”(TKS,)](s) = J

0

dsJ‘ g(X, + u)S(X,, du)

ou [gXr)Vre.,))? désigne la projection duale prévisible du pro-
cessus g(Xr, ) 11y <oy
Démonstration. — Si g appartient 3 ¥2(R? le résultat est immédiat en
considérant I'expression de la martingale de carré intégrable HS, r,.
Soit alors g élément de ¥2'%(R?) s’annulant sur K. Nous pouvons toujours
trouver une suite de fonctions f, appartenant 3 €>(R% uniformément
bornées ainsi que leurs dérivées secondes et s’annulant sur K telle que cette

Vol. XII, n° 1-1976. 4



48 J.-P. LEPELTIER ET B. MARCHAL

suite converge simplement vers g sur R% L’égalité (1) est vraie pour tout f,,
n > 1, puisqu’elles appartiennent 3 ¥2(R%) et nous pouvons écrire :

TATk

2 ElfXt a0 = E[ j

dsj JuXs + w)S(X,, du)]
0 U
pour tout temps d’arrét borné.
Par application de la formule de Taylor nous obtenons I’existence d’une
constante C indépendante de n telle que pour tout x de K et tout n:
| flx + W < C(lul? A 1).

Grace aux propriétés du noyau S, nous pouvons appliquer le théoréme
de Lebesgue de part et d’autre de I’égalité (2) et en utilisant de nouveau le
lemme 6 nous obtenons (1). ]

Revenons a la démonstration du théoréme 5 :

1) = 2)

Soit g un élément de ¥**(RY, K,={yeR!| |y—x|<n}, T, le
temps de sortie du compact K, pour le processus X, ,,, €t f, un élément
de ¥%(R“) égal a g sur K,

Il suffit de remarquer que H, ; — H/7; peut s’écrire sous la forme :

tAaTn
HE, T, Hzfl' i (g _fn)(XT,,)ﬂ(T,.S!) - (‘ dsj (g — fIX, + w)S(X,, du)
U

v

pour, en utilisant le lemme 7, obtenir que Hf, ; ne différe de la martin-
gale H/7; que d’une martingale, d’ou le résultat.

2) = 3)

Si 2) est vraie, en prenant f(x) = exp {i< 0, x>} il vient que le pro-
Cessus :

t
N =exp{i<0,X,>} —exp{i<0 x)}— [‘ Lei<® (X )ds
J0
est une martingale locale. Posons :

Po(x) = exp {i< 0, x>} Le<®>(x)
1
= = 5<0.ax)0 +i <6, bx) )

+ [ (exp{idO,ud}—1—il < (w0 u))SX, du)
Ju

A, = exp { - f ¢o(xs>ds}
0

MO = N® exp { — i<, x>}.
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MARTINGALES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 49

La formule d’Ito permet alors d’écrire :

t t t
HO = YA, = YoA, + j A,-dY, + f YdA, = 1 +f A,-dM;"

() 0 0

d’ou, H® est une martingale locale.
3) = 2)

t
Si 3) est vraie, posons B, = exp { J d),,(Xs)ds} et de la méme maniere
1]

nous pouvons écrire :
t

B,H}"’=exp{i<0,x,—-x)}=Bng”+I
0

t
B,-dH® + f H®dB,
0

t t

=1+ j B,-dH® + J exp { —i<0, x)}Le®>(X)ds
V] 0

I1 vient alors que

exp {i{0,X,>}—exp{i0,x>}— f Le<>(X )ds
(V]

t
égal a exp {i< 0, x)} J B,-dH® est une martingale locale, et 2) est
0

vraie pour toute combinaison linéaire de fonctions de la forme
f(x) =exp {i{0,x)}. En remarquant que I'’ensemble des fonctions f
de €?*(RY satisfaisant & H/ martingale locale est fermé pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs
deux premiéres dérivées et que tout élément de €2*(R% est limite en ce
sens de combinaisons linéaires d’exponentielles, nous obtenons facilement
le résultat. [ |

REMARQUE 8. — L’expression de H® est analogue a celle de la fonction
caractéristique des processus a accroissements indépendants [/].

§ 3. Représentation du noyau de Lévy
du processus ponctuel associé au processus (X,),> o

— Notre but est d’étendre la définition du probléme des martingales
a tous les éléments de ¥2(R?), mais pour cela, nous aurons besoin de la
représentation du noyau de Lévy du processus ponctuel

Y < AX, si AX, #0
! o sinon
processus que nous appellerons désormais processus ponctuel associé au

processus (X,),>¢0 O]

Vol. XII, n° 1-1976.



50 J.-P. LEPELTIER ET B. MARCHAL

— Nous utiliserons auparavant le résultat suivant :

Soit f et g deux éléments de €2%(RY), si P* est une solution au probléme
des martingales partant de x, d’aprés le théoréme 5 H/ et H® sont deux P*
martingales locales, localement de carré intégrables et nous pouvons
définir les quantités entre crochets suivantes [//] [/4]

[ (3)
CHY H ), = CHY HI <), + Z(AH{ )2] = ([H/, H/])"Y

st

1
<HI,H‘>,=§(<H”"»H’+‘>:“ (H/,H' ), — (HEt, HE))
et nous avons :

LEMME 9. — Soit P* une solution au probléme des martingales partant
de x, et f et g deux éléments quelconques de €**R?). Alors

3) (H/ H') = L CVIX), aX)Vf (X,) > ds

+ jt dSJ (f X, + w) = f(X)*S(X,, du)
U

0

4) <(H/ Hf), = [) CVIX) aX)Ve(X,) ) ds
+ r dSJ (fXs + u) = XXX, + u) — gX)S(X,, du)
JO U

Démonstration. — Si f appartient a 2, il en est de méme de f?, et
par conséquent :

(5) fHX) =120 + H + JI Lf (X )ds
0

ou H/” est une martingale locale.
D’autre part la formule d’Ito appliquée a la semi-martingale locale

t
fX) =f(x)+ Hf + [ Lf(X,)ds nous permet d’écrire :

.

t

fHX) =f2x) + 2[ SXILS (X)ds

0

+2 r S(X;-)dH, + CHAS HECS, + Z(f(xs) — [(X-)?
.0

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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soit, puisque les sauts de (H/) sont les mémes que ceux de (f(X))) :
6) fAX)=r(x)+ ZL JXILf (X,)ds

w2 oo + o e, 4 > (AR{)?
<0
s<t

En comparant alors (5) et (6) il vient que le processus

j[ (LX) — o (X)Lf (X,)ds — [H/, H'],
0

est une martingale locale et le processus
t
j (LX) — A (XILf (X,)ds
V]

continu, donc prévisible, est la projection duale prévisible de [H/, H/],,

par suite :
(t

CHLHD) = | (LX) — 2/ (X))Lf (X )ds
0

-, VXY, aX)Vf(X) ) ds

+ 'de (f(Xs + u) = f(X)*S(X,, du)
.0 U

'expression de { H/, H®#), s’obtenant ensuite par un calcul élémen-

taire. i

THEOREME 10. — Soit P* une solution au probléme des martingales partant
de x, alors la propriété (P) suivante est vérifiée

B T
(P) E Zh(xs, X, ) o, £x, ,] = EH ds £ WX, + u, X)S(X,, du)]
L 0

s<T

pour toute h borélienne positive, pour tout temps d’arrét T

Démonstration. — Soit f une fonction de R? dans R? de classe %2, et
h une fonction borélienne quelconque de RY x R dans R, nous dirons
que h vérifie la propriété (P’) si :

(P h(f (X9, [N ke rxa-n

N

- j ds‘[ h(f (Xs + w0, SXNpixe+w = rxapS(Xys du)
0 9]
est une martingale locale.

Vol. XII, n® 1-1976.



52 J.-P. LEPELTIER ET B. MARCHAL

a) Soit g une fonction de ¥*(R%). gof appartient alors a ¥2(R%) et
par suite :

() gof(X) =gof(x) + H¥ + J L(g o f)X,)ds
0

ou H#/ est une martingale locale. D’autre part par application de la for-

t
mule d’Ito a la semi-martingale locale f(X,) = f(x) + H/ +J‘ Lf (X,)ds,
nous pouvons écrire : 0

d d
gof(X) =gof(x) + Z f Dig o f (X Lf(X,)ds + Z f D'g o f (X,-)dH/!
td JO {d Jo
a =1 i=1
"3 Z f D'Dg e f(X,-)d (HIve, HIe ),
0
L,j=1

+ Z(gOf(Xs) —8of(X,-) — ZD‘g of X-NfilXy) — filX;-)

s<t i=1

d
@) gof(X)=gof(x)+ Zj Dgf(X)Lf(X)de J Digof (X,-)dH/'

2 JD'D’g S(X,-)d[H':, HY),
+Z[g°f(xs)—gof(xs) ZDgf X = filX-))

s<t i=1
d

1 o
~3 Z D'Dg o f(Xs- X filX) — flX - f(X) —f,-(Xs—))]

iL,j=1

D’aprés le lemme 9, et comparant (7) et (8) nous obtenons finalement

Z(g of(X) — gof(X,-) — ED'g o f (Xs- )Xy — fiuX;-)
d

1 .
) Z D'D’g o f(Xs-NAX)) — filXs-) (X)) — (X))

i7=1

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



MARTINGALES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 53

ne différe que d’une martingale locale de
d
t
J dSJ (gof X+ u) — gof(X) — ZDig of(Xs- Y AXs + u) — filX))
0 U

i=1
d

1 o
~3 z D'DYg o f(X,- N filXs + w) — XN S(X + u) — fX)S(X,, du)

iLj=1

b) Si #, désigne I'ensemble des applications de R? x R? dans R de
classe €2 s’annulant sur la diagonale ainsi que ses deux premiéres dérivées
en x, montrons que la propriété (P’) est vraie dés que h appartient a J#,.

En effet : dans a) est montré que (P’) est vérifiée pour toute fonction h
de #, de la forme : ,

h(x, y) = f(x)&(y) — f(y)&(y) — Zfo(Y)g(y)(x.- -y

d i=1

- Z DD (el 3)x; — ¥x; — )
L,j=1

f et g étant des applications de R? dans R de classe €2, et d’aprés la formule
de Taylor, ’ensemble des combinaisons linéaires de fonctions de ce type
est dense dans J#, pour la topologie ¥ de la convergence uniforme sur
tout compact des fonctions et de leurs deux premiéres dérivées en x.

D’autre part, grace aux propriétés du noyau S, dés que h appartient
a #,, S intégre uniformément h(f(X; + u), f(X,)) sur les compacts de R
Le sous-ensemble de s, formé des éléments vérifiant (P’) est par suite
fermé dans s#,, ce qui entraine que (P’) est vraie dés que h appartient
af,.

Nous avons en particulier que pour toute fonction G de R? x R? dans R,
de classe €2

ZG(f X FXNFX) = fX )1

- L ds L GUf (X, + u)y FXN] X, + u) = (X [*S(X,, du)

est une martingale locale.

c) Désignons par #,, I'ensemble des fonctions h de R? x R? dans R,
boréliennes bornées ; la propriété (P’) est vraie pour toutes les fonctions
de la forme h(x, y)| x — y|* ou h appartient & 5#,, grace au théoréme de
la classe monotone.

Vol. XII, n° 1-1976.



54 J.-P. LEPELTIER ET B. MARCHAL

Il existe donc une suite croissante de temps d’arrét T, tendant vers
'infini avec n telle que :

E[ z h(f (X)), fX-D ] FX) = f(X-) |“]
sSTATh

TATn
= E[J ds L hf X, + ), SXD] X + u) = f(X)1*SX,, du)]

0

pour tout temps d’arrét T, dés que h est borélienne bornée, et pour toute
fonction h borélienne positive par limite croissante.
En choisissant :

H(x, y) :
h(x,y)=l—x——_——ﬁ— Slx#y
=0 si x=y

ou H est une fonction borélienne positive et en faisant tendre n vers l'infini,
nous obtenons par limite monotone :

E[ZH[]{(XS), JXN o # rixe- »]

s<T T
= E[ j;) ds fu H[f (X, + u), f(xs)”(f(x,+u)¢f(x,))s(xs» du)]

Soit (f,) une suite de fonctions de €>(R? égales a I'identité sur K, ou
(K,) est une suite croissante de compacts tendant vers R¢ alors par limite
monotone nous obtenons la propriété (P). [ ]

Le systéme de Lévy du processus ponctuel Y, est donc égal a (S(X _, ), t).
Ce résultat va nous permettre d’avoir une formulation du probléme des
martingales par rapport aux éléments de ¥*(R%), qui n’appartiennent pas
tous au domaine de définition de I'opérateur L.

§ 4. Probléme des martingales par rapport a %2(R%)

Nous allons d’abord démontrer une proposition se présentant comme
une généralisation d’un résultat classique dans le cas continu [/5] et qui
nous permettra de plus d’obtenir une majoration exponentielle dans le
paragraphe suivant :

PROPOSITION 11. — Soit B, un processus croissant continu, M, un processus
réel,c. a.d. . a. g., quasi continu d gauche dont tous les sauts sont d’amplitude
en valeur absolue bornée par un nombre k, et tel que le processus ponctuel
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o-fini associé au processus M, admette pour systéme de Lévy le couple (N, A),
et soit enfin (fi(x)) la famille de fonctions réelles indexées sur R définies
pour tout 4 par fi(x) = e** — 1 — Ax. Alors les deux propositions suivantes
sont équivalentes

1) M, est une martingale locale et B, = { M¢, M®),.

;12 t
2) Xf=exp{AlM,—7B,-J

dA N(s, f,-t)} est une martingale locale
0

pour tout i réel.
De plus 1) entraine que X} est une vraie martingale dés que

E[ f exp (ZZMS)dBSJ
0

E[ J ' exp (2AMN(s, (e** — l)z)dA&]

0

et

sont finies pour tout i réel, pour tout t positif.
Si X} est une vraie martingale, alors M, est une vraie martingale dés
que E[e*™] est finie pour tout t, et tout A réel.

Démonstration. — 1) = 2)
Si 1) est vraie, nous pouvons appliquer la formule d’Ito a la semi-martin-

AN.Z t
gale locale Y, = AM, — 5 B, - J dAN(s, f;) d’ou nous obtenons :

0

t

t
Xi=exp{Y}=1 +;1f exp{/ls-}dMs—j exp { Y,- } N(s, fi)dA,
0

+Z[exp{Ys}—exp{Ys_}—exp{Ys- } AY,]

dans le dernier terme nous pouvons remplacer AY, par AAM,, puisque
comme A, est continu (M est quasi continu a gauche) les sauts de Y, sont
les mémes que ceux de AM,.

Par définition du systéme de Lévy nous voyons que X? est la somme de
deux martingales locales, donc est une martingale locale.

2) = 1)
En arrétant les processus aux temps d'arrét

t
T, = inf{rlsup(lM,l, B, j dAN(s, xz))> n},
0
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puisque le saut possible de M, a I'instant T, est d’amplitude bornée par k,
t

nous pouvons nous ramener au cas ou M, B, j dAN(s, f;) avec |A| < 1,
0

sont des processus bornés. Le théoréme de Lebesgue permet alors de
dériver indéfiniment sous le signe intégrale au voisinage de zéro la relation :

jxfap:[xgdp, s<t, HeF®
H H -

d’ou le résultat en prenant successivement les dérivées premiéres et secondes
pour / nul.

Si 1) est réalisée nous pouvons écrire :

t

t
Xi=1 +J exp { Y- }4M2+J exp { Y- jdM;

0 0

+ (z €xp (Ys')fA(AMs) - j €Xp (Ys‘)N(s7 fA)dA)>
0

=1+ J exp (Y,-)dM: + X4
0

ou X* est la partie somme compensée de sauts de X}. Par suite si nous
t

avons pour tout 4, tout ¢, E[j

0

exp (21MS)dBS] et

0

EH exp (2AMN(s, (e™** — l)z)dAs]

finies nous voyons :

[ o]

= E[ j" exp (2Ys_)st] < E[ J" exp (2lMs)st] < ®
0 0

E[(X})?] = E 2 exp (2Y,-) (exp (AAM,) — 1)2]

sst

—E ( j exp (2Y,-)N(s, (e** — 1)2)>dAS]

<E j exp (2AMN(s, (e** — l)z)dAs] <

et X est une martingale de carré intégrable.
Si de plus E [exp (AM,)] est finie pour tout A, pour tout ¢ fini. Nous
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pouvons appliquer le théoréme de Lebesgue pour dériver sous le signe
intégrale et de la méme maniére que précédemment nous obtenons que M,
est une martingale de carré intégrable. [l

THEOREME 12. — Soit P* une probabilité sur (Q°, (X,);>0, (F7):50) telle
que P*(X, = x) = 1. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1) P* est solution au probléme des martingales partant de x.
2) (P) est vraie, et si f est un élément de €*(R?), le processus

LI =f(X) — f(x) — J Lo (X,)ds — Z(f Xy — f(Xs-))
0 s<t d
- ) DX X<
i=1
est une P* martingale locale, ou L°f représente la partie elliptique de I’opé-
rateur L.
3) (P) est vraie et M, =X, — x —-J

V]

t
b(X)ds — EAXs“qu,pu est

s<t

une P* martingale locale vectorielle de processus croissant associé a { 0, M, »

f <0, a(X)0> ds + f dsf <0, ud*S(X,, du)
0 0 jJul<1 -

4) (P) est vraie et pour tout 0 appartenant d R* :

t
exp{ (0, X,—x)— J b(X,)ds — ZAXSﬂqu,pl)
0

s<t

_ % f <6, a(X,)0 > ds — f dsj (€ — 1 = €6, u>)S(X,, du)
0 lul <1

0
est une P* martingale locale, ou (P) est la propriété introduite au théoréme 10.
Démonstration. — 1) = 2)
Si 1) est vraie, alors d’aprés le théoréme 10 (P) est vraie. D’autre part,
f appartenant a ¥2(R?), il est toujours possible de trouver une suite f,,

n > 0, de fonctions de classe €>* telles que pour tout n, f, =f sur
K,={yeR? |x —y| < n}. Nous pouvons écrire :

SXia1) =flXint) + ([Xg,) = fulXe D) L, <)
=fn(XlAT,.) + Z A(f—f;n)(xs)

sStATh
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ou T, est le temps de sortie de K, pour le processus X,. Aprés un calcul
élémentaire, nous obtenons :

4
H/:y =L, + 2 (Afn(xs) - ZDyn(xs‘)Axi“(lAX,|$1)>

sStATh i=1

tATh
- [ ds [J (fulXs + u) = fulX) = V<)) <, VLX) D )S(X,, du))

.0

Grace a la proposition (P) L, ;, est une martingale, d’ou le résultat, T,
tendant vers I'infini avec n.

2) = 1)

f étant de classe €%*®, 2) est vraie et par suite la propriété (P), ce qui
entraine 1).

2) = 3)

Posons f(x) = <6, x ), alors de 2) il vient que { 8, M, ) est une martin-
gale locale pour tout 6 de R et donc M, est une martingale locale vecto-
rielle.

Alors par un raisonnement identique a celui du lemme 9 appliqué a
f(x) =<0, x) nous voyons immédiatement que la projection duale
prévisible du processus croissant [{ 6, M >, (0, M > ], est :

t (3)
J <0, aX)0 )ds + [2 <0, AX, >21|(le5|$ 1)] .
0

Nous obtenons le résultat grace a (P).
3) = 2)

Si 3) est vraie, il suffit d’appliquer la formule d’Ito pour f ¢élément de
%*(RY a la semi-martingale locale :

t
X, =x +j b(Xds + M, +z AX T jax,1> 1)
0
s<t

pour obtenir que L/ soit une martingale locale.
3) < 4)
Le processus € 8, M, > n'a que des sauts d’amplitude inférieure ou égale
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d

en valeur absolue a Z()i, et (P) étant vraie, le systéme de Lévy du pro-
=1

cessus ponctuel associ¢ a {6, M, > est égal a (S(X.—, w, du)l, <) 1)

L’équivalence annoncée est alors une application directe du lemme 11. i}

§ 5. Majoration exponentielle.
Applications au probléme des martingales

Nous allons utiliser le lemme 11 pour obtenir une majoration expo-

nentielle de P ( sup | M| = ¢) dés que la martingale locale vérifie cer-
[} t

<5<

taines conditions. Ce résultat, qui nous permettra d’obtenir un théoréme
de compacité, sera une généralisation de la majoration exponentielle des
martingales locales continues [/5].

THEOREME 13 (Majoration exponentielle). — Soit M = (M,),» ¢ une mar-
tingale localeréelle, nulle en 0, quasi continue d gauche, telle que (M, M ), < kt
pour tout t fini et que tous ses sauts soient bornés en valeur absolue par 1.
Nous avons alors, pour tout t positif, tout ¢ positif et tout A réel

12
) P [ sup |Ms|>c]S2exp{—lc+7kt(l+e"')}
t

0<s<

c
En particulier dés que ¢ > e et (Log ¢)*> < T

(10) P [ sup IMSI>c]<2exp{—§Log(Logc)}
O0<s<t

Démonstration. — Posons M;" = sup M, B, = { M¢, M), alors, si
t

0<s<

(N, A) désigne le systéme de Lévy du processus ponctuel Y, associé au
) AZ t
processus M,, le processus X; = exp { AM, — > B, — j N(s, f;)dA, }

0
est d’aprés le lemme 11 une martingale locale positive, ce qui entraine

E[X}] < E[X§] = 1 pour tout ¢ fini.
D’autre part I'égalité :

(M, M), =M, M), + <E(AMS)2)(3)

t

= (M, M, + f dAN(s, x?)

0
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et 'hypothése ( M, M ), < kt montrent : { M, M°), < kt et

f dAN(s, f.) =j dASJ (e** — 1 — AX)N(s, dx)
0 0 x| <1

12 t
< —e“'j dsN(s, x?)
2 0

2
< — ek,

d’ou en utilisant I'inégalité de Doob

0ss<t

+ 2 '12 2o
P(M* > ¢) < P| sup X*>exp Ac—?kt——z—e"kt

12
< E(X3) exp { —dc+ -Ekr(l + e”')}
pour tout A réel.
Nous ne pouvons pas déterminer exactement le minimum de la fonction

A2 .
exp { — Ac + —2—kt(1 + e“')}, mais en posant A = Log (Log ¢) nous
obtenons aprés une majoration élémentaire :

c
2kt

En appliquant le méme résultat & — M, nous obtenons alors les inéga-
lités (9) et (10). W

P(M," > ¢) < exp { - %Log (Log c)} dés que (Log ¢)? <

REMARQUE 14. — Si M = (M,),, est une martingale locale vectorielle
a valeurs dans R et si les composantes M satisfont aux hypothéses de la
proposition précédente, nous obtenons :

d
(11) P[sup M| > < E [SUP IM‘I/—]
0<s<t 0<s<t
i=1

c A?
S2dexp{—l:l+3kt(1 + e'“)}

La proposition précédente nous permet d’avoir une majoration pour
I'espérance de exp [ sup | M, |]. Posons pour simplifier M} = sup | Mgl

0<s<t 0ssst

PROPOSITION 15. — Sous les hypothéses de la proposition 13 nous avons :
(12) j MAP < 4e ?
(M =¢)
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c
dés que c¢ vérifie ¢ > exp { exp 3}, (Log ¢)*< T Par conséquent E(e™)
est finie pour tout t positif. !

Démonstration. — Elle est identique a celle effectuée dans le cas con-

tinu [/5]. En effet nous obtenons de la méme maniére a I'aide de (10) :
+ oo
J‘ eM’dP<2J exp{—gLog(Logu)}exp{u}du
(Mf=¢) c

+ © u _c
<2 expy =3 du < 4e 2

dés que ¢ > exp { exp 3 }.

La seconde partie de la proposition en découle immédiatement. i

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents au probléme
des martingales.

En utilisant successivement le lemme 11 et la proposition 15, nous
obtenons :

COROLLAIRE 16. — Supposons que les applications a;;, b; soient bornées
pour tout i, j et que le noyau S intégre |u|* A 1 uniformément sur R®. Si P*
est une solution au probléme des martingales partant de x relativement au
triplet (a, b, S), les processus M, et X} du théoréme 12 sont alors des mar-
tingales de carré intégrables.

Nous utiliserons pour le théoréme de compacité le lemme suivant qui
est un corollaire de la majoration exponentielle.

LEMME 17. — Soit P* une solution au probléme des martingales partant
de x relativement au triplet (a, b, S). S’il existe des constantes ag, by, ¢

telles que
d

1/2
(13) llall = (z ayP) <y

ij=1
(14) [b] < b
(15) S‘ip S(x, | u |21|(|u|s1) + |ul 1l(|u|>1)) <S¢

alors pour tout A réel et tout A positif

(16) P*( sup |X,|>1)
A A2 t
§2dexp{——(n—|x|—b0t—A)+—kt(1+e“') +C—
d 2 A
ou k est une constante ne dépendant que de a, et c,.
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Démonstration. — Le théoréme 12 indique que le processus :

t
M=X -x- zAxsﬂ(le,p 1) — J‘ b(X,)ds
0

s<t

est une P* martingale locale vectorielle. Nous pouvons appliquer la majo-
ration exponentielle puisque grice aux inégalités (13) et (15)

<M,M>,=f a(xs)ds+f dsf X |4 P g1y < kt
o 0 U
Alors

A A2
P* [osu'p IM| > 7] < 2dexp{—§+7kt(l +e"”)}
Ss<t

pour tout A réel ou k ne dépend que de aj et c,.
Nous en déduisons d’aprés (14) :

P X <P S —Bt—
[sup, IX.I>n<P*[ sup |M,|+ Z | AX, 13ax,1> 1> 1 =Bt~ x| ]

< P*[sup |M;|>n— bO—A]+P"|:Z | AX Iﬂ(le‘|>l,>AJ

0ss<t

Or le dernier terme est majoré par :

1
A E"[z | AX 1 ax, 1> n]
s<t

P* satisfaisant au probléme des martingales partant de x, nous pouvons
appliquer la propriété (P) du théoréme 10 et :

t
E"[ E IAXSIﬂ(le,P”] = E"[j ds‘[ [u] S(X,, du):| < ¢
0 (lul>1)
s<t

Nous en déduisons (16). [l
Avant d’¢tudier un théoréme de compacité, nous avons besoin d’intro-
duire le probléme des martingales avec départ aléatoire.

§ 6. Probléme des martingales avec temps d’arrét

Soit P une probabilité sur (Q°, F2) et soit T un temps d’arrét fini de
la famille de tribus (F7,). 11 existe alors une répartition conditionnelle
de P relativement a F(0+’ D(w, .) telle que :
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— pour tout wD(w, .) soit une loi de probabilité sur (Q°, F°)
— pour tout A de F D(., A) soit F}, mesurable,

— pour toute fonction positive f, lj‘l mesurable D(., f) soit une ver-
sion de I'espérance conditionnelle Ey[ f/F2 .

L’existence de telles lois conditionnelles résulte des propriétés topolo-
giques de Q°. En effet F9 est la tribu borélienne de Q° ou cet espace est

muni d’une structure d’espace polonais (théoréme A,).

THEOREME 18. — Soit P* une solution au probléme des martingales partant
de x et T un temps d’arrét borné de la famille (F7,). Notons par D(., .) une

répartition conditionnelle de P* par rapport a la tribu lﬁ+ et par H(A, w):
D(w, 01 '(A)) ot A est un élément de F2,,  de Q°. Alors P* p.-s. la mesure

H(., w) est une solution au probléme des martingales partant de X{{(w).
Démonstration. — Ayant remarqué que les hypothéses nous permettent
t
de dire que HY = f(X,) — f(x) — j Lf(X,)ds est une P* martingale locale
0

par rapport a la famille F° , la démonstration est alors identique a celle

Tt

du cas continu [/5]. Il existe une suite d’ensembles P-nuls N, et de temps
d’arrét T, telles que pour tout p, tout w ¢ N, le processus H,,\T soit une P*

martingale, d’ou le résultat en prenant N = UN‘,. [ ]

e . . p
Nous utiliserons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 19. — Sous les conditions du lemme 17 pour tout temps
d’arrét T de la famille F_?,, P* p.-s. borné, pour tout A et tout A positif

(17) P*[sup | Xsir — Xp|> 7]
0<s<t
A A cot
<2deXp{—3(n—b A)+~kt(1+e“')} Z

ou k est une constante ne dépendant que de a, et c,,.

Démonstration. — Appliquant le lemme 17 et le théoréme 18 nous
avons (17) P* p.-s. pour les probabilités HT. Nous pouvons alors conclure.
En effet,

P*[sup | X,or — Xr| >0l = P[P~ [oi“s% | Xssr = Xr| > n|F.]]
= PHL [sup [ X, —X¢[>n]] W
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§ 7. Théoréme de compacité

THEOREME 20. — Soit une famille (P})uat de solutions au probléme des
martingales partant de x relativement aux triplets (a®, b% S, alors, si
les conditions (13), (14) et (15) sont satisfaites uniformément en a, la

famille (P}), est relativement compacte pour la topologie de la convergence
étroite.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier les conditions du théoréme A,.

a) Vérifions I. — Appliquons le lemme 17. Donnons-nous ¢ et choisis-

A tel Cob _ ¢ lo

ue — = —, alors :

sons el q )

Il=supszlosup | Xs|>n]

ael <s<t
A c A2
< 2d exp “‘('1—|xl—b0——0>+-kt(1+e|‘|) 435

d e 2 2

t et A fixés nous pouvons trouver un u indépendant de a tel que I, <eg
ce qui montre I.

b) Vérifions I1. — Appliquons le corollaire 19, ¢ et n étant donnés
sup P [ sup X, — X;|> 7]
a T<s<T+h
An

A A2
<2dexp{—7+‘—i(bo+ A)+7kh(1+e'“)}+%°.

Choisissons A de la méme maniére que précédemment et en étudiant la
fonction de A

Ak pe
exp{— 1+ 7(170 +%> + 5 k(1 + e"')}

nous voyons qu’il existe pour h donné un 1 grand tel que cette fonction
soit minimale, minimum qui tend vers 0 avec h. Nous en déduisons que,
pour ¢ et n donnés, il existe hZ petit tel que pour tout temps d’arrét T

(18) sup P7 [ sup |X,—Xp|>7nl<e

T<s<T+h

Appliquant (18) avec T = 0, nous obtenons la propriété II.
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¢) Vérifions I11. — De linégalité | X, — X, | < | X, — X,_p |+ | X,_p— X, |

£
et de (18) nous voyons que pour tout p entier : si = h2

N

sup P[ sup  |X,—X,|>n]<2 sup P;[ sup | X,—X,_,|> '—’]<a
a p—hss<t<p a p—h<s<p 2
d) Vérifions IV. — Pour obtenir la propriété IV a partir de I'inéga-
lité (18), nous allons utiliser une idée de Strook-Varadhan [20], voir aussi[21].
Posons :

T, = inf{t >Tyoy | 1X, — Xp,_, | > g} + oo si vide.
Vue la continuité a droite de X,, c’est une suite de (F,,) temps d’arrét
strictement croissante sur les (T, < + o). Fixons p, si
sup Sl‘lp min{lxt_xtllalxt_xlz|}>"

t1<t2<p
lti—t2|<h t; <t<ty

il existe un ¢, t, <t <t, tel que | X, — X, | >net|X, —X,|>n.
Supposons que T,_, <t, < T, alors:

<X = X [ <IXy = Xl L+ 1 X, = X1 <5+ [ Xy, — X

NI

par suite t; < T, <t, et de la méme maniére t < T,,, < t,.
Nous en déduisons que pour tout w il existe n tel que | T,(w) — T,_, (w) | <h.
Posons o} =inf {T, — T,_,|T,-, <p}, nous voyons que la pro-
priété IV sera vraie si pour tout p entier nous trouvons h tel que :

sup P[0! < h] <
Or: *

sup P3[81 < K] = sup P [inf {T, = T,_, IT,, < p} <
< infsup P:[Tn - Tn—l < h;Tn—l < p]

. x n.
<infsup P [ sup, Xe, ., = Xe 1> 13Ty <]

< inf sup P:I: sup | Xy, at+s — Xoarl > ﬂ:l
n a

0<s<h 2

Les temps d’arréts T,_; A T étant bornés, nous pouvons appliquer (18)
et ainsi conclure. i}
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§ 8. Intégrales stochastiques par rapport a un processus ponctuel.
1" application au probléme des martingales

Nous allons dans un premier temps rappeler les principaux résultats
de la théorie de Iintégrale stochastique par rapport aux mesures martin-
gales d’un processus ponctuel. Les démonstrations qui sont une générali-
sation d’un travail de Skorokhod [/8] peuvent étre trouvées dans [5].

NotAaTIONs ET DEFINITIONS — Soit (Q, F, (F,), 0, P) un espace de pro-
babilité, et (Y,),», un processus ponctuel & valeurs dans un espace lusi-
nien (U, U) adapté o-fini. Nous noterons par (N, A) son systéme de Lévy

et si 2 désigne la tribu des prévisibles [3] posons :
(19) LY(N, A)

={Zeg’®l_J/E J‘dAsj N(s, du) | Z (s, u)| < oo pour tout ¢ }
=" v ]

0

(20) LN, A)
= { Ze?® UJE

-

-

. _
J dAsJ N(s, du) | Z*(s, u)| < co pour tout ¢ }
0 §) _

Si Z appartient a L}(N, A), nous pouvons définir une mesure aléatoire
a variation bornée par :
t
(21) Q(2) = P(Z) - j dAN(s, Z)
V]
ou P(Z) = EZ(S, Y,), alors Q/(Z) est une martingale c. a. d. l. a. g.

s<t

Nous pouvons alors énoncer les résultats suivants :

PROPOSITION 21. — Soit Z appartenant ¢ L}(N, A). Une condition suffi-
sante pour que Q(Z) soit une martingale de carré intégrable est que Z appar-

tienne a@ L%(N, A). Le processus croissant prévisible associé d Q,2) vaut
alors :

t
j dAN(s, Z%) — E (AA)>N2(s,Y,)
0
s<t

THEOREME 22. — Pour tout Z appartenant @ LA(N, A), il existe une unique
martingale de carré intégrable, somme compensée de sauts, que nous note-
rons Q(Z), telle que si Z appartient aussi a L\(N, A)

t

Q(2) = P(2) - j dAN(s, Z),

0
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et de processus croissant

f ' dAN(s, Z2) — Z(AAS)ZNZ(s, 7).
0

t
Dans la suite nous noterons Q/(Z) = J J Z(s,u)q(ds, du)
0 JU

Au chapitre II nous reprendrons ces résultats dans le cas particulier des
processus ponctuels de poisson.

Nous allons appliquer le théoréme 22 pour donner une autre équivalence
au probléme des martingales, résultat principal de cette section.

Soit P une probabilité sur Q° vérifiant la propriété (P) avec un noyau S
qui intégre |u|> A 1 uniformément sur R¢

Le processus ponctuel Y, associ¢ au processus {0, X, >, ou 6 est un
élément de R est alors quasi continu a gauche et o-fini. Par conséquent
Z(s, o, u) =<{06,u)1, <, appartient a L%(S, t) et d’aprés le théoréme 22,
il existe une martingale de carré intégrable notée :

J' j 0, udq(ds, du)
0 Jjul<1

somme compensée de sauts de processus croissant

t
J dsj <8, udrS(X,, du)
0 lul<1
Nous en déduisons immédiatement le théoréme suivant, basé sur I'uni-
cité des processus croissants associés & une martingale de carré intégrable.

THEOREME 23. — Soit P une probabilité sur Q°, telle que (P) soit vraie
pour P. Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes.
1) Le processus

t
M =X, - x- J b(X,)ds — ZAxs1(|AX,|>l)
0

s<t

est une P martingale de processus croissant associé a {0, M, >

J" {0, aXy)8>ds + J' dsf {0, udS(X,, du)
0 0 lul <1

2) Le processus

t t
M =X -x- j b(X,)ds — EAxsﬂ(lAX,|>l) - f J uq(ds, du)
0 0 Jul<1

s<t
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est une martingale vectorielle continue de processus croissant associé a

t
(M, ) j‘ {0, aX))0>ds
pour tout 6 de R* °

Ces deux derniers théorémes vont nous permettre d’étudier les rela-
tions existant entre deux solutions au probléme des martingales relatifs
a des coefficients b différents. Nous suivrons I'étude faite dans le cas
continu [/3].

§ 9. Role des termes du premier ordre

Dans la suite nous supposons que la matrice a et les vecteurs by, b,
sont bornés et que le noyau S intégre |u|*> A 1 uniformément sur R%.
Introduisons la définition suivante :

DEFINITION 24. — Soit une matrice a d x d, symétrique, définie positive
bornée. Nous dirons quun vecteur b(x) borélien borné est de classe V(a),
il existe un vecteur B(x) d-dimensionnel, borélien, borné sur tout compact
de R? tel que pour tout x de R?

(22 b(x) = a(x)B(x)

En particulier si la matrice a est inversible pour tout x f(x)=a" 1(x)b(x),
alors V(a) est I'ensemble des vecteurs b(x) bornés.

Soit P¥ une solution au probléme des martingales partant de x relati-
vement au triplet (a, by, S). Si Y, est la martingale continue de carré inte-
grable :

t t
Y, =X, — x— j b(X,)ds — EAXs“(IAx,P )~ j j uq(ds, du)
0 0 Jlul<1

alors posons : =
t 1 t

(23) R, = exp { j CBX,), dY, ) — 2 J CBXY, bX) > dS}
0 0

t
ou j {B(X,), dY, > est une intégrale stochastique.
0

Nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 25. — Soit un vecteur b, = b + b, ou b est de classe V(a).
11 existera une solution P2 au probléme des martingales partant de x relative-
ment au triplet (a, b,, S).

De plus les probabilités P% et P} sont liées par

dpr?

24 — =R our tout ¢t
(24) aP o A ¢
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Démonstration. — Cette démonstration est identique au cas continu [/3]
pour montrer que pour tout  de R?

t t
M = <0, X, — x — J b3(X,)ds — ZAXsﬂ(les|> H— J j uq(ds, du)>
0 0 Jul<1

s<t

est une martingale continue de processus croissant associé
t
j {0, a(X,)0 > ds pour tout § de R¢
0

Remarquons en particulier, qu’il faut procéder en deux temps, en suppo-
sant f(x) borné. )

Alors la définition de P3 sur (Q°, F3) est possible car R, est une F?
martingale d’aprés la proposition 11 et I'espace (Q°, F°) est un espace polo-
nais (théoréme A,). Remarquons aussi que dans ce cas P! p.-s. pour tout ¢
0 < R(t) < o0.

Si B(x) est seulement borné sur tout compact, posons b"=b 1y et f"=f1y_
ou K, une suite de compacts tendant vers R? quand n croit vers 'cc. A
I'aide des résultats dans le cas borné, nous pouvons voir que la famille des
martingales R} définies a I'aide des p" est équi-intégrable. Alors R, est
aussi une martingale et de nouveau nous pouvons définir la probabilité P3
a laide de la relation (24). Le résultat cherché suit facilement.

Dans le cas discontinu d’apres le théoréme 22 il reste & montrer que P}
satisfait a la relation (P).

Or ceci est vrai, car nous pouvons écrire successivement :

: Zh(xsa Xs-)ﬂ(x,aexs-):l = EP’fI:RTZh(Xs, Xs-)ﬂ(xsaexs-):]
L

s s

T (T
o] [ 0 X )

vss

[ T s
= EPT de<f dv J X, + u, X,)S(X,, du))}
L JO 0 u

T
= EPT RTJ‘ dsJ' h(X; + u, XS)S(XS’ du):l
0 U

- T

N

EP

x

= EP?

ds j h(X, + u, X)S(X,, du):l. [ ]
u

L JO

Le théoréme 25 va nous permettre de déduire facilement le théoréme
d’unicité suivant, qui se démontre comme dans le cas continu [/3] [/5].
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THEOREME 26. — S’il existe une unique solution P au probléme des mar-
tingales partant de x relativement au triplet (a, b, S), il existera alors une
unique solution au probléme des martingales partant de x relativement au
triplet (a, b,, S) ou b, — b, est un vecteur de classe V(a).

Démonstration. — Grace au théoréme 25 qui montre I'existence, il reste
a prouver 'unicité.

Soit 7 et @’ deux probabilités solutions au probléme des martingales
partant de x relativement au triplet (a, b,, S). Il existera deux solutions =,
et 7 au probléme des martingales partant de x relativement au triplet
(a, by, S) d’aprés le théoréme 25 liées & 7 et ©’ par relation (24). Nous pou-
vons trouver une méme version des intégrales stochastiques

L CBX, dYe >

relatives aux deux probabilités © et =n’, ainsi nous pouvons prendre
R = RF =S,

En se plagant sur les compacts { x :| x| < r }, puis faisant tendre r vers
Iinfini, nous avons facilement alors l'unicit¢. [l

II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
ET PROBLEME DES MARTINGALES

Dans ce chapitre nous allons définir les équations différentielles sto-
chastiques et étudier leur lien avec le probléme des martingales. Pour cela
il nous est nécessaire de rappeler les principales propriétés des processus
de poisson ponctuels (p. p. p.).

§ 1. Processus de poisson ponctuels, mesure aléatoire associée

Nous nous placerons sur un certain espace de probabilité (Q, F, P)
muni d’une famille croissante de sous-tribus F,, t >0, satisfaisant les

conditions habituelles de Dellacherie. Pour plu; de détails sur les défini-
tions et les propriétés qui suivent il est conseillé de consulter [5] [7] et [16].

a) PROCESSUS PONCTUEL MULTIVARIE ET P. P. P.

Nous dirons que le processus Y,, t >0 & valeurs dans U = Uu {4}
est un processus ponctuel multivarié o-discret si I'ensemble

D = { (@, 0/Ydw) # 6}

a des coupes au plus dénombrables.
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Si Z est une fonction aléatoire positive F ® #(R*) ® U mesurable
(ou U est la tribu borélienne de U = R? — {0}), nous désignerons par :

P(Z)(w) = 2 Zo, s, (), P(Z)w)= Z Z(o, s, Y{@) V<
0 <seDw 0 <seDw

en particulier pour tout B de U

(25) P(B) = Z 15(Yy)
0<s<t
Alors nous dirons que le processus ponctuel Y,, t > 0, est o-fini il existe

un processus H, 2 ® U mesurable, strictement positif tel que
E[P(H)] < + oo ; adapté si Y, est F, mesurable et si pour tout B de U

P,(B) est un processus a valeurs dan?Rh F, adapté.

Il est bien connu [5] que si Y, est un processus ponctuel o-fini, adapté,
alors il existe un processus strictement croissant prévisible A, et un noyau
de transition de 2 vers (U, U), N(t, w, .), o-fini, tels que pour toute fonc-

tion fU mesurable positive Py(f) = Z f(Y,) ait pour projection duale
prévisible le processus croissant ey

j N(s, f)dA, .

0
Le couple (N, A) est appelé systéme de Lévy du processus (Y,).

DEFINITION I1,. — Un processus ponctuel multivarié o-fini, adapté, Y,,
t 2 0, sera un p. p. p. s’il existe sur (U, U) une mesure m o-finie telle que
son systéme de Lévy soit (m, t), m sera dite la mesure de Lévy du p. p. p. (Y,).

(Pour voir la correspondance avec les définitions habituelles consul-
ter [3]).
Pour tout B de U nous noterons par Q(B) la F, martingale
P,(B) — tm(B).

REMARQUES II,. — 1) Si (Y,) est un p. p. p. de mesure de Lévy m, pour
tout B de U tel que m(B) soit fini, tout temps d’arrét T :

i) PT,(B) = Z 15(Y,) est indépendant de Fy.

T<s<T+t
ii) Yr4, est un p. p. p. Fr,, adapté, de mesure de Lévy m.

Cette propriété est connue comme la propriété forte de Markov [16].
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2) Soit B de U tel que m(B) soit fini, nous pouvons définir la suite crois-
sante de temps d’arrét tendant vers Iinfinj :

Ty=inf{tr>0 |YeB}, + 0 si vide
Ty =inf{t>T, ,|Y,eB}, + 0 si vide.

posons pour tout n>1 S} =T, — T,_,, alors les variables aléatoires
SL ... 8B ..., YR, ...,YE, .. . sont mutuellement indépendantes, les
Sy de loi exponentielle de paramétre m(B) et les Y de loi

m(4)

P[Y? eA] = m(B)

pour tout A de U inclus dans B.
Dans la suite nous supposerons toujours m(U,) finie pour tout ¢ avec

U, = {u/|u|>e}.
b) MESURES ALEATOIRES ASSOCIEES A UN P. P. P.

Nous sommes ici dans un cas particulier du paragraphe 1.
Posons :

Li(m) = {Ze 2QU,F, adapté/E[J‘ dsj | Z(s, u) | m(du)}
= o Ju

=||Z||} < oo pour tout t}

t
L1toc(m) = {Z e?®UF, adapté/J‘ dsJ | Z(s, u) | m(du)
= o Ju
< oo P, pour tout t}

t

L¥(m) = { Ze?®U,F, adapté/EH

0

3
ds f | Z(s, u) |2m(du)]
U
=||Z||> < o pour tout t}
t
L2:1o%(m) = {Z €? ® U, F, adapté /f dsf | Z(s, u) |>m(du)
= o Ju

< o0, P, pour tout t}

REMARQUES. — Nous garderons les mémes notations pour Z d-dimen-
sionnel si une des propriétés précédentes est vérifiée pour toutes les appli-
cations coordonnées.
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DErFNITION I1;. — Pour toute application d-dimensionnelle positive
telle que P(Z) = Z(s, Y,) ait un sens, nous écrirons
0<s<t
t
(26) P(Z) = J j Z(s, u) p(ds, du)
0JuU

et nous dirons que c’est 'intégrale stochastique de Z par rapport d la mesure
aléatoire P.

En particulier P(Z) a un sens pour Z dans L!''*°(m), et si de plus elle
appartient @ L(m)

27) E[P,|Z|] = E[f dsj | Z(s, u)| m(du)J
o Ju

Pour tout Z dans L2(m) il existe une unique martingale de carré inté-
grable, somme compensée de sauts, Q,Z, telle que si Z appartient aussi
a LY(m)

(28) QZ=PZ - f dsJ Z(s, wym(du)
o Ju

t
de processus croissant prévisible j dsf Z2(s, wym(du).
o Ju

De plus si Z appartient & L?'°%(m) nous pouvons définir une unique
martingale locale localement de carré intégrable somme compensée de
sauts, telle qu’étant donnée une suite croissante de temps d’arrét (T,),>,
réduisant fortement (Q,Z), Q, , 1(Z) = QAZ 1)o.1,,))-

DEFINITION 11,. — Q((Z) sera appelée 'intégrale stochastique de Z par
rapport @ la mesure aléatoire q et sera notée

(29) Q(2) = ff Z(s, u)q(ds, du)
0JuU

(Sur les propriétés de ces mesures aléatoires voir [5] [//]).

Nous utiliserons une formule d’Ito semblable a celle de Kunita-Wata-
nabe [10], formule qui se déduit de celle de Meyer [/4] 4 I'aide de la formule
de Taylor.

ProposiTiON II, (formule d’Ito). — Considérons la semi-martingale
locale X, = Xo + M, + A, + Q,f + P,g o, a valeurs dans R%, M, est une
martingale locale continue, A, un processus a variations bornées continu,
f un élément de L*'°°(m), g de L'-'°(m) et X, une variable aléatoire F,
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mesurable bornée. Alors, si pour tout i, j = 1, ,d, fig; =0, pour toute
fonction complexe H définie sur R? de classe ‘62, nous avons que

d

1 o S o [
H(X)) — H(X,) — = z J‘ D'D'H(X,)d { M}, M/ > — Z j D'H(X,)dA!
0 0

i,j=1 i=1

fdsj {HX,- + f(s, ) — H(X,-) = { f(s, u), VH(X,-) )

+ H(X- + g(s, u)) — H(X;-) } m(du)
est une F, martingale.

¢) REPRESENTATION DES PROCESSUS PONCTUELS QUASI CONTINUS A GAUCHE

Toutes les propriétés qui suivent et qui montrent le role important des
P. p. p. constituent les résultats essentiels de [5].

Tout noyau N(x, .)%g« mesurable sur (U, U), o-fini posséde la pro-
priété (N) : B

pour toute mesure m sur (U, U) o-finie, positive, diffuse et satisfaisant
pour tout x de R?

(30) N(x, U) < m(U)

il existe une fonction n(x, u)%gs ® U mesurable a valeurs dans U telle que
pour toute fonction f positive U mesurable

(31 N(x, f) = J S (n(x, u))m(du)
8]

De (31) il suit facilement que pour tout processus ponctuel o-fini quasi
continu a gauche de noyau de Lévy (N, t) et pour toute mesure m sur (U, U)
diffuse et de masse infinie, il existe un processus 2 ® U mesurable n(t, w, u)
tel que :

(32) N(w, t,f) = J f(n(t, @, u)m(du)
U

De (32) il est montré I'existence d’un p. p. p. (Q, F F,, Y) tel que Y soit
limage de Y par n.

Alors si nous considérons une martingale locale vectorielle localement
de carré intégrable dont le processus croissant est absolument continu
par rapport au temps et celui associ¢ a la martingale ({6, M, ) ) est

t
J <, a(s)f > ds nous obtenons I'existence d’un espace de probabilité
(V]

Q. E g P), et, sur cet espace d’un mouvement brownien m dimen-
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sionnel (B,), 5. d'un p. p. p. (Y,),50 2 valeurs dans U de mesure de Lévy m
diffuse indépendant du brownien et d’un processus n(t, u)? ® U mesu-
rable ou n est associé par (32) au noyau N du processus ponctuel dérivé
de la martingale (M,),>,. pour lesquels :

(33) M, =M, + J o dp, + JJ n(s, u)g(ds, du)
0 0 JU

§ 2. Equations différentielles stochastiques : généralités

Considérons les trois applications boréliennes suivantes : ¢ de R? dans
R? x R™, b de R? dans R?, f de R? x U dans R alors :

DErFINITION 11, — Nous appellerons solution de I’équation différentielle
stochastique (E)

dX, = o(X,)dB, + b(X,)dt + J f(X,-, u)q(dt, du)

{(lul< 13

+ J f(X,-, u)p(dt, du)
{lul> 1)

de condition initiale X, = x, x de R, la donnée de :

a) un espace de probabilité (Q, F, P), muni d’une famille croissante de
sous-tribus (F,),>o satisfaisant aux conditions habituelles ;

b) unF, mouvement brownien m-dimensionnel B = (B,);»o tel que By = 0;

) un p. p. p. (Y,),»0 a valeurs dans U, de mesure de Lévy m, p et q étant
les mesures aléatoires associées au p. p. p. (Y,);

d) une fonction aléatoire X de R, x QdansR% c.a.d. | a. g., F, adaptée
telle que : Py, pour tout t : -
ft

i) lo(X,) |1?ds < oo

JO
(t
ii) | b(X,)|ds < o0
JO
ft

iii) dsJ | f(X,-, u) Pm(du) < oo
{lul <1}

JOo

iv) | f(Xs-2 Y) | Ugyv,y> 1y < 00, en particulier

0<s<t
t

J dsj | f(Xs-, w) | m(du) < o0
0 {lul> 1}
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et telle que

(34) X,=x+J

0

+jj f(X,-, u)q(ds, du)+Jr J f(X,-, u)p(ds, du)
0 J{lul< 1} 0 J{lul> 1)

Les conditions i), ii), iii) et iv) permettent P'existence des intégrales stochas-
tiques dans I’équation (34). De plus, la troisi¢me intégrale existe car f(X,-, u)
est prévisible pour tout u de U.

Suivant Yamada-Watanabé [22] dans le cas continu, nous avons deux
définitions de I'unicité.

t

o(X,)dB, + J b(X,)ds
4]

DErINITION 11, (unicité trajectorielle). — Nous dirons qu'il y a unicité
trajectorielle des solutions de (E) si étant donnée deux solutions ¥ = (B, Y, X)
et X' =B, Y, X') sur le méme espace de probabilité avec méme condition
initiale X, = Xy = x, pour tout t B, = B{ et Y, = Y, implique que X, = X|
pour tout t P .

DErFINITION II5 (unicité en loi). — Nous dirons qu'il y a unicité en loi
pour [P’équation (E) si, étant données deux solutions ¥ = (B, Y, X) et
X' = (B, Y, X' telles que Xy = x P, et Xy = x P, et de plus telles que
les p. p. p. ont méme mesure de Lévy m, les processus X, et X; ont méme loi
sur 'espace canonique (Q°, F°).

Avant de passer a Iétude du lien avec le probléme des martingales
montrons que nous pouvons remplacer dans ¢) le p. p. p. (Y,) par un
P. A. 1. (Z,) que nous appellerons P. A. I. associé¢ au p. p. p. (Y,).

Nous dirons que la mesure de Lévy posséde la propriété (M) si elle
intégre | u|? 1, <) + | 4| 1gu>1) Alors posons :

t t
Z = J. J uq(ds, du) + J‘ j up(ds, du)
0 Jiluls1) 0 J{lul>1}

Par application de la formule d’Ito nous en déduisons que Z, est un P. A. 1.
nul en 0, de fonction caractéristique :

(35) E[e!¢#Z] = exp {tL m(du)(e=* — 1 — i1l(|u|<”‘<”“>)}

Inversement si nous considérons un tel P. A. I. nous voyons facilement
a laide des théorémes 10, 12 et 23 que :

t t
Z = J J uq'(ds, du) + f j up'(ds, du)
0 Jul<1 0 Jlul>1
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ou p’ et ¢’ sont les mesures aléatoires associées au p. p. p. (Y;), processus
ponctuel associé a (Z,).

En conclusion nous obtenons une bijection entre ’'ensemble des p. p. p.
de mesure de Lévy m possédant la propriété (M) et les P. A. I. nuls a I'origine
de fonction caractéristique (35).

Remarques. — 1) Skorokhod [/8] a défini les équations différentielles a
du

partir des P. A. I. associés avec la mesure de Lévy m(du) = |—|7+—1 .
u

2) Le P. A. I. canonique défini sur (Q°, F°) sera appelé le P. A. 1. cano-
nique associé au p. p. p. (Y,). Le p. p. p. qui lui correspond sur (Q°, F9)
sera le p. p. p. canonique.

3) Nous aurions pu prendre un autre partage de I'espace U pour définir
les mesures p et q. Cela reviendrait essentiellement & changer le coefficient b.

§ 3. Equation différentielle stochastique (E)
et probléme des martingales

Cette section est consacrée a I'équivalence entre le probléme des martin-

gales et I'équation différentielle stochastique (E).

THEOREME I1,. — Supposons qu’il existe une solution ¥ a I’équation
différentielle stochastique (E) avec condition initiale X, = x, ou la matrice
a = oo*, le vecteur b, les intégrales

J L f(x, u) Pm(du) et j | f(x, u) | m(du)
(ul<1) lul> 1)

sont bornés sur tout compact de R?, la mesure de Lévy m posséde la pro-
priété (M), alors il existe sur (Q°, F°) une probabilité P* solution au probléme
des martingales partant de x relativement au triplet (a, b, S) ou pour tout x

(36)  B(x)=b(x)— f

lul S 1,1 (x,u)] > 1

f(x, u)rﬁ(du)+ J f(x, uym(du)

lul> 1,166 w)] <1
et pour tout A de U

(37) S(x, A) = f La(f (x, w)m(du)

Démonstration. — Des hypothéses nous voyons que b est borné sur tout
compact de R et S intégre | u |> A 1 uniformément sur tout compact de R?.
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Appliquons la formule d’Ito 4 une fonction F de classe €2+ alors :

d d
F(X,) — F(x) — j ds {% Z D'D'F(X,)a;;(X,)ds + ZD"F(XS)b,-(Xs) }

0 4
J=1 i=1

0

- jt dSJ~ { 1](IuISI)[F()(s‘ +f(Xs" “)) - F(Xs') - ZDIF(Xs)f;(Xs‘ +u):|
U a

F > pFX- + f(X-, w) — F(Xs-)]} m(du) .

Nous en déduisons que :
t
HF = F(X,) — F(x) — ‘[ LF(X,)ds
0

est une P martingale locale.

Nous obtenons le résultat en se plagant sur I'espace canonique et
PP=X.P. R

Gréce aux rappels II,, nous obtenons une réciproque :

THEOREME II,o. — Supposons qu’il existe une solution P* au probléme
des martingales partant de x relativement au triplet (a, b, S), alors, pour
toute matrice o, d x m, racine carrée de a et toute fonction n(x, u) d valeurs
dans U vérifiant (31) avec une mesure m o-finie, diffuse possédant la pro-
priété (M), il existe une solution a I’équation différentielle stochastique (E)
avec condition initiale X, = x relativement au triplet (o, b, n) avec

~

(36")  b(x)=b(x)+ J n(x, uym(du)— J n(x, uym(du)
lul < 1,|n(x,u)| > 1 lu|> 1,|n(x,u)| <1

Démonstration. — En vertu du théoréme 12, la propriété (P) est vraie

pour P* et
t

M,=X,—x——j

0

b(X,)ds — EAXJUAXSPU

s<t
est une martingale locale vectorielle de processus croissant absolument
continu par rapport au temps. '

Si (Y,) est le processus ponctuel associé a (X,), alors les rappels II,, nous
permettent d’obtenir I'existence d’un espace de probabilité (Q, E, 13 ),
d’'un mouvement brownien m dimensionnel (8,) nul a Iorigine, d’un
p. p. p. (Y, indépendant de mesure de Lévy m tel que Y, = nX,-, ¥) et

t t
M, = j o(X)dp, + j j n(X;-, wg(ds, du).
0 |In(Xs-,w)| <1

0o
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Soit : . .
(38) X, =x+ J o(X)dp, + j b(X,)ds
0 o

t t
+ J J n(X,-, wg(ds, du) + J f n(X,-, u)p(ds, du)
0 JIn(Xs-,u)| <1 0 JIn(Xs-,u)|>1

d’ou le résultat grace a la propriét¢ (M).” [
Remarque. — Par simple changement de b, (38) est identique a (34).
Le choix de la forme (34) pour expression de I'’équation différentielle sto-

chastique est justifiée par I’étude du cas lipschitzien (chap. III).
Les théorémes précédents entrainent facilement le corollaire suivant :

COROLLAIRE I1,,. — L’unicité en loi de I’équation différentielle stochasti-
que (E) entraine celle du probléme des martingales correspondant. Inverse-
ment 'unicité au probléme des martingales entraine I'unicité en loi de toutes
les équations différentielles stochastiques correspondantes (c’est-d-dire pour
tout couple (n, m) vérifiant les hypothéses du théoréme 11,).

Remarque. — Dans le cas lipschitzien nous obtenons I'unicité trajecto-
rielle, d’ou I'intérét de montrer que celle-ci entraine 'unicité en loi, ce qui
fait 'objet du paragraphe suivant.

Pour terminer énoncons la propriété de Markov fort dont la démonstra-
tion a I'aide du théoréme I,, est identique au cas continu [19].

THEOREME 11,,. — L’existence et I'unicité au probléme des martingales
entraine que le processus (X,) est fortement markovien par rapport a la
famille F, (remarque 1,).

§ 4. Unicité trajectorielle et unicite en loi

Nous allons généraliser un résultat de Yamada-Watanabe [22] [I7].

THEOREME 11, 5. — Pour I’équation différentielle stochastique (E) 'unicité
trajectorielle entraine I'unicité en loi.

Démonstration. — Considérons I'espace canonique (Q=W xQ°%x Q°,
B =BW)® F:0 ® F°) ou (W, #(w)) est I'espace €(R*, R™) muni de la
topologie de la convergence uniforme. Un point de Q = Q, x Q, x Q,
sera Noté @ = (wy, 5, w3), de plus Q=W x Q° = Q, x Q,, & = BW)QF°
et @ = (w;, w,). A l'aide du théoréme A, nous voyons que I'espace (Q, 97)
a une structure d’espace polonais et & = a(W,(t), W,(t), W,(1), t < o0)
(ou W, sont les applications coordonnées).

Considérons une solution & = (B, Z, X) a I'équation (E) sur I’espace
de probabilité (Q, F, F)) partant de x.
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Si nous notons par R la loi du brownien (B) et P, celle du P. A. L. (Z,),
la loi du couple sur (Q, %) est

Q(d@) = R(dw,). P, (dw,)

gréce a l'indépendance des processus (B,), 5, et (Z):>0-
Notons par Q(d®) la loi du processus (B, Z,, X,),»o sur (O, ). Grace
a la propriété d’espace polonais de Q, nous pouvons écrire :

Q(dw,, dw,, dwj) = Q(mv (0 dws)Q(dwp dw,)
ot Q(w,, w, ; dws) est une version régulicre de la probabilité condi-
tionnelle Q(./4%).
Posons &} = 6(Wy(s), s < t) = F;?, .92 = a(W,(s), W,(s), s < 1), alors, si
B est un élément de %2, Q(. ; B) est une fonction en & égale a Q,.. 2 une
fonction %, mesurable. Ce résultat se démontre d’une maniére analogue
au cas continu [/7] sachant que le processus (B,, Z)soestun P A I
Considérons une seconde solution %’ = (B, Z’, X’) sur l'espace de
probabilité (Q', ', (F;),5,) ou les P. A. 1. (Z,), 5, et (Z}), 50 ont méme fonc-
tion caractéristiaﬁe et définissons Q'(w,, w, ; dw) comme précédemment.
Sur I'espace de probabilité

(©, B) = (W x Q° x Q° x Q°, #W) ® F* ® F* ® F?)
posons

Q(dwp dw,, dw;, dw,) = Q(‘Dv @3, dws)Q'(a)l, (OGP dw4)Q(dw1~ dw,)

ot Qdw,, dw,) est la loi des. processus (B, Z,), (B], ZJ).

Les projections sur Q, et Q,, W,(t) et W, (1) satisfont aux conditions b)
et ¢) de la définition 115 ot 4, = o(W(s), s < ).

En effet :

QIW,(0) = 0, W,(0) = 0] = Q[W,(0) = 0, W,(0) = 0] = 1

Eé[ei(a..v‘vlmw<zz,v‘vzm>)] = Egle/Zr ViR, [¢iZ2W2)]

et grace a la propriété : Q(@; B;) (Q'(@, B,)) est p.-s. 1~3, mesurable pour
tout élément B;(B,) de % = o(W;(s), s < 1) (#7), nous en déduisons facile-
ment que le processus (W,(t), Wy(t)),», est un P. A, L.

(X>0 et (X{)»o sont toutes deux solutions avec méme condition ini-
tiale Xi(0) = Wy(0) = x sur le méme espace (O, 8, (B),50, Q) avec le
méme brownien (Wl(t),zo) et le méme P. A. 1. (W,(1),5,). Alors I’hypothése
d’unicité trajectorielle entraine que W,(t) = W, (1) Qp__s_ pour tout t. Soit
encore Q[W, = W,] =1, d'od Qz = Q4[W, = W,] =1 et lexistence
d’une fonction de (Q, #) dans (QO, F)) pour tout t telle que
W; = W, = F(W;, W,).Q .. L'unicit¢ en loi suit. |
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L’existence de la fonction F nous permet d’énoncer le corollaire impor-
tant suivant :

COROLLAIRE II,;. — S’il y a unicité trajectorielle, alors I’équation diffé-
rentielle stochastique (E) admet une solution quels que soient I’espace de
probabilité, le mouvement brownien et le p. p. p. considérés. De plus cette
solution est mesurable par rapport a la tribu engendrée par le mouvement
brownien et le p. p. p.

1lI. APPLICATIONS A L’EXISTENCE ET L’UNICITE
D’'UNE SOLUTION AU PROBLEME DES MARTINGALES

Dans cette partie nous utiliserons I'équivalence entre le probléme des
martingales et les équations différentielles stochastiques (E) pour obtenir
un résultat d’existence et d’unicité dans le cas localement lipschitzien, et
d’existence dans le cas borélien borné.

A. CAS LOCALEMENT LIPSCHITZIEN

Nous suivrons la méthode de Skorokhod [/8] pour établir I'existence et
I'unicité trajectorielle a I’équation différentielle stochastique (E). Nous
supposerons donner les propriétés a), b), c¢) de la définition Il,.

Bien que la démonstration soit proche de celle de Skorokhod il nous a
paru intéressant de préciser les hypothéses et d’éclaircir certains points
obscurs car nous étudions des processus c. a. d. . a. g. Malgré tout, nous ne
donnerons qu’un apergu des démonstrations; de plus nous obtiendrons
une version mesurable et une version « cadcontinue » de la solution.

§ 1. Equation différentielle stochastique (E’)

Nous allons d’abord étudier une équation différentielle stochastique
particuliére :

DeriNiTioN 1II,. — Etant données les trois applications boréliennes
suivantes & de R? dans R? x R™, b de R? dans R? et F de R? x U dans R?
nous appellerons solution de I’équation diﬂ”érentielle stochastique (E’)

dX, = o(X)dB, + b(X,)dt + f F(X,-, ug(dt, du), t3>0
U

de condition initiale X, = x, x de R? et s > 0, une fonction aléatoire de
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[s,+ o[ x Qdans R4, c.a. d. I a. g., F, adaptée telle que pour tout t > s,
P, les intégrales -

Jlla(xv)llzdv, J'Ib(Xs)Ids, fdvj | F(X,-, u) m(du)
s s U

s

soient finies et

(38) =X+ J'o(Xv)dBv + f b(X,)dv + J

s

t

J F(X,-, u)q(dv, du)
U

Cette solution est unique si pour tout t = s, X, = X; P, ..

Remarque. — F(X,-, u) est 2 ® U mesurable et vues les hypothéses
I'intégrale stochastique par rapport a la mesure aléatoire q est bien définie.
Nous obtenons un premier résultat d’existence et d’unicité.

ProposiTION II1,. — Si les applications o, b, F vérifient les conditions :

(L,) il existe une constante K telle que pour tout x de R?

ZM(X) I* + 160 > + J | F(x, u) Pm(du) < K(1 + | x[?)
V)

=1

L,) il existe une constante L telle que pour tout x, y de R?
2

low(x) = a(y) > + | b(x) — b(y) |2
k=1

+J | F(x, u) — F(p, u) Pm(du) < L|x -y,
U

alors pour tout s > 0 et toute variable aléatoire nF, mesurable et de carré
intégrable I’équation différentielle stochastique (E’) admet une et unique
solution X)(t), t > s, avec condition initiale X; = 1.

De plus pour tout T > s il existe une constante K telle que pour tout
s<t<T:

(39) E[|X, 1] < (m+ 3){E[|n*] + TK } em*3TKr
(40 Elsup IX.F]
<4m + 3){E[|n]] + TK;} {1 + TKm + 3)em* 3T}

Enfin il existe pour tout s une fonction aléatoire mesurable ¢(x, t, w) telle
que :
dx, ) =Xit) P

p--s.
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et si n est une variable aléatoire F mesurable de carré intégrable

(41) ¢dn, 1) =X3(0) P

Démonstration. — Appelons X3(n) I'espace de Banach des processus
c. a. d. L a. g d-dimensionnels, (X,);<,<1» F, adaptés avec condition ini-
tiale X, = #, ol 5 est une variable aléatoire de carré intégrable F, mesurable,
muni de la norme || X ||} = E [ sup_ [X,]*1'/2. Alors posons :

sst<

t

SX,=n+ J‘ a(X,)dBv + J‘b(Xv)dv + JIJ F(X,-, u)q(dv, du)
s s sJU

La propriété (L,) entraine que S est un opérateur sur Xi(r), la pro-
priété (L,) qu’il existe un n tel que S" soit une contraction. Nous en dédui-
sons aisément l’existence et 'unicité d’une solution i I’équation différen-
tielle stochastique (E’) avec condition initiale X, = #.

Par un calcul élémentaire (L,) entraine les inégalités (39) et (40).

L’existence d’une version mesurable et ’égalité (41) suivent alors avec
une démonstration en tout point identique a celle de Dynkin dans le cas
des diffusions [4]. [ ]

Nous allons étendre ce résultat au cas oun est P, finie et les coefficients
localement lipschitziens.

THEOREME I115. — Si les applications o, b et F satisfont aux propriétés (L,)
et (L) : (L%) pour tout entier N il existe une constante My telle que pour
tout x, y de la boule {| x| < N}

Z lo(x) — a(y) I* + | b(x) — b(y) |
o + J | F(x, u) — F(y, u) Pm(du) < My |x — y %,
U

pour tout s >0 et pour toute variable aléatoire nF; mesurable p.-s-finie,
I’équation différentielle stochastique (E’) admet une unique solution partant
den en s, X(t), qui satisfait les inégalités (39) et (40) sin est de carré intégrable.
De plus il existe une fonction aléatoire mesurable @(x, t, w) telle que
X0 = ot P,
Démonstration. — Considérons les applications i, ,. ;, boréliennes de R*
dans R telles que

1 pour | x| < p
V) ={p+1—|x| pour p<|x|<p+1
0 pour |x|=>p+ 1

et notons par a'?(x) : Y (x)a(x).
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Les propriétés (L,) et (L,) entrainent que les triplets (¢'?, b, F()
satisfont les conditions (L,) et (L,). Nous pouvons appliquer la proposition
précédente. Prenons les versions mesurables, posons

xgr;(t) = ¢.(sp)(’1 1 {Inl<p} t)

et considérons la suite de temps d’arrét :
T,=inf {¢t>s| |XE)|>p}, + oo si vide.

Il est facile de voir que sur {t < T, } X)) est solution de I’quation
différentielle stochastique (E’) relativement aux triplets (o, b, F) avec
condition initiale X = #.

L’existence suit, car a 'aide des inégalités (39) et (40), nous pouvons
montrer que la suite de temps d’arrét (T,),, croit vers I'co avec p. Il est
évident que nous avons obtenu une version mesurable. [}

L’unicité suit facilement de la proposition précédente.

§ 2. Probléme des martingales : cas localement lipschitzien

Nous allons d’abord établir I'existence et I'unicité trajectorielle de
I’équation différentielle stochastique (E).

THEOREME I114. — Si les applications o, b et f satisfont aux conditions
suivantes :

(E,) : il existe une constante K telle que pour tout x de R?

m

2 la(x) 1> + | b(x) |2 +J | f(x, u) Pm(du) < K(1 + | x|?)
tul<n)

k=1

(E,) : pour tout entier p il existe une constante L, telle que pour tout x et y
de la boule {|x|<p}

ZWk(x) — oY 1> + 1blx) = b(y) I?
=1
+I | f(x, w) — f(y, w) Pm(du) < L(|x = y[?)
flul< 1}
(E5) : soit pour tout x de RY tout u appartenant d Uy = {|u|> 1}

| f(x, u)| < o0, ou, soit : pour tout entier p il existe une constante M,
telle que

(Ii}lgp) f(|u|> 1) |f(X, W) | m(du) < Mp
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alors I'équation différentielle stochastique (E) admet pour tout x de R? une
unique solution X,, t 2 0, c. a. d. |. a. g. adaptée avec la condition initiale
Xo = x. De plus il existe une fonction aléatoire mesurable ¢(t, x, w) telle
que X(t) = ¢(t, x) pour tout t P .

Démonstration. — Comme dans la remarque II, considérons la suite
croissant vers ’co des temps d’arrét T, = inf{¢t > T,_,| |Y,| > 1}, + ©
si vide. Par définition de la mesure aléatoire nous avons griace a la pro-
priété (E,) :

(42) j J; | f(xs-, wyp(ds, du) = Ef(xn_,, Yr,) lr,<p < ©
] ul|>1

Il suffit de montrer ’existence et I'unicité trajectorielle pour T donné.

Sur I'ensemble { T < T, } ’équation (E) est équivalente a I'équation (E’)
relativement au triplet (o, b, F(x, u) = f(x, ) 1,/<y))- Par suite I'équi-
valence des conditions (E,), (E,) et (L,), (L}) entraine I'existence d’une
unique solution mesurable a (E’) ¢i(x, t). Par suite ¢i(x, 1), t < T, est
I'unique solution & I'équation (E) sur {T < T, }.

Plagons-nous maintenant sur { T > T, }. Nous voyons d’aprés (42) que
(x, Ty) = n, = ¢p§(x, Ty) + f(93(x, Ty), Yr,). De plus, grace aux condi-
tions (E,), (E,), (E;) et par un raisonnement semblable a celui de la fin du
théoréme III; | ¢(x, T,)| est P, fini.

Sur I'ensemble { (1, w)|0 <t < T,(w) — Ty(w) } il est facile de voir que
I'équation (E) est équivalente a Iéquation (E’) définie sur Iespace
(Q, F, (Fr,+,), P) par rapport au brownien (B, — By),», €t au p. p. p.
(Yr,+0): >0 relativement au triplet (o, b, F(x, u) = f(x, u)1 (ul< 1)) avec condi-
tion initiale X, = 7,(x). Soit ¢3(n,(x), t) la solution mesurable. Alors en
définissant #,(x) comme précédemment et continuant de proche en proche,
nous obtenons I'existence et 'unicité trajectorielle d’une solution a I'équa-
tion (E), dont la version mesurable s’écrit :

[£)

(43) @dx, 1) = ¢X(x, 1) Try>n + Z o(Mn-1(x), D Vir,_, <e<ty) - [ |

Remarques. — 11 y a unicité en loi d’aprés le théoréme II, ,.

Le résultat d’existence et d’unicité est valable sur tout espace de proba-
bilit¢ pour tout mouvement brownien et tout p. p. p. telle que sa mesure
de Lévy m vérifie les conditions du théoréme.

La mesurabilité de la solution nous permettrait de montrer la propriété
de Markov.
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Une démonstration identique a la précédente nous permettrait d’avoir
le corollaire suivant :

CoROLLAIRE I1ls. — Si o et b satisfont aux conditions (Ey et (Ey)etsif
vérifie . pour un ¢ > 0| f(x, u)| = | f(x, u) |1y >e et pour tout entier p il
existe une constante M, telle que :

(44) sup J | f(x, u)| m(du) < M,
{lx| < p} {lu]> ¢

alors pour tout x il existe une unique solution partant de x a I'équation diffé-
rentielle stochastique particuliére :

dX, = o(X,)dB, + b(X,)dt + j f(X-, u)p(ds, du)

{e<|ul}

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat relatif au probléme des
martingales :

THEOREME 1115 — Supposons que le triplet (a, b, S) satisfasse aux condi-
tions supplémentaires suivantes :

— aest de classe 6>, b = b, + b, ou b, est de classe V(a),

— il existe une application n de R* x U dans U telle que pour tout A
de U, x de R*:

S(x, A) = J 1a(n(x, u))m(du)
U
et si nous posons

b(x) = b,y(x) + J n(x, uym(du) — f n(x, uym(du)
lul < 1,|n(x,u)| > 1 Jul> 1,|n(x,u)| €1

bet Tgu<yn(., u) satisfont aux conditions (E,) et (E,), alors pour tout x il
existe une unique solution au probléme des martingales partant de x relative-

ment au triplet (a, b, S). (Q°, E, (F), P*, (X,)»0) est de plus un processus de
Markov fort. o

Démonstration. — D’aprés le théoréme 26 il suffit de montrer P’existence
et 'unicité pour le triplet (a, b,, S). D’aprés les théorémes Il,, IT;, et I1,,
il suffit en fait de montrer que le triplet (o, b, n) o0 a = go* vérifie les
conditions (E,), (E,) et (E;).

(E,) et (E,) sont vraies grace aux hypothéses par application d’un résultat
de Freidlin [6]. La seconde propriété (E,) se vérifie facilement car S intégre
| ]9 y>1) uniformément sur tout compact. [ ]

REMARQUE III,. — Du corollaire I1I, nous obtenons I’existence et I'uni-
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cité au probléme des martingales si a est de classe €2 et est non dégénérée,
b un vecteur quelconque et le noyau S est de la forme

S(x, A) = J 1 a(n(x, u))m(du)
U

avec | n(x, u) | = | n(x, u)| 1y, >, pour un certain ¢ positif.
Nous allons maintenant généraliser la propriété de bicontinuité établie
dans le cas des diffusions [/7].

§ 3. Cadcontinuité

DEFINITION I1lg. — Nous dirons qu'une fonction alt, x) d valeurs dans R?
définie sur R* x R? est cadcontinue si pour tout couple (t, x)a(s, y) converge
dans R? vers a(t, x) lorsque s décroit verst et y tend vers x.

Nous aurons besoin du résultat suivant qui généralise le lemme 13
de [17].

LeMME IIlo. — Considérons une fonction aléatoire Z, ., t > 0, x € R? telle
que pour chaque x elle soit P, continue d droite en t et pour tout x, y élé-
ments de la boule B, = {|x| < k} il existe une suite croissante de temps
d’arrét (T3 tendant P, vers I’ avec p, un a > 0, une constante A ne
dépendant que de k, p, t et o et un ¢ > 0 pour lesquels

d+
(45) E[ sup |Z,,—-Z,I<Alx—y|""
sStATH Yk
alors il existe une fonction aléatoire Z}, P
tout x Z, ., = Z¥, P, pour tout t.

p-s. cadcontinue telle que pour

Démonstration. — Notons par D, I'ensemble des points de R? dont les
k
coordonnées sont de la forme e k de Z. Nous dirons qu’un point y de D,

est voisin de x de R?si pour touti = 1, ..., d|x; — y;| < 279 Considérons
la suite de temps d’arrét croissant vers 'ooc P, avec p:

To=  inf TS
(x,y)eBy X By
x,yeQ4

et posons

UFP = sup sup © |Z
sStATE y,y'eDgvoisins
lyvil <q.lvil <q
»,y'€Bk

—-Z,,|

S,y
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Comme dans [I7] grace a l'inégalité (45) nous obtenons que ZUﬁ";’
converge P . q

Notons par D I'ensemble des points voisins de x éléments de D,, alors,
si (ay),ep, est une suite de masses affectées aux points de D,, posons :

d
H(Z_" =% =yl
i=1d

Q71— 1% = y:1)

yeDF i=1

®*[(a,); x] =

yeD¥

Il est évident que Zf, = ®P[(Z, ,),cp, ; X] est une fonction P, ; cadcontinue

qui vaut Z, , pour x appartenant a D,, de plus par construction :
1233 = Zi, 1< sup |Z,, - Z

yeD¥+1

y'eD§

ty — “y l :

Cette inégalité entraine que pour tout x de B, avec | x;| < g pour tout
i=1....d
sup |Zipt - Z2,| < 2URGLY .
sStATE*H!
Nous en déduisons que la suite (Z2,),>, converge P, uniformément
sur [0, t] x B, pour tout ¢ positif et tout entier k.
Posons Z}, = Eﬁ Z? . Z}, est P, cadcontinue et de (45) pour tout x

et tout t Z¥ =727, ., P, . De la continuit¢ & droite nous pouvons con-

clure. |

A T'aide du lemme précédent nous obtiendrons I'existence d’une version
cadcontinue pour une solution de I'équation (E’). Pour établir I'inéga-
lité (45) nous utiliserons le résultat intermédiaire suivant.

LemME 111, 4. — Considérons les applications o de (R, x Q, % , ® F)
dans (R*™ Bram), b de (R, x Q. Bz, ® F) dans (R*, Bra) et f de
Ry xQxU, 2@ 1) dans (R?, zJ) telles que P, pour tout t les trois inté-

t t t
grales j || o, |1%ds, J | b, | ds et jdsf | f(s, u)|>m(du) soient finies,
(V] 0 0 U

alors pour tout s > 0 et toute variable aléatoire n P finie F, mesurable
la semi-martingale locale définie pour tout t > s par: o

t t t
X, =n+ j 0,dB, + j bdv + f J f (v, ug(dv, du)
s 1§)

N s
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posséde la propriété suivante, il existe une suite de temps d’arrét T,, p > 1,
minorée et croissant vers I’oo avec p P, et pour tout t > s, tout p =2
une constante C, , positive telles que :

tATq
(46) E[ sup IX.,|”]<Cf,p[E[|'1|”]+E|:j dv{lb.,llx.,l"'1

s<v<tAT,

+1b, P + 1o, 171X, P72 + IX.)I”'Z_[ | f (v, u) Im(du)
U

+ L | f(v, u) I"m(du)}]]

Démonstration. — Appliquons la formule d’Ito a la fonction F(x) = | x |7,
alors

d m
! , | .
N, =X, ]P - |'1|”—PZ J {XHX”V'_ZbZ'F §|Xul"_22|03"|2}d0
=1 =1
-2
_P(p2 )J X,,|X |- 4(Z O.Jk)dv
t ) -
—J dUJ {'Xv‘ +fiw, WP —|X,- P = pri— | X,- P~ 2f (v, “)}m(du)
s V) b

est une martingale locale, localement de carré intégrable. Considérons une
suite de temps d’arrét (T,),, croissant vers 'co avec q P, minorée par s
et réduisant fortement la martingale locale précédente ainsi que :

M, = J“avdB,, + JIJ f(v, ug(dv, du)
s sJU

Fixons g et posons T = T,. Appliquant I'inégalit¢ de Holder a 'aide d’un
calcul élémentaire, nous avons :

(47) E[ sup [X,[7]

s<v<tAT

. B P P tAT
<3 1<1+3P ‘(;—_—1>){Ellnl"]+r"“EH |bvl"dv]}
+ 32 “( )E[IXMTI"]

p—
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D’autre part de I’expression de N, nous obtenons que :

d
tAT
E[1X,1 1] = E[I7 1] + pEU X, I”_2<2Xf,bi>dv]
p tAT - t=
+EE[£ ,|
d

d m m
{(P - 2)ZX1}X{;(20:}"‘0£"> +1X, 122 2 |oy* |2}dv]
i,j= k j=1

i,j=1 =1 i=1j

tAT
+EU dvj {IXV- +flo, u)|P — | X,- P
s U
d

- pr;‘,_ |X,- P~ 2f (v, u)} m(du)] =lo+1, +1,+1,

i=1

Alors nous obtenons, avec de plus I'aide de la formule des accroissements
finis pour I, les majorations suivantes :

tAT

@) 1, spd%EH |X,,|”“|b,,|dvj|

-1 tAT
(49) Izsd”(”2 )EH |xv|"*2na,,||2dv]

(50) 1, <dp(p — 1)2P-3EU

N

tAT
du{ j | f(v, u) |Pm(du)
8]

+1X, 1772 L | £(v, u) |*m(du) } ]

Nous déduisons la propriété (46) des inégalités (47), (48), (49) et (50). |
Remarque. — Les constantes C, , étant indépendantes de la suite de temps
d’arrét I'inégalité (46) peut étre écrite sans temps d’arrét.
PROPOSITION II1,,. — Sous les hypothéses du théoréme 111, et si de plus
la condition (L,) est satisfaite :
(L3) pour un certain p > d, pour tout n = 1 il existe une constante N, telle

que pour tout x, y de B,

J [Fx, ) — F(y, w) [Pm(du) < N, | x — y[°
U
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alors pour tout s = 0 la solution d I’équation différentielle stochastique (E’),
X3(t), t = s, admet une version cadcontinue Y (t, x).

Démonstration. — Fixons k, et soient deux éléments x et y de B,. Appli-
quons le lemme précédent a la semi-martingale locale Xj(r) — X;(t). La
suite de temps d’arrét T , qui dépend de x et y, peut étre choisie telle que X3(r)
et X}(r) soient bornées par un entier 5, sur [0, T,[. Alors de I'inégalité (46)
a l'aide des propriétés (L3) et (L) nous obtenons facilement la majoration
E[ sup X0 = X0 P < Cpp(1x = yP.

4

+(3M,, + (M, )> + N,) duE[ sup - 1%3(0) = Xj(w) 1}

s<u<v
et par un calcul élémentaire I’existence d’une constante K telle que

E [ _sup _IXi0) - X5(0) 7] < K[ x - yP.
La condition (45) est satisfaite pour ¢ = p — d, d’ou le résultat d’aprés
le lemme I11,. ]

THEOREME II1,,. — Si les trois applications o, b et f satisfont aux condi-
tions (E,), (E,), (Es), plus (E,) et (E):

(E,) pour un certain p > d et tout entier n il existe une constante N, pour
laquelle quels que soient x et y de B,

LI ) | f(x, u) = f(y, u) Pm(du) < N, | x — y P
ul<1

(Es) pour tout u fixé f(x, u) est continue en x, alors il existe une version
cadcontinue Y(t, x), t > 0, @ I’équation différentielle stochastique (E).

Démonstration. — Les équations (E’) considérées dans la démonstration
du théoréme III, satisfont a la condition (L) grace a (E,), par suite nous
pouvons travailler avec des versions cadcontinues au lieu de mesurables.
La continuité en x de f(x, u) nous montre que les variables aléatoires #,(x)
sont continues. Nous en déduisons I'existence d’une version cadcontinue
de la forme (43). [ ]

CoroLLAIRE III,, (application au probléme des martingales). — Si les
hypothéses du théoréme 1114 sont satisfaites et si de plus n(x, u) vérifie les
conditions (E,) et (Es), alors pour tout x il existe une solution au probléme des
martingales et (X,),5¢ est un processus de Markov fortement fellérien.
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Démonstration. — 11 reste & montrer la propriété fellérienne de (X)e>0-

Or:
Ex[J e“"f(x.,)dvil = EZ‘[R,J e"‘f(xv)dv]
0 0

F:[ﬁ, J ' e~ (Y(s, x»dv]
0

ou lA/I(t, x) est la version cadcontinue de I’équation (E) associée au triplet
(0. by, n) (théoréme II,,) et ou R, est définie par (24), en particulier

t 1 t
R = exp{ J Bl (s, o)loly(s, 0)ldB, — 3 J CBlY(s, o)), by[y(s, o)] >d5}
0 [

sur (Q, F).
La fonction f pouvant étre choisie continue bornée la continuité en x

de E"[J‘ e"'ff(X,,)dv] suit facilement. |}

0

B. CAS BORELIEN BORNE

Nous allons d’abord généraliser I'inégalité de Krylov [9] [13] puis nous
montrerons l'existence dans le cas borélien borné ce qui nous permettra
en particulier d’obtenir le résultat de Strook [21] dans le cas ou les coeffi-
cients sont continus.

§ 4. Ineégalité fondamentale

Supposons donnés un espace de probabilité (Q, F, P) muni d’une famille
croissante de sous-tribus F,, t > 0, et sur cet espace un F, mouvement
brownien d-dimensionnel et un F, p. p. p. de mesure de Lévy m & valeurs
dans U. De plus considérons, définis sur cet espace, un processus matri-
ciel, 6, d x d, symétrique, borélien et F, adapté, un processus vectoriel b,,
d-dimensionnel, borélien et F, adapté et enfin une fonction aléatoire
d-dimensionnelle, n(t, u), 2 ®I_:J mesurable et F, adaptée pour tout u de U
tels qu’il existe une constante M pour laquelle pour tout ¢

(51) ||0,||+|b.|+f

lul <1

I n(s, u) [m(du) + J | n(s, u) | m(du) < M

Jul>1
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alors nous pouvons poser :

t

(ﬂ)&mmhm=x+f

0

t t
o.dB; + j bds + J‘ j n(s, u)q(ds, du)
0 0 Ju<1

+ f‘f n(s, u) p(ds, du)
0 Jul>1

ol p et g sont les mesures aléatoires associées au p. p. p. Y,.
Pour toute fonction borélienne réelle définie sur C, = {x| |x|<r}
définissons la norme :

‘%
”“w=<L|ﬂ”WO

alors si pour tout r, tout x de C,, t* est le temps de sortie de C, pour le
processus X,(x, g, b, n), nous obtenons I’estimation suivante :

THEOREME Ill,,. — S’il existe une constante M vérifiant (51) et si la
matrice ¢ posséde la propriété (U) :

(U) : pour tout r il existe une constante p, telle que pour tout x de C,
det a(t, w) = pu, > 0 sur I’ensemble

A ={(t, 0)weQ, te [0, tHw) [ }

alors, il existe une constante N, ne dépendant que de r, u,, M et t telle que
pour tout t = 0, tou! r et tout x de C,

(53) EUO " fX(x, 0, b, m)| ds] <N 1l

quelle que soit f borélienne bornée définie sur R

Démonstration. — Elle fait appel & la théorie des polyhédres convexes
et est peu différente de celle de I'inégalité dans le cas continu [9] [/3], aussi
nous n’en indiquerons que les grandes lignes en insistant surtout sur les
différences.

Remarquons tout d’abord qu’a ’aide du théoréme de la classe monotone
et d’un calcul élémentaire il suffit d’obtenir (53) pour r égal 4 1, tout x de C,
et toute fonction continue bornée nulle sur 6C,.

Soit ¢ une matrice, d x d, symétrique, strictement elliptique quelconque.
Pour toute fonction réelle borélienne définie sur R, g(x), posons :

lo™(x =y
% dy

4
-2

(54) T7g(x) = (2mr)”* (det 0)"[ &(y) exp{—
Rd
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Il suit facilement que :
(55) I T g(x) — Trg(y)| < sup lg(x +v) — gy + v)|

(56) IVT,"g(X)—VI"g(y)ISNSl;glg(x+v)—g(y+v)|

D’autre part a I'aide de la théorie des polyhédres convexes nous pouvons
montrer pour toute fonction f définie sur R? continue a support dans C,

I'existence d’une fonction réelle convexe Z(x) possédant les propriétés
suivantes :

i) Z(x) = 0 sur C,, < 0 hors de C,,

ii) il existe une constante N, telle que pour tout x, y de R?
(57) Z(x) > — Ny |x| S Mla
(58) 1Z(x) = Z(») | < Nylx =yl 11 fllas

iii) sinous posons Z,(x) = TyZ(x) et f(x) = T f(x) pour & > 0, alors Z;

est de classe € et 4

1 .
(59) L°Zy(x) = 3 ZaijD'DJZ,,(x) < — W det 02N, f(x)
i,j=1

ou N, est une constante positive et a = go*. De plus a I'aide des inéga-
lités (55), (56) et (58) remarquons que :
(60) IVZy(x)| < N3l f |las
(61) ID'D'Zy(x) | < Ny || £ [la,,

Notons par 7,(x) : ’

Z(X/(x, 0, b, n)) — Z(x) +J ds{N Y det 62 f(X((x, o, b, n)
- N3||f||a,1<|bs|+J‘” | n(s, u)|2m(du)+J
ul<1

| (s, u)| rn(du)> }
. < lul>1
Vue la remarque du début nous obtenons I'estimation (53) si n,(x) posséde
pour tout x de C, la propriété (S — M) : ,(x) est une surmartingale. En
effet, appliquons le théoréme d’arrét, nous obtenons pour tout x de C,

E[f;..(x)] <0, et par conséquent :

NZE[JMrf Y det 62 f(X((x, 0, b, n))ds] < Z(x) — E[Z(X,, )]
0

+N3||.f||a.1E|:f ds

0

{'bs' + J | n(s, u) |’m(du) + j | n(s, u) | m(du)}]
lul <1 lul>1
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soit

tATY 2
E[J f(Xs)dSJ SNZ ' 4 f 1laa(Ny + N3My).

0o

Y

Il reste a établir la propriété (S — M). Cette propriété est satisfaite
pour tout triplet (o, b, n) ou ¢ et b sont déterministes et n est de la forme
n
n, 1g,(u) ou les n, sont déterministes et les B, sont des sous-ensembles
k=1
de U disjoints contenus dans {u| |u|<1}ou {u| |u|> 1} et m inté-
grables. En effet appliquons la formule d’Ito a la semi-martingale
X/x, o, b, n) et a la fonction Z;, alors le processqis :

't

ZyX)—Zyx)— | ds{L°Z;+<b,VZ;}} (X))
JO

—| ds Z { Zy(Xs-+m)—Z X, )=, VZ4(X;-)D }m(Bk)

JO
Bi< {Jul< 1)
't
—| ds 2 {Zy(Xs-+m)—ZyX,-) } m(B))
JO T
By< {|ul> 1)

est une F, martingale. Le processus #,(x) correspondant est par suite une
surmartingale en faisant tendre & vers 0 grice a la formule de Taylor et
aux inégalités (59), (60) et (61).

Si maintenant g, et b, sont des processus étagés et continus a droite,
et si n(t, u) est une fonction aléatoire de la forme

r r

i
E E"j'lsm.-“]xnj
=1 j=

ot les B; sont disjoints et m intégrables et les n;F, mesurables, il est évident
qu’il suffit de montrer la propriété (S.M) sur tout intervalle ]s, t[ pour

r

lequel 0, = o, b, = b, et n(v, u) = an(s) I (w). Ce fait suit facilement

\

de la propriété suivante des espérances conditionnelles & partir du cas

déterministe en prenant pour & : F et &' :0(B, — B, Y, — Y,, s < v).
Soient (E, &, P) un espace probabilisé, (G, ) un espace mesurable,

X une application de (E, &) dans (G, %), F une variable aléatoire bornée
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de (F x G, ® %) et o, o’ deux sous-tribus de & indépendantes avec
o > X~ X%), alors, si pour tout x I'application F(x, .) est ./’ mesurable,

E[F(X, w)| ] = E[F(., 0)](X)

Revenons au cas général, nous pouvons trouver une suite de triplets
(%, bP, n?) de la forme précédente telle que o” converge vers ¢ dans L2(J),
b” vers b dans L'(2) ou 2 est la mesure de Lebesgue sur RY, T yn®(., w)
converge vers 1,,,<;n(., u) dans L%(m) et 1> 1yn®(., u) vers Tgur> pyn(., w)
dans L(m). Alors nous avons :

E[|X/(x, a®, b?, n?) — X/(x, 0, b, n)|]

ft 4 t
<E dslaf—aslz] +E[j lbf—bslds]
L JO 0
[ [t b
+ E ds'[ | n?(s, u) — n(s, u) lzm(du)]
L JO lul<1
~h
+ E dsJ | nP(s, u) — n(s, u) | m(du)}
L JO lul>1

Nous pouvons choisir (a7, b?, n?) tel que ce triplet vérifie (51) uniformé-
ment en p, par suite de ce qui précéde nous déduisons que la suite (X?)
converge vers X, pour tout t P, et n,(x) est une surmartingale. [ |

Adaptons I'estimation (53) au probléme des martingales. Nous dirons
que le triplet (a, b, S) vérifie la propriété (V) suivante si :

(V) i) a(x) est bornée et uniformément elliptique sur tout compact,
clest-a-dire : pour tout r il existe une constante u, > 0 telle que pour

tout x de C, et A de R?
d

Ul A |2 < Z aij(x)}'i'{j

iL,j=1
ii) b(x)est borné.
iii) S(x, du) intégre |u|* 1, <) + |ul1,,>,, uniformément en x.
Alors si 1, est le temps de sortie de C, pour le processus X, t > 0 :

THEOREME 111, 5. — Si quel que soit x de R? il existe une solution P* au
probléme des martingales partant de x relativement au triplet (a, b, S) possé-
dant la propriété (V), alors pour tout r et tout t il existe une constante N ne
dépendant que de r, t, p, et M borne des coefficients telle que pour tout x
de C, et toute fonction f borélienne bornée

62) E*[ J 'f<x,)dt] <N S Mo

0o
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Démonstration. — Soit ¢ la racine carrée symétrique de a, appliquons le
théoréme 11,,, alors il existe un espace de probabilité (€, E, g, P), un F,
mouvement brownien, un p. p. p. de mesure de Lévy m possédant la pro-
priété (M) et unc fonction a valeurs dans U, n(x, u), définie par (31) tels
que Péquation différentielle stochastique (E) partant de x relativement
au triplet (g, b, n) ot b est définie par (36’) admet une solution X,. Posons
o, = a(X,), 5, = bX) et n(t, u) = n(X,-, u) alors grace a (V) le triplet
(0, b, n(t, w)) vérifie les hypothéses du théoréme III, ;. De (53) nous dédui-
sons de suite I'inégalité (62). ||

De l'inégalité (62) il est facile d’obtenir a I'aide de la majoration expo-
nentielle (théoréme 13) par une méthode analogue a celle du cas continu [/3]
le corollaire suivant :

COROLLAIRE III,. — Sous les hypothéses du théoréme précédent pour
tout ensemble I" de mesure P~ nulle, le temps de séjour en I" du processus X,
est nul A-p.-s., C’est-a-dire :

(63) E"[ f wilr(Xs)ds] =0
0

§ 5. Existence d’une solution au probléme des martingales
Nous allons obtenir le résultat d’existence suivant :

THEOREME I11,,. — Pour tout x il existe une solution P* au probléme des
martingales partant de x relativement au triplet (a, b, S) s’il satisfait la
condition (V).

Démonstration. — Nous pouvons trouver une suite de matrices a, de
classe €2, uniformément elliptiques sur tout compact uniformément en g
et uniformément bornées, qui converge vers a. Soit n(x, u) la fonction
définie a partir du noyau S par (31) ot m est une mesure sur U possédant
la propriété (M), alors posons pour tout A de U et tout x :

(64) S,(x, A) = J 1.(n(x, u))m(du)

1
lul >3

L’étude du cas lipschitzien (remarque III;) nous a montré I'existence
pour tout x et tout g d’une solution Pj partant de x relativement au tri-
plet (a,, b, S,). Nous pouvons appliquer le théoréme 20 de compacité et
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nous obtenons I'existence pour tout x fixé d’une probabilité P* sur (Q°, I;")
limite en loi d’une sous-suite de (P}). Montrons que P* est bien une solu-
tion au probléme des martingales.

L’ensemble { X, = x } étant fermé pour la topologie de Skorokhod sur
tout compact (proposition A,), P*(X, = x) = 1.

Il est facile de voir grace a la continuité a droite de X, et a la définition
des probabilités P; qu’il suffit d’obtenir que

E [ﬂ(f X)) —f(x) - L L"f(Xs)dS>]

converge vers E"[n( fX) —f(x) — f Lf(X;)ds )jl pour tout ¢t n’apparte-
0

nant pas a I'espace dénombrable de points de R, introduit au corollaire As,
toute fonction réelle de ¥2-%(R? et toute variable aléatoire nF, mesurable

continue bornée pour montrer que P* est une solution au probléme des
martingales partant de x.

EZ [n(.f X)) = f(x) = L LYy (Xs)d8>:|
- E"[ﬂ(f X) —f(x) - L Lf (Xs)dSﬂ

<IESI(F(X) — £CN = Eln(f(X,) — ()] |
+ E|:|'1| J ILf (X,) — L'ff(Xs)ldS]

0

+ ‘ E[n J‘ LY (Xs)ds:| - E;[n J ' LY (Xs)ds]
0 0

; E:;[ In| f TILY(X) - LX) | ds]

0

I9(x) =

+j |n|{f |L’.‘f(Xs)—L‘¥f(Xs)|dS}dP;‘
[t <1)

0
SL+L+L+1,+15.

t

Soit ¢, par construction de L“,j | Lf(X,) — L¥(X,) | ds converge vers 0

0

€
avec R par conséquent pour k grand I, < 3
Pour r grand, grice a la majoration exponentielle (lemme 17), les coeffi-
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cients de L7 étant bornés uniformément en g, Pj[t, < ¢] est petit, alors f
€
étant un élément de €2*(R? pour r grand, tout g et tout k I5 < 5

Grace au théoréme Il1,5, (a,, b, S)) satisfaisant a la propriété (V) unifor-
mément en g, il existe une constante K indépendante de k et g telle que :

Eq"[ Inl J ILY (X)) - L"f(Xs)|ds:| < KN, |ILY = LY |l .
0

ou si g est supérieur a k :
IILY — L9f |, L
d
< K'(j {II ayx) = a,(x) | + J | n(x, u) >m(du) I"'} dX>

c 1 1

r —<|ul$-"-

1 1 . €
tend vers 0 avec - et o par suite pour ¢ > k grands I, < 3
q
Par le choix de ¢, X, est continu sauf sur un ensemble P*-nul, par suite

la convergence en loi de P; vers P* entraine que I, + I, S% pour g
grand.
Nous en déduisons que pour g grand I,<e, d’ou le résultat cherché. |l
Nous pouvons aisément retrouver le résultat d’existence de Strook [2]]
qui améliore celui de Komatsu [8] grace a ’estimation du théoréme III, .

COROLLAIRE II1,5. — Supposons que la matrice a(x) et le vecteur b(x)
soient bornés et continus, que le vecteur b,(x) soit borné et de classe V(a),
que le noyau S intégre | u|? Tqu<n + [ulgu> 1) uniformément en x et que
pour toute fonction ¢ continue bornée S(x, ¢) soit continue en x, alors il
existe pour tout x de R? une solution au probléme des martingales partant
de x relativement au triplet (a, b, + b,, S).

Démonstration. — Grace au théoréme 25 il suffit d’établir le résultat
1

avec b, nul. Posons a, = a + -1, alors le triplet (a,, b, S) vérifie la condi-
q

tion (V). Les coefficients étant bornés uniformément en g il existe donc une
famille relativement compacte de probabilités P, solutions au probléme
des martingales par rapport aux triplets (a,, b, S). Quitte a extraire une
sous-suite (PJ) converge en loi vers une probabilit¢ P*. Comme précédem-

. 1
ment il suffit de montrer que I,(t) converge vers 0 avec — pour tout t n’appar-
q
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tenant pas a un sous-ensemble dénombrable de R, . Or grace aux propriétés
de continuité des coefficients

E;‘[n(f(xo —f0) L Lf(Xs)dsﬂ
E"[n(f (X)) —f(x) - L Lf(Xst)J

lorsque p tend vers I'c0.
Le résultat final suit car :

converge vers

E::[M! f |L9f(X,) — Lf(Xs)Ids] < Ké
1)

ou K est une constante indépendante de 7 B
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APPENDICE

TOPOLOGIE DE SKOROKHOD
SUR TOUT COMPACT SUR Q°

Nous voulons munir I'espace Q° d’une structure d’espace polonais qui induira la topo-
logie de Skorokhod sur tout compact. Nous ne pouvons pas généraliser immédiatement
d’une maniére analogue a la topologie de la convergence uniforme sur tout compact la
topologie de Skorokhod sur D[[0, 1], RY] étudiée en particulier par Billingsley [2]. De
méme la topologie de type de Skorokhod introduite par Maisonneuve [/2] sur D[R, K]
ot K est un compact de R? ne se généralise pas 4 Q°, car alors nous perdons la complétion ;
par suite nous voyons l'utilit¢ de I’étude qui suit :

Suivant Maisonneuve [/2] introduisons les définitions ci-dessous. Nous appellerons
changement de temps les applications strictement croissantes et continues de R, dans
lui-méme ; t-changement de temps celles qui vérifient A(t) = t; et enfin taille d’un change-
ment de temps le nombre positif suivant :

At) — As)

(65) |A] =sup | At) — t| + sup
120 s#t t—s

Log

Nous noterons par A(A,) la classe des (t-) changements de temps.

Nous pouvons introduire la topologie de Skorokhod sur tout compact : nous dirons
qu’une suite x,, k > 1, converge vers x dans Q° pour la topologie de Skorokhod sur tout
compact si pour tout n entier il existe une suite de changements de temps A7, k > 1, telle
que :

(66) lim [%]=0

(67) lim sup |x(t) = x(4()] = 0

o 0t

Considérons pour tout n entier les fonctions définies sur R, :

1 0<<t<n
P()=9n+1—1 si n<t<n+1
0 si t=2n+1

et posons x"(t) = @"(t)x(t)

px,y) = inf {|Ai]+ G SUP X)) — (AN 1}

A€An+ 1

O pux, )
d(x, y) = Z 21+ px )

n=1

et enfin

Les propriétés de la taille d’un changement de temps [/2] nous permettent de montrer
facilement que d est une distance sur Q°.

La proposition suivante dont la démonstration est assez longue établit I’équivalence
entre la topologie induite par d et celle de Skorokhod sur tout compact.
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PROPOSITION A,. — Une suite x,, k > 1, converge vers x dans Q° pour la topologie de
Skorokhod sur tout compact si et seulement si

'Itll% d(x;, x) =0

Remarque. — 1l est facile de voir que la topologie de Skorokhod sur tout compact sur
C(R,, R est équivalente a la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Grace a la proposition A, la démonstration des résultats importants ci-dessous se
déduit facilement de celle de Billingsley [2].

THEOREME A,. — La distance d induit sur Q° une structure d’espace polonais. De plus la
tribu borélienne # et F sont identiques.

THEOREME A, (Critére de compacité). — Pour qu’'une famille P, i€l, de probabilités
sur (Q°, F) soit relativement compacte il suffit que pour tout ¢ > 0, tout entier p et tout n
positif il existe

I) a, tel que sup P, {sup|X,|>a,} <e¢
1 t<p

) 6, tel que sup P, { sup | X, — X,|>n}<e
1 8,1 <0y

) o,, tel que sup P,{ sup [X, —X;|>n}<e
1 14

gp,pSs<t<

IV) h,, tel que sup P, {  sup sup min {|X, - X, |, |X, = X,|} >n}<e
1 <t2Sp 1, St
Ity —t2| <hp,y

Enfin les applications coordonnées possédent la propriété suivante [ ].

PROPOSITION A,. — Si la suite x,, k = 1, converge vers x pour la topologie de Skorokhod
sur tout compact, alors x,(t) tend vers x(t) pour tout t point de continuité de x.
De plus si P est une probabilité sur (Q°, F)

Plx: X,(x) # X, -(x)] = 0

sauf pour un nombre dénombrable de points t.

COROLLAIRE As. — Pour toute probabilité P sur (Q°, F), pour presque tout point t il existe
un ensemble N, de mesure P nulle telle que X, soit continue en tout point x n’appartenant
pas a N,.
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