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Sur la convergence L1 et Loo
de Pestimateur de la partition aléatoire
pour une densité

par

Saab ABOU-JAOUDE

2, rue de I’école des Postes, 78000, Versailles

RESUME. — Nous traitons dans cet article de conditions nécessaires et
suffisantes de convergence L1 et Loo, suivant un mode stochastique .#
de I'estimateur de la partition aléatoire pour une densité sur R. L’estimateur
est, pour I'essentiel, celui de I'histogramme obtenu en faisant un découpage
sur P'échantillon ordonné associé. Cet estimateur, peu étudié, semble plus
intéressant que celui de I’histogramme classique, mais il présente le désa-
vantage d’estimer une densité par une fonction qui peut, quelquefois, ne
pas €tre une densité.

SuMMARY. — In this article, we deal with necessary and sufficient condi-
tions for L1 and Loo convergence, according to a stochastic mode .#,
of the random partition estimator for a given density on the real line. This
estimator is, for the main part, that of the histogram obtained by slicing
the associated ordered sample. This little studied estimator seems more
interesting than the classical histogram, but has the disadvantage of esti-
mating a density by a function which may not always be a density.

I. — INTRODUCTION

On considere I'espace R, muni de la tribu & de ses boréliens et de la
mesure u de Lebesgue. Désignons par % I'ensemble de toutes les densités
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300 SAAB ABOU-JAOUDE

sur (R, 4, p). Pour fe#, on note P, la probabilité associée a f Soit,
alors, pour ne N* :

— (X4, X5, ..., X,) un n-échantillon de loi P,

— (Y4, Y,, ..., Y,) Péchantillon ordonné associé avec, pour conven-
tion : Yo = — 0, Y4y = + 0,

— k(n) un entier > 0 fonction de n,

— (AP, A9, ..., A%) une famille de k(n) entiers, tous non nuls et véri-

fiant :
k(n)

A =n+1
i=1
(on notera /4; au lieu de A quand ce sera possible),
— (Yo, V1 - - -5 V() une famille de k(n) entiers liés aux 4, par les relations :

vo =0 et, pour 1< i< kn)
Vi = Vot
de sorte que v, =n + 1.
Nous noterons également, pour 1 < i < k(n),
- Ai = Ai(n) = [Yv,-_p Yv.-[
— I =1n) = uA)
— pi =pin) = Pf(Ai)'
On a évidemment : [;(n) = [, = + 0.
On définit maintenant les deux fonctions f, et ¢, par les formules :
— Pour 1 <i<kn) et xeA,

B0 Xan s X ¥ = ) =
PuX1s X0 o) Xy %) = @y(x) = pT
Si xeA,; UA,, on a évidlemment : l
JulX) = @,(x) = 0.
Remarque. — Si I'on connait un intervalle [a, b] contenant le support

de f, on posera, Yo =a, Y, = b. f, et ¢, ne sont plus forcément nulles
sur A, U A, dans ce cas.

DEFINITION 1. — Nous appellerons f, estimateur de la partition aléa-
toire (E. P. A) de f pour léchantillon (X, X,, ..., X,) et le partage
(A1 A2y -+ s Agm)-
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CONVERGENCE L1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALEATOIRE 301

Nous nous proposons ci-dessous d’étudier des conditions sur le par-
tage (4y, ..., A4 POUr que f, converge vers f en probabilité ou presque
complétement (pour la définition voir, par exemple [3], p. 43 ou [5], p. 43)
pour les distances L1 ou Loo sur &#.

Remarque 1. — f, et ¢, ne sont en général pas des densités sur R.

Remarque 2. — Les p,, ainsi que les [; sont des v. a. Si (Z,, Z,, ..., Z,)
est un n-échantillon ordonné de la loi uniforme sur [0,1], avec Z, = 0,
Z,.y = Llafamille (p,, p,, . .., Py) @ m me loi que la famille (Z,, — Z,, ),

1 < i < k(n).

Remarque 3. — Si I'on considere k(n) v. a. indépendants (T)); <; <y OU
T;ey(4), Vie[l, k(n)] et, si 'on pose :

k(n)

ona :

— Tn+1 ey(n + 1)’

T.
— La famille (p;); <; <k @ méme loi que la famille (T - >(0) (voir, par
exemple [7], p. 259). ntl

II. — CONVERGENCE L1 EN PROBABILITE

L’écart A, entre f et f, pour la distance L1 est défini par :

AnZAn(Xl’ XZ’ ’Xn):Llf_fnldﬂ

Nous introduisons le biais défini par :
k(n)

A;”ZA;”(Xsz, =Xn)=J' |f_(pn|dH=ZJ |f_(pnid/"t
R A

i=1
et I'aléa défini par :

AP = Ainz)(xl, X2 oo X3) :J l@n — fuldu.
R

Lorsque I'on est dans le cas Yo = — o0, Y,.; = + o0, on a :
k(n)— 1
AV =pi + P + z J‘ | f — @uldu
A;
i=2
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302 SAAB ABOU-JAOUDE

et
k(n)— 1

2) _
AP =

i=2

i

n+1

"Pi‘-

Nous nous placerons dans ce cas dans la suite et nous noterons k pour

k(n).

Remarque. — Le biais et I'aléa sont ici des v. a. Par abus de langage nous
appellerons biais et aléa une réalisation des v. a. AV et A?), de méme que
nous nous permettrons de parler du biais associé a une partition (A,) de R
ou a une suite de partitions de R.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’établir des C. N. S. portant
sur le partage (4;); <;<x pour que A, converge P -en probabilité vers zéro.

Notons d’abord que la convergence vers zéro P -en probabilité de A
et A entraine évidemment celle de A,. D’autre part, I'inégalité établie
au théoréme 2 de [2] montre que la convergence de A, P ~en probabilité
vers zéro entraine celle du biais A{". Nous avons donc I’équivalence :

A® 7% g
Py n
s o]

. > 0 <=

P
@
AY - 0
Nous étudierons donc successivement des conditions de convergence
du biais puis de I'aléa.

II.A. — Etude du biais
Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant :

THEOREME 1. — Pour que le biais tende vers zéro P ~en probabilité
Vf € # intégrable-Riemann, il est nécessaire, et suffisant que les A\ vérifient
la condition :

lim - sup 2" =0 (E)
n=+ 0 1 ie[1,k(m)]
(en fait, nous établirons que c’est une condition de convergence presque
compléte du biais vers zéro).

La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes. Etudions

d’abord la condition nécessaire.

LEMME 1. — Soit f € F telle que, pour une suite [(A{(n)); <;<xm) n € N*,
de partitions de R, le biais tend vers zéro et sup p,(n) ne tend pas vers

1<is<k(n)

zéro. Alors f est constante p-p. p. sur un intervalle de y-mesure non nulle.
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CONVERGENCE L1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALEATOIRE 303

(Nous sous-entendons dans « partition » I’expression « partition en inter-
valle ».)
Il Posons, en effet, p(n) = sup p,(n). Par hypothése, il existe ¢ > O et
)

1<i<k(n
une sous-suite p(n,) réalisant :
Vk, pln) = e.
On peut supposer, sans perdre de généralité que c’est la suite toute entiére.
Soit alors je[l, k(n)] un indice réalisant :

pin) = p(n).
Posons :
[(U;(n). Viim[= Ajn).

On a, le biais tendant vers zéro :
f- Pj(n)

lim J
n—+w A lj(n)

Par ailleurs, il existe deux points U et V distincts de R et une sous-suite n,
telle que :

du =0 (1)

S]

llirpw Ujn)=1U
et .
lllin Vj(nl) =V
on obtient, en posant :
A=[UV[, p=P(A), h=uA),
pim) - p, li(n) — h 2

p=e, +x=h>0 (3)
Pj(”l)

JA Ij(nl)

Il existe donc une suite extraite n, telle que, sur A :

et

De plus (1) entraine :

f =P a0

D j(nlk)

/- lj(nlk)

1-p.s.

(voir par exemple [9], p. 46).
En utilisant (2) et (3), on déduit, en définitive :

14
f=7 u-p. p.sur A. [ ]

1
LEMME 2. — Si — sup /(n) ne tend pas vers zéro, alors sup p,(n) ne tend
noi i

pas en probabilité vers zéro.
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304 SAAB ABOU-JAOUDE

Afn)

n+1

B 1 suffit de remarquer que E(p,(n)) = et que les v. a. p(n) sont

bornées par 1. ]
Etablissons la condition nécessaire du théoréme 1.
Si le biais tend en probabilité vers zéro pour tout feZ et que

1
— sup An) ne tend pas vers zéro, alors sup pn) ne tend pas en probabilité
n i i

vers z&ro et il existera une suite (A(n)) de réalisations de la partition aléa-
toire pour laquelle le biais tend vers zéro et sup p,(n) ne tend pas vers zéro.
i

Il'y a donc contradiction avec le résultat du lemme 1.

Pour établir la condition suffisante, nous nous proposons d’utiliser
le schéma poissonnien. Les inégalités dont nous avons besoin nous étant
utiles par la suite, nous les isolons dans le lemme suivant :

LemME 3. — Soit X, une v. a. r. y, (i. e. X, admet une densité & support
sur R*, f(x) = m e X"~ ‘> . On a alors les inégalités, pour tout e € ]0,1] :
n

e—1/12n

e < P(X, > n(l + o) < fi(l +grlem )
</ 2nn 27

e—mzn n 82 n—1
\/2«(1 - &) < P(X, < n(l —s))se\/;—n<1 _Z> (5)
n

I En effet, notant A, la premiére et B, la seconde probabilité, nous
avons :

n

1 + o0 e—nnn + o0 e— nn
A, = — J e "t = X nJ e "1 + v ldt = ‘ Al
r(n) n(1+eg) n! € n.
De méme :
1 n(l—g) e~nnn 1 B e—nnn
B,= — et Mt = —— xn| "1 -ty ldt= B,
I'(n) Jo n! . n!

De plus, pour ne N* :

— Encadrement de A, :

Considérons les fonctions :

+
o) = n(1 + " le™™ — nJ e ™1 + 1) dt
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CONVERGENCE L1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALEATOIRE 305

et + x

Ye)=e™™ — nj e "1 + 0" de.

@(+0) = Y(+0) =0
wl(s) = - n(n — 1)8(1 + g)n“le—ne < 0
Ye)=ne ™1+ ' —1]>0

Donc ¢ est décroissante et Y est croissante, d’ou (4).

et:

— Encadrement de B;, :

On a, pour e<u<1:
enu > (1 + g)"
D’ou : 1
B, >(1+ ¢ x nj (1 —w tdu=(1—¢*".

&

D’autre part :

vt pu W
\ e ~ u 4
d’ou : 2
l —ue* <1 ——
( u)e 2

et

1 : g2\n—1
B, < ne‘[ [e(1 — w)]" 'du < ne<1 —7>
on en déduit (5) |l

Remarque. — Nous utiliserons le lemme 3 sous la forme :
VeelO,1[, Ino e N*, Ju(e), Ble), y(e), d(e) €]0,1[ : Vn = n,,
a(e) < P(X, = n(l + ¢)) < Ble)' (6)

< We < P(X, < n(l — ) < 3y )

1
LEMME 4. — Si — sup A(n) tend vers zéro, alors, sup p{n) tend presque
n i i
complétement vers zéro.
M 1l s’agit d’établir que, pour tout ¢ > 0, u,(g) = P(sup p(n) >¢) est le

terme général d’une série convergente.
Introduisons, pour tout ne N*, k(n) v. a. indépendantes T(n), i=1, . . ., k(n)
chacune suivant une loi y,, et désignons par T,,, la v. a. :
k(n)
Th1 = ZTi(n)
i=1
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306 SAAB ABOU-JAOUDE

on a alors :
T,1€ Tn+1
et
P(sup pi(n) > ¢) = P(sup Tyn) > T, )
(d’aprés (0)). '

De plus, on a :
k(n)

u,(e) < ZP(Ti(n) 2 el,).

i=1

Posons :
A= (n+ 1) et En) =supg
ona: I
lerP Emn) =0.

Etudions P(Tn) > ¢T,,,); on a, avec & €]0,1[ :
P(Tin)= T, ) <P(T,,; <(n+ 1)1 —¢)+ P(Tyn) = &1 — &) n + 1))
posons : n = ¢g(1 — &) et soit n, un entier tel que :
Vin=ne, P(T,;; <(n+ 1)1 —¢) < @)y
et gn) < n/2.

En remarquant que la majoration dans (4) est valable Ve > 0, on obtient,
pour n = ng :

P(Tyn) = T, ) < o)™ + P<Ti(") = ’Ii(n)<1 + 2l>)
g,

2

/Ll(n) n & ~ n+1
< 5 nn+1 W 1 o n/2
RN [( +2s,~>e ]
)»i(n) }1 )E(n) ~ ]n+ 1
S 5 nn+1 AN o . n/2
"+ \ 2% [(1 + 2%(n) ¢
X

Comme (1 + 7"() tend vers 1 quand X tend vers zéro, il existe a €]0,1[
et un entier n, = ng tel que :
Vn=n,, <1 + _L Fme=n2 L g,
2&(n
Il vient alors, Va = n; :

ule) < kKOG + w/ A+ 1)

et k(n) est inférieur a n + 1.
La série de terme général u,(¢) est donc convergente. [l
Avant de poursuivre, introduisons les définitions suivantes :

n+1
T
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CONVERGENCE L1 ET Loo DE L’ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALEATOIRE 307

DEFINITION 2. — Soit f € %, (A(n)) une suite de partitions de R en inter-
valles et AV le biais associé a f et (A{n)).
— On dit que la suite (A(n)) tend P -en module vers zéro, si I'on a :
lim sup P(Ayn)) =0.
n—>+o i
— On dit que le biais tend vers zéro, uniformément par rapport a la
suite (A{n)) si I'on a :

Ve >0, 3y >0:YA(n), supPAm)<n=A<e.
On note % l’ensemble des densités sur R intégrables-Riemann.

LEMME 5. — Soit f € %. Si une suite de partitions de R, (A{(n)), en inter-
valles, tend P-en module vers zéro, alors le biais associé a f et (Ay(n))
tend vers zéro, uniformément par rapport a la suite (A,(n)).

B / ¢tant intégrable-Riemann, il existe une suite (g,) de fonctions
positives et une suite (K,) de partitions de R en intervalles telles que :

— g, converge L1 en croissant vers f.

— g, est constante sur chacun des ¢léments de K, et non nulle sur un
nombre fini d’entre eux.

Dans ces conditions, si I'on note D la distance L1 et 4, la tribu engendrée
par la partition (A/n)), on a :

D(f, E*«(f)) < D(/, g,) + D(g,, E?"(g,)) + D(E®"(g,), E*"(f))
< 2D(f, g,) + D(g,, E®"(g,)).

D’autre part, on a, pour tout p :

1

-_l}i{Ln supj g,du =0.
T A

Il suffit donc d’établir le lemme pour les fonctions f du type g, donc
pour les fonctions indicatrices d’intervalles, et le résultat est évident dans
ce cas. ]

Remarque 1. — La démonstration s’étend d’elle-méme au cas ou f est
égale u-p. p. a une fonction intégrable-Riemann.

Remarque 2. — Nous avons en fait établi que le résultat reste vrai pour
toute densité sur R, la démonstration ne pouvant s’étendre 4 R¥, K >1;
mais connait-on beaucoup de densités sur R non égale p-p. p. a une fonction
intégrable-Riemann?

Vol. XII, n° 4-1976. 21



308 SAAB ABOU-JAOUDE

Il est maintenant facile d’établir, en utilisant les lemmes 5 et 4, que la
condition (E) est suffisante pour entrainer la convergence du biais presque
complétement vers zéro, et cela, pour tout f e .%.

I1.B. — Etude de Paléa

Il s’agit d’étudier le comportement en probabilité de la quantité :
k(n)—1

AD — 4

n+1

- Pil
i=2
quon peut remplacer, lorsque le biais tend vers zéro, par :
k(n) k(n)

A Ai Cpl =2 ( A —p.>+ — 25"
o Lidn+t T n+1 !

i=1 i=1

Etablissons le résultat préliminaire suivant :

LEMME 6. — Soit X la A°™¢ valeur d’'un échantillon ordonné de taille n
de loi uniforme sur [0,1]. On a :

A
et,en posant a = ——,
n+1 n+1
E((@ — X)) = a(l — a)Cra*(1l — ay"™* ®)

De plus, si a < 1/2, il existe u, v > 0 tels que :

| a N [ a
! n+1<E((a—X))<U n+1 ©)

Dans tous les cas, on a :

E(X) =

E((a - X)")<a (10)
B SoitF(4nx)laF.d. r.de X. Ona:
F(J, n, x) = nt xt“‘(l — At
> A=D'm-=1"')
- Zﬁ;x’(l — Xy (11)
r=A4

(voir, par exemple [//], p. 190).
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Il vient :
(n+ 1! “ .
+y _ z _ 4\ 4
E(l@a — X)*) = aF(4, n, a) a——*/“ Y Ot (L —¢)" dt
= [F(/’{s n, a) - F(Aﬂ + 1’ n+ 17 a)]
(8) s’en déduit en explicitant le crochet et en utilisant (11)
(9) se déduit de (8) par la formule de Stirling (voir [4])
(10) est évident. B
Avant d’énoncer une C. N. S. de convergence en probabilité, nous intro-
duisons les notations suivantes :
Soit M e R*. On note :

— I, M) = {i| An) < M}
— a(n, M) = Z A{n)

ieJ(n,M)
. ~— a(n, M)
— d = sup lim .
M n n+1

Nous avons, alors :
THEOREME 2. — Lorsque le biais tend vers zéro, une C. N. S. pour que
l'aléa tende vers zéro P -en probabilité est que :
a=20.
B Nous avons, en utilisant le lemme 6 :

E(5}) < z i) +n—i] Z NG

S
n+1
ie)(n,M) i¢J(n.M)
En posant k = Card J(n, M) et en utilisant la concavité de la fonction

/[ o
X — /X, on obtient :

1 k
E(6}) < , M _
(6:) n+]a(n )+U\/n+1

v

\/ﬁ;

la condition @ = 0 est donc suffisante pour avoir :

1
< ——an, M
n+1a(n ) +

E(A?)
done (A?) - 0 quand n > + o

P
AP 30 quand 5 > + oo
Supposons maintenant d # 0. Il existe alors M > 0, « > 0 et une sous-
suite n; tels que :
n, M
alny, M) _
n; + 1

Vol. XII, n° 4-1976.
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Mais, on a, d’apres le lemme 6 :

Soit encore, en remarquant que,

0<x<M = \/}>'—\‘,
N
u A u
E(6,) = = ——a(n, M)/n + 1

11 vient, en définitive :

Donc, E(A{*) ne tend pas vers zéro et A ne tend pas Py-en probabilité
vers zéro puisque c’est une v. a. bornée par 2. |

On peut rassembler les résultats précédents dans 'énoncé suivant, lorsque
le partage est équiliBré (tous les 4; égaux a 'unité pres).

THEOREME 3. — Soit A(n) une fonction de n et (4(n)) une famille de k(n)
entiers différent de A(n) d’au plus une unité et vérifiant :
k(n)
An)y=n+1.
i=1

Alors, pour que, Vf € &, estimateur de la partition aléatoire converge L1
en probabilité vers f, il est nécessaire et suffisant que :
Mn)y=o(n) et Ain) = 0(l) ou k(n)=o(n) et k(n)=o0(l) (12)

Remarque. — Nous avons pu établir qu’en fait la condition (12), lorsque
la partition est équilibrée, est une C. N. S. de convergence L1 presque
compléte pour lestimateur de la partition aléatoire. La démonstration
fera I’objet d’une publication ultérieure.

[II. CONVERGENCE L

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’étudier des conditions de
convergence en probabilité et presque complete de I'estimateur de la par-
tition aléatoire pour la distance Loo sur I'ensemble des densités sur R.
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CONVERGENCE L1 ET Loo DE L'ESTIMATEUR DE LA PARTITION ALEATOIRE 311

Remarquons d’abord que nous devrons nous limiter 4 un sous-ensemble
de & car, d’apres [I] il n’existe pas, pour la distance Loo, d’estimateur
convergent en probabilité dans #. Il n’en existe toujours pas quand on se
limite a I'ensemble des densités continues. Nous nous placerons donc dans
I'ensemble %, des densités uniformément continues. Dans la suite de ce
paragraphe, f sera un élément de .

Nous définissons I’écart entre f et son estimateur f, par :

A, =AX, Xy oL X)) = sup | f(x) = filXe X oo X V) |
XE€
et considérons le biais :
AD = AVX |, Xy, oo X)) =sup | () = o (X Xl X, )|
xel
et 'aléa :
ALZ)ZALZ)(Xl’ X2’ sl X")=SU[|I§) l (pn(Xh X27 Y Xm V)—jn(xly B Xrn .‘() |
X€l

sup -
ie[2,k(m—1] [

—D;

n+1
Nous nous proposons d’établir des conditions portant sur la famille (4,)
pour que A, converge P -en probabilit¢, presque sirement ou presque
complétement vers zéro. Nous verrons que, sous certaines hypothéses,
les trois modes de convergence sont équivalents.
La nécessité de la convergence du biais et de I'aléa est ici élémentaire.
Elle découle du résultat suivant :

PROPOSITION 1. — Si, pour une suite de partitions (2,) de R en intervalles.
il existe une suite (g,) de fonctions en escalier subordonnées a (#,) et conver-
geant Loo vers f; alors le biais associé a la suite (2,) tend vers zéro.

I En effet, VieR, Vo, b)) = R, on a :

P,({a, b)
u(la, ) w

Nous étudierons donc successivement des conditions de convergence du
biais et de l'aléa vers zéro.

sup | f(x) — 4] > -

xela,b]

II.A. — Etude du biais

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant :

THEOREME 4. — Une condition nécessaire et suffisante de convergence
presque compléte du biais vers zéro, pour tout f € %, est que :

.1 )
lim —sup A" =0
n—>+x pn i
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Nous établissons pour cela les résultats suivants :

LEMME 7. — Pour tout f € #, et toute suite (A/n)) de partitions de R
en intervalles, si 'on a :

lim sup pyn) =0

n—+ oo
Alors, le biais associé¢ a f et a (A{(n)) tend vers zéro uniformément par rap-
port & la suite de partitions (A,n)) choisie.
W / étant uniformément continue, on a :

Ve>0, I >0:V¥(x, y)eR? |x, y[<n = | f(x)— f(»)|<e
Soit (A/{n)) une suite de partitions de R en intervalles telle que :

lim sup p(n) = 0.

n—+ 0

Il existe un entier n, tel que, Vn > n,, on ait :
sup pin) < e
i
Dans ces conditions, et pour n = ng,

— si I{n) < n, alors sup | f(x) — M

xeAi(n) li(n)

— si I(n) > n, alors f(x) ne peut dépasser 2¢ sur I'intervalle A(n), sinon

elle dépasserait ¢ sur un sous-intervalle de A,(n) de longueur supérieure a
et 'on aurait :

<Lé¢

=

pin) > &n.
D’ou :
pi(n)
su X) ——| < su x) < 2¢.
xeAiI()n) f( ) I,(n), xeA,F()n) f( ) &
On a donc, pour tout n = ny,
AY < 2¢. [ ]

LEMME 8. — Si, pour f € %, et pour une suite de partitions (A{(n)), le
biais tend vers zéro et sup p(n) ne tend pas vers zéro, alors f est constante
i

sur un intervalle de longueur non nulle.
B La démonstration est analogue a celle du lemme 1. Il suffit d’y

remplacer le signe « J‘ » par « sup » et de tenir compte de la conti-
Ailn) xeAi(n)

nuité uniforme de f. On arrive a la fin a :
P ([u, v])
Jo -2 =0 W
p([u, v])
Le théoréme 4 se démontre alors par application des lemmes 2 et 4 puis
des lemmes 7 et 8.

sup

xe[u,v]
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II1.B. — Ftude de Paléa

Nous allons établir successivement une condition suffisante de conver-
gence presque compléte de I'aléa vers zéro et une condition nécessaire de
convergence en probabilité pour tout f € #,. Nous en déduirons une C.N. S.
de convergence en probabilité, presque slire ou presque compléte de I'aléa,
lorsque les (4{) sont équilibrés, les trois modes de convergence étant alors
équivalent.

LEMME 9. — Sil'on a :
inf A™

lim =+ 0 (F

n—+ Log n ( )

alors, I'aléa converge presque complétement vers zéro, pour tout f € %,.
I Remarquons d’abord que f est bornée. Soit B un de ses majorants.

Ona :
Vi, Vn, pin) < Bl(n)

D’ou :

(2)_ _ -_—
A Sllp1() pin) = —

4 1 ‘ Ai
< B sup —
i p; n+1

sz,

Utilisant le schéma poissonnier et les notations du lemme 4, Z, a méme

loi que :
1

Ti(n)

Nous démontrons que, sous la condition (F), pour tout ¢ > 0,

U, = ZU,,,. = ZP<—1— Tn > s>
- i \Tin)

est le terme général d’une série convergente.
Considérons I'événement :

Tn) — 2
i\n nt 1 n+1

0y = Sup

n+1

1 Ai
Ei(n) = { m‘Ti(n) - — lTn+1

E(n) = E(n) + E; (n),
avec :

28}
A

El(n) = { Tin) = an+l }

_ Ai
E (n)= { Tyn) < m’rﬁ 1. }
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posant e’ =5, (1 —¢)l —e=14+a, (1 +&)Y1 +e=1—baveca >0,

N ™

f>0ona:
P(Ef(n) < P(T,.; < (n+ 1)1 — &) + P(T; = /(1 + a))
P(E; (n) < P(T,,; > (n + 1)1 + &) + P(T; < A(1 — b))
Utilisant le lemme 3, on obtient, pour n, 4; > n, :

P(E] (n)) < 3" + fla)”

ot P(E; (n)) < B + S(by"

D’ou :
u, < nfo(e')" + P + Zﬂ(a)’-f + 26(17)“.

Il nous suffit donc d’établir que :

v, = Ee“”’“, avec >0,

i
est le terme général d’une série convergente. D’aprés ’hypothese :
VM >0, 3n; > ny :Vn > ny, inf A" > M Log n.
1

D’ou pour n = ny,
' 1

anM—l

v, < ne”™logn —

5
11 suffit donc de choisir M > ; , pour avoir le résultat. i

LeMME 10. — Si sup A{"/Log n ne tend pas vers + oo, il existe un élé-

ment f € #, pour lequel I'aléa ne tend pas vers zéro en probabilité.
I Prenons pour densité f:

— f(x)=x+1 si xe[-1,0]
— fx)=1t—x si xel0, 1]
— f(x) =0 sinon.

Alors, pour tout intervalle A, < [— 1, + 1], on a :
HA;) < 2P (A)

On en déduit que, pour 2 < i< k(n) — 1,

i

n+ 1‘

bi —
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Posons :
1
0, = sup —
i p;

)vi
n+ 1|

Di —

On a, pour tout ¢ > 0, en posant ¢’ + 1 = 1/1 — ¢,

k—1
P, > &) >P<U{pi < ;1—1';1(1 _ e))

i=2

De plus :

k—1 k—1

% A
A<t -of) -1 Ao it0 -0))

Soit, en posant :

k-1

PG, >¢)>1— H(l —ae) =1 —e

i=2

x(e)

Il suffit donc d’établir que, sous I’hypothése de I'énoncé, il existe ¢ > 0

tel que :
Z“i(s)

i=2

ne tend pas vers zéro quand n tend vers + 0.
Drapres hypotheése, il existe M > 0 et une sous-suite #; telle que :

sup A < M Log n; (13)
On peut supposer, sans perdre de généralité que la sous-suite n; est la

suite toute entiére.
On a, en reprenant les notations du lemme précédent :

ae) = P(Ti(n) <- i (1 - a)T,.H>

Soit ¢ €]0,1[ et ¢” défini par :
1 —¢"=(1—-¢ — @).
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On a :
a(e)

Vv WV

P{Tin) < (1 =€)} 0 {Tyuy > (0 + 1)1 — @) })
P(Ti(n) < A1 — &) = P(T,;; < (n+ 1)1 — ¢))

En utilisant le lemme 3, on obtient :

1 . 2
Zai(g) > CZT e+4.~ log(1—¢""2) __ k(n)5(<p)"“
- 4

i 13
N . 1 —-1/12
ou C est une constante [ C = —— ¢~ V/
2n

en posant d = — Log (1 — ¢”?) et en remarquant que :

est convexe, on obtient :

k 3/2
Za,@ > 0K s e sy
Jn+1

de (13) on tire :
n+1

k(n)

<MULog(n+1)

D’ou, en définitive :

0 + 1) 1 L "
Zai(e) > MLog(n+1) \/M Log(n+ 1) (n+ 1) (n + Dole)

II suffit alors de choisir ¢ et ¢ de telle sorte que :
—MLog(l —¢")<1.
pour queEai(s) ne tende pas vers zéro. n

On en déduit I'énoncé suivant :

THEOREME 5. — S0it ((A);c(1 km)nen+ UNe suite de partitions de n + 1
équilibrée
inf A"
. . . 1
i.e. lim inf —— .
n—+ o sup /ﬁ,") >0
i

Pour que I'estimateur de la partition aléatoire associé converge L en
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probabilité, presque sirement ou presque complétement vers f, pour toute
densité f e Z,, il est nécessaire et suffisant que 'on ait :

sup A" = o(n)
. i
et sup A" = oo (Log n)
i
En particulier, lorsqu’on partage I'entier n + 1 en k(n) (A{") égaux a + 1
pres, une C. N. S. sur k(n) pour que I'estimateur de la partition aléatoire

converge en probabilité, presque slirement ou presque complétement est
que l'on ait :

k) = oo(l) et k(n) = o<Lo"g n)

Remarque. — Nous retrouvons dans la seconde partie de I'énoncé ci-
dessus un résultat établi dans [8] avec des hypothéses plus restrictives sur
la densité.

Note : Une erreur s’est glissée dans la démonstration du lemme 10.
Le résultat demeure exact mais sa démonstration est plus complexe.
Nous la publions dans notre thése qui paraitra trés prochainement.
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