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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Soit P un polynôme de degré n à coefficients dans un corps
fini K. On étudie le degré de la plus petite extension de K dans laquelle
P se factorise complètement. On montre que le logarithme de ce degré est

« presque touj ours » voisin de - 2 1 Log2 n.
ABSTRACT. - Let P be a polynomial of degree n with coefficients in a

finite field K. We study the degree of the splitting field of P over K. We

show that the logarithm of this degree is « almost always » close to - 2 1 Log2 n.

1 . INTRODUCTION

Ce travail a pour origine l’étude de la factorisation des polynômes en
une variable et à coefficients entiers. Les algorithmes actuels de factori-
sation comportent, comme étape intermédiaire, la factorisation d’un poly-
nôme à coefficients dans un corps fini. Le principe est le suivant :

a) on réduit le polynôme initial G modulo un certain nombre premier p,

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B-Vol. XIX, 0020-2347/ 1983 ~l 13 ;’$ 5,00/ 
-

~ Gauthier-Villars 5



114 M. MIGNOTTE ET J. L. NICOLAS

b) le polynôme F de ] ainsi obtenu est factorisé dans cet anneau,
c) pour toute décomposition F = FIF2 du polynôme F dans 

on teste si F~ est l’image modulo p d’un certain facteur de G, ceci en utili-
sant une variante un lemme de Hensel.

Les étapes a) et b) ont un coût raisonnable (polynomial en fonction du
degré et de la taille de G). Mais l’étape c) peut être très coûteuse (pour cer-
tains algorithmes, son coût peut être exponentiel en fonction du degré de G).
Le coût de l’étape c) dépend du nombre de facteurs irréductibles de F (si
F possède k facteurs irréductibles il y a 2k décompositions possibles de la
forme F = FIF2). Il était donc important d’obtenir des renseignements
statistiques sur la factorisation de F pour connaître quel est « en général »
le coût de l’étape c). Dans un algorithme de Mc. Eliece le degré, noté ici r(F),
de la plus petite extension de ~p dans laquelle F se décompose complète-
ment joue un rôle important. Nous étudierons tout particulièrement cette
fonction.

La quantité r(F) est égale au p. p. c. m. des degrés des facteurs irréduc-
tibles de F. Il est apparu de nombreuses analogies entre le comportement
de cette fonction et celui de l’ordre d’une permutation, qui est égal au
p. p. c. m. des ordres des cycles de cette permutation. Cette deuxième fonc-
tion a été étudiée par Erdôs et Turan [Erd1] ] et la méthode qu’ils ont
utilisée a pu être adaptée ici pour l’étude statistique de la fonction r (cf.
aussi [Best et [Nic2 D..

Soit IF q le corps à q éléments, et soit [X] l’anneau des polynômes à une
indéterminée sur On désigne par En l’ensemble des polynômes unitaires
de degré n de IFq [X]. On a donc : card En = qn. Soit ~m l’ensemble des
polynômes irréductibles de degré m. On pose Im = card 8m, et l’on a (cf. :
[Ber], [Car]) 

’

est la fonction de Môbius. Il en résulte l’encadrement :

Pour A E En’ on écrira la décomposition en facteurs irréductibles :
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et l’on pose pour 1  i _ k : deg Pi = n; . On a donc :

On définit et aussi :

La fonction g(n) = max r(A) vérifie log g(n) ~ ~/~ log n, et a été étudiée
dans 

Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant :

/ n B
THÉORÈME. 2014 A l’exception d’au plus O q (log n)7/32 , d’entre eux, les

polynômes A de En vérifient - " ’ ’

II. ÉTUDE DE LA FONCTION cc~T

LEMME 1. - Soit T un nombre entier, 1 _ T  n. On pose

On a :

Démonstration. On a

Vol. XIX, n° 2-1983.
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Notons que la constante sous entendue par le 0(1) est absolue, le plus
mauvais cas étant q = 2. Pour une estimation plus précise voir [Kno ], p. 85.

LEMME 2. - Avec les notations du lemme 1, il existe une constante

absolue C telle que, pour tout T, 2  T  n, on ait :

Démonstration. Suivons la démonstration de [Har ] pour la fonction cv
des nombres entiers ; 1) est le nombre de paires P, Q avec
P ~ Q telles que P A et Q A, en comptant (P, (3) ~ (Q, P). On a donc

en posant

D’où il vient :

La démonstration du lemme s’achève en utilisant la formule

ainsi que le lemme 1.

LEMME 3 (Inégalité de Chebychev pour la fonction cv). -

Annales de l’Institut Henri Poincat-é-Section B
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Démonstration. On applique le lemme 2 avec T = n.

LEMME 4. - Soit T’  n. Le nombre de polynômes A E En
et vérifiant pour tout T, T’  T  n,

est au plus 

Démonstration (Cf. [Erd2 ]). - D’après le lemme 2, le nombre de A E E"
tels que 

’

est majoré par Cqn/Z2.
On applique ce résultat pour T = Ti = exp (i4), Z = Z~ = i : le nombre

de polynômes A E En et vérifiant pour un certain i > io

est au plus

On choisit io de façon que T~+i ~ T’ : on prend ~o = 1 ],

donc io > 9. Excepté pour au plus polynômes de E~, on a,
pour A E En et pour tout > io , T’ 2014 2

Soit maintenant T vérifiant T’  T  n. Il existe i > io + 1 tel

Ti  T  Ti+ i. On a alors, grâce à la croissance en T de 

et comme

De même :

Ce qui achève la démonstration.
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III. COMPARAISON DU P. P. C. M. ET DU PRODUIT

LEMME 5. - Soit n > e~, et soit m un nombre entier > log n. Le
nombre de polynômes A E En qui ont deux diviseurs irréductibles dont le

degré est un multiple de m est majoré par q n 
(log 2 n)2 .

Démonstration. Comment fabriquer un tel polynôme A ? On choisit
un polynôme irréductible de degré am, a > 1, et un polynôme irréductible
de degré bm, b > 1, avec (a + b)m  n. Enfin on multiplie par un poly-
nôme quelconque de degré n - (a + b)m. Le nombre de tels polynômes
est donc inférieur ou égal à :

LEMME 6. - On définit, pour m ~ N*, p(m) = max p . Avec les nota-
premier

tions de l’introduction, le nombre de polynômes A e En pour lesquels

il existe ï et j, 1  f  j ~ k tels que ni))  (log n)3 est au plus 20142014
pour ~ ~ ee. ~~ "

Démonstration. - On doit compter les polynômes de En pour lesquels
il existe p premier > (log ~ tels et P ~. D’après le lemme 5,
il y en a au plus :

LEMME 7. - Soit p  (log n)3 ~. Pour n > no,
on a : 

_

Démonstration. - On peut suivre la démonstration du lemme V de
[Erd 1 ], qui permet d’expliciter no. On peut aussi utiliser les résultats de
De Bruijn sur la fonction

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



119STATISTIQUES SUR 

et écrire la somme à majorer au moyen de l’intégrale de Stieltjes

On obtient une meilleure majoration, mais les constantes ne sont pas
explicitées dans les estimations de De Bruijn (cf. [Bru]).

LEMME 8. - Soit les degrés des polynômes irréductibles

divisant On écrit

avec :

Alors le nombre de polynômes A E En pour lesquels il existe i tel que

> exp ({log log n)4), 1  i  k, est au plus 
q 

dès que n est assez

grand. 
- - 

og n

Démonstration. Pour un tel polynôme A, ~m E R, m > exp ((log log n)4)
tel que A ait un facteur irréductible dont le degré est multiple de m. Par un
raisonnement déjà fait dans la démonstration du lemme 5, pour un m fixe,

il y a au plus qn polynômes A ayant un facteur irréductible

de degré multiple de m. Le nombre total de polynômes A est donc majoré par

LEMME 9. - Pour n assez - grand, à l’exception d’au plus poly-
nômes, les éléments de E~ vérifient ~°~ ’~~

2014 On enlève d’abord de En les polynômes tels que

k > 2 log yï. D’après le lemme 3, avec /L == il y en a au plus Cqn log n.
On enlève ensuite les polynômes tels que pour un couple f, ~ (ï 5~ 7) on ait

p((ni, nj)) > (log n)3. D’après le lemme 6, il y en a au plus 20142014 . On enlève

Vol. XIX, n03BF 2-1983.
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enfin les polynômes pour lesquels il existe i, tel que > exp ((log log n)4).
n

D’après le lemme 8, il y en a au plus q . Pour les polynômes restants,

les sont premiers entre eux, et l’on a :

IV. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME

On choisit, dans le lemme 4, log T’ = (log n)7/8 . En enlevant O ( qn (log n)7/32)polynômes de E~, on aura pour ceux qui restent: ~~

On a par ailleurs :

ce qui entraîne :

Il vient alors :

avec
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On applique ensuite le lemme 9 : en enlevant 0(qn/log n) polynômes, on
aura pour les polynômes A restants :
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