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REsUME. — Soit P un polynome de degré n a coefficients dans un corps
fini K. On étudie le degré de la plus petite extension de K dans laquelle
P se factorise complétement. On montre que le logarithme de ce degré est

. . 1
« presque toujours » voisin de 5 Log? n.

ABSTRACT. — Let P be a polynomial of degree n with coefficients in a
finite field K. We study the degree of the splitting field of P over K. We

1
show that the logarithm of this degree is « almost always » close to 3 Log? n.

I. INTRODUCTION

Ce travail a pour origine I’étude de la factorisation des polynémes en
une variable et a coefficients entiers. Les algorithmes actuels de factori-
sation comportent, comme étape intermédiaire, la factorisation d’un poly-
nome a coefficients dans un corps fini. Le principe est le suivant :

a) on réduit le polynéme initial G modulo un certain nombre premier p,
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114 M. MIGNOTTE ET J. L. NICOLAS

b) le polynome F de F,[X] ainsi obtenu est factorisé dans cet anneau,

¢) pour toute décomposition F = F,F, du polyndme F dans F,[X],
on teste si F; est 'image modulo p d*un certain facteur de G, ceci en utili-
sant une variante un lemme de Hensel.

Les étapes a) et b) ont un colt raisonnable (polynomial en fonction du
degré et de la taille de G). Mais I’étape ¢) peut étre trés coliteuse (pour cer-
tains algorithmes, son colit peut étre exponentiel en fonction du degré de G).
Le cofit de I'étape c) dépend du nombre de facteurs irréductibles de F (si
F posséde k facteurs irréductibles il y a 2¥ décompositions possibles de la
forme F = F|F,). Il était donc important d’obtenir des renseignements
statistiques sur la factorisation de F pour connaitre quel est « en général »
le colit de I’étape ¢). Dans un algorithme de Mc. Eliece le degré, noté ici r(F),
de la plus petite extension de [, dans laquelle F se décompose compléte-
ment joue un rdle important. Nous étudierons tout particuliérement cette
fonction.

La quantité r(F) est égale au p. p. c. m. des degrés des facteurs irréduc-
tibles de F. Il est apparu de nombreuses analogies entre le comportement
de cette fonction et celui de 'ordre d’une permutation, qui est égal au
p. p. ¢. m. des ordres des cycles de cette permutation. Cette deuxiéme fonc-
tion a été étudiée par Erdds et Turan [Erd,] et la méthode qu’ils ont
utilisée a pu étre adaptée ici pour I'étude statistique de la fonction r (cf.
aussi [Best] et [Nic,])..

Soit [, le corps a g €léments, et soit [, [X] I'anneau des polyndmes & une
indéterminée sur F,. On désigne par E, 'ensemble des polyndmes unitaires
de degré n de F,[X]. On a donc : card E, = ¢". Soit 3,, 'ensemble des
polyndmes irréductibles de degré m. On pose I, = card 3,,, et 'on a (cf. :

[Ber], [Car])
1
1S o
m

dlm

ou 4 est la fonction de Mobius. Il en résulte 'encadrement :

m

2
q———q’"/zslms
m m

qm

o

Pour A€E,, on écrira la décomposition en facteurs irréductibles :
A =PyIPy ... P
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STATISTIQUES SUR F,[X] 115

et 'on pose pour 1 < i < k:degP; = n;. On a donc :

On définit w(A) = k = Z 1, et aussi :
P|A, Pirr
HA) = p.p.c.m. (nyg, B, ..., 1y).

La fonction g(n) = max r(A) vérifie log g(n) ~ \/;z— log n, et a été étudiée
. €En
dans [Nic, ].
Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. — A lexception d’au plus <1 1 7/32>, d’entre eux, les
polynémes A de E, vérifient (log n)

1
log HA) = > log?n + O (log n)"/*.

II. ETUDE DE LA FONCTION oy

LEMME 1. — Soit T un nombre entier, 1 < T < n. On pose
olA) = Z 1.
P|A
d°P<T
On a

Z oA) = ¢"(log T + O(1)).

Démonstration. — On a

Sew-3 3153

AcE,, AeE,, P|A Pirr AecE,
dOP<T d°P=i p|A

T

i=1
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116 M. MIGNOTTE ET J. L. NICOLAS

i , 2
Oorl; = q_ + R;q"? avec|R;| <=. On a donc :
i i

T T
Z wr(A) = q”(Z% + zRiq‘“) =q"(log T + O(1)).
AcE,, i=1 i=1

Notons que la constante sous entendue par le O(1) est absolue, le plus
mauvais cas étant g = 2. Pour une estimation plus précise voir [Kno], p. 85.

LEMME 2. — Avec les notations du lemme 1, il existe une constante
absolue C telle que, pour tout T, 2 < T < n, on ait :

(or(A) — log T)> < Cq"logT.
AeE,

Démonstration. — Suivons la démonstration de [Har] pour la fonction w
des nombres entiers ; w(A)(w(A) — 1) est le nombre de paires P, Q avec
P # Q telles que P|A et Q| A, en comptant (P, Q) # (Q,P). On a donc

m
en posant 9,, = U 9;:
i=1

orA)w(A) — 1) = Z L.

P,Qe 9t x 3t
P#Q

. . . PQ|A

D’ou il vient :

ZWT(A)(QH'(A)_ )< Z Z

AecE,
dOQ + d°P <n l’QIA

T T T
o 1
< Eli ZI,"I"—'_’ < T(Z —.> < ¢"(1+ log T)*.
i
=1 j=1 i=1

La démonstration du lemme s’achéve en utilisant la formule
(wr(A)—log T)* = oA) @A) — 1)+ (1 —2 log T)w(A) + (log T)?

ainsi que le lemme 1.
LemME 3 (Inégalité de Chebychev pour la fonction w). —

Card {A€E,; |w(A) — logn| > i/logn} < CA~%q".
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STATISTIQUES SUR [, [X] 117

Démonstration. — On applique le lemme 2 avec T = n.

LeMME 4. — Soit ¢'°°°° < T’ < n. Le nombre de polynomes A€E,
et vérifiant pour tout T, T < T < n,

| or(A) — log T| > 6 (log T)34

C

est au plus égal & ———-¢4"

“Hlog T — 2
Démonstration (Cf. [Erd,]). — D’apres le lemme 2, le nombre de A€E,

tels que '

lofA) —log T| > Z./log T
est majoré par Cq"/Z>.
On applique ce résultat pour T = T; = exp (i*), Z = Z; = i : le nombre
de polynémes A € E, et vérifiant pour un certain i > i,

| or(A) ~log T;| > (log T))**

1
est au plus Cq" Z 77 < Cq"/iy.
On choisit i, de fagon que T; +; < T’ : on prend iy = [¢log T — 1],

donc iy > 9. Excepté pour au plus 4—J——— polyndémes de E,, on a,
pour A eE, et pour tout i > iy, logT" — 2

| or(A) — log T;| < (log T;)**.

Soit maintenant T vérifiant T/ < T < n. Il existe i > iy + 1 tel
T, < T < T;,,.On a alors, grace a la croissance en T de w(A) :

Tivy
T
<(logTi )¥* + (i + 1)* —i* =53 + 9 + Ti + 2,

a)T(A) - 1OgT < Wy — logTi'I—l + log

et comme i > 10,

wr(A) — log T < 6i* = 6(log T,)** < 6 (log T)*/*.

De méme :
T.
or(A) —1og T = wr(A) — log T; + log T :
i+1
> —(logT)* +i* —(i+1)*=—-53—-6i2—4i -1

> — 6i° = — 6(logT))** > — 6(log T)>4.

Ce qui achéve la démonstration.
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118 M. MIGNOTTE ET J. L. NICOLAS

III. COMPARAISON DU P.P.C.M. ET DU PRODUIT

LEMME 5. — Soit n > €%, et soit m un nombre entier > logn. Le
nombre de polyndémes A € E, qui ont deux diviseurs irréductibles dont le
(log n)®

degré est un multiple de m est majoré par ¢"

mZ

Démonstration. — Comment fabriquer un tel polynéme A ? On choisit
un polyndéme irréductible de degré am, a > 1, et un polyndme irréductible
de degré bm, b > 1, avec (a + bym < n. Enfin on multiplie par un poly-
néme quelconque de degré n — (a + bym. Le nombre de tels polynémes
est donc inférieur ou égal a :

n/m ﬁ—a n/m
. q" 1\ ¢ ,_ 4
n-latbm o~ -] <=({1+logn—1 < —(logny.
1S e s (S 1Y 2 21 rogn-togm < Lces
a=1 b=1 a=1
LEMME 6. — On définit, pour me N*, p(m) = maxp . Avec les nota-

plm,p prémier
tions de lintrodyction, le nombre de polyndmes A € E, pour lesquels
ilexiste i et j, 1 <i<j <k tels que p((n;, n;)) < (logn)* est au plus
pour n > e
Démonstration. — On doit compter les polyndmes de E, pour lesquels
il existe p premier > (logn)® tels que p|n; et p|n;. Draprés le lemme 5,
il y en a au plus :

ogn

" (log n)? ' 1 "
q—(—zg)—Sq"(logn)2 — < T
logn
p>(log n)3 p> (log n)3
P premier p impair
LEMME 7. — Soit R={meN*; p|n = p < (logn)®*}. Pour n > n,,
ona:
Z 1 1
—<—.
m  log°n
e(leg log n)"S m<n
meR
Démonstration. — On peut suivre la démonstration du lemme V de

[Erd,], qui permet d’expliciter n,. On peut aussi utiliser les résultats de
De Bruijn sur la fonction

U(x, y) = Z 1

pln>p<y
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et écrire la somme 4 majorer au moyen de I'intégrale de Stieltjes

J " d[y(x, (logn)’]

liog log myt X

On obtient une meilleure majoration, mais les constantes ne sont pas
explicitées dans les estimations de De Bruijn (cf. [Bru]).

LemMME 8. — Soit ny,...,n, les degrés des polynomes irréductibles
divisant A € E,. On écrit
n; = a(n;)b(n;)
avec :
a(n;) = n p* et bn)= ﬂ p*.
p*||n: p*|In:
p<(log n)3 p>(log n)3

Alors le nombre de polyndmes A € E, pour lesquels il existe i tel que

n

a(n;) > exp ((log log n)*), 1 < i < k, est au plus ]q dés que n est assez

grand. ogn

Démonstration. — Pour un tel polyndome A, Ime R, m > exp ((log log n)*)
tel que A ait un facteur irréductible dont le degré est multiple de m. Par un
raisonnement déja fait dans la démonstration du lemme 5, pour un m fixe,

. 1+ logn . ., .
il y a au plus ¢"{ ————— ) polyndmes A ayant un facteur irréductible
m

de degré multiple de m. Le nombre total de polyndmes A est donc majoré par

1 n
q"(1 + log n) Z —< 1 (d’apres le lemme 7).
m~ logn
meR
eﬂog log n)4 <m<n

LeEMME 9. — Pour n assez grand, a I'exception d’au plus 0( 1 ) poly-
R 1z " log n
noémes, les éléments de E, vérifient

exp (— 2log n(loglog m)*)(nn, ... n) < p.p.c nng, ..., n)
< nn, ... H.
Démonstration. — On enléve d’abord de E, les polyndmes tels que
Cq"
logn’
On enléve ensuite les polyndmes tels que pour un couple i, j, (i # j) on ait

k > 2log n. D’aprés le lemme 3, avec A = \/logn, il y en a au plus

n

p((n;, n;)) > (log n)>. D’aprés le lemme 6, il y en a au plus loq - On enléve
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enfin les polyndmes pour lesquels il existe i, tel que a(n;) > exp ((log log n*.

Draprés le lemme 8, il y en a au plus . Pour les polynomes restants,

logn

les b(n;) sont premiers entre eux, et 'on a : \

p.p.c.m.(ng, ...,n) = p.p.c.m.(b(n,), ..., b(n)) = Hb(n,»)

i=1
i ey (nyn, ... m)exp(— 2logn(loglogn)®).

a(n;)

1<i<k

IV. DEMONSTRATION DU THEOREME
On choisit, dans le lemme 4, log T” = (log n)7/8. En enlevant O(—L—2>
polyndémes de E,, on aura pour ceux qui restent : (logm)™
wA) = log T + O (log T)** pour T <T<n.
On a par ailleurs :
ofA) < or(A) < log T + O(logT)**  pour 1<T<T,
ce qui entraine :

wiA) =1log T + O(log T pour 1<T<T.

Il vient alors :

Z log n, =L log Td [xr(A)] = [o(A)1® TT; — »deT

i=1 1
=log? n + O (log n)"* —J IO%I,T dT — E
1
1
= Slog? n + O (log n)"* — E,
avec
n A)—log T . ’ n 3/4
E =J @) —logT o _ f Ollog™) \p, ["OUe D™ 4y
1 T 1 T T T
= O (logn)7/*.
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On applique ensuite le lemme 9 : en enlevant O(g"/log n) polyndmes, on
aura pour les polyndmes A restants :

k

log r(A) = Z log n; + O (log n (log log n)*))

i=1

=3 (log n)*> + O (logn)"/*.
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