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Sur les trajectoires intrinséques des processus

de Markov et le théoréme de Shih

par

Jacques FRANCHI et Yves LE JAN (*)

REsuME. — Le propos de ce travail est de montrer comment les distri-
butions d’entrée déterminent la loi des trajectoires intrinséques des pro-
cessus de Markov, en utilisant les propriétés d’une algébre de temps d’arrét
intrinséques appelés « temps arborescents », et d’en déduire le théoréme
de Shih. On redémontre au passage les théorémes de Chacon-Jamison et
de Blumenthal-Getoor-Mc Kean.

ABSTRACT. — The purpose of this work is to study how the entrance
distributions determine the law of intrinsic trajectories of Markov processes,
using a lattice of intrinsic stopping times called « arborescent times »
and obtain in this way Shih’s theorem. It includes proofs of Chacon-
Jamison and Blumenthal-Getoor-Mc Kean theorems.

INTRODUCTION

Blumenthal, Getoor et Mc Kean ont montré en 1962 ([2]) que deux
processus standards ayant mémes distributions d’entrée dans les compacts
différent par un changement de temps inverse d’une fonctionnelle additive
(la réciproque étant ¢vidente).

Une nouvelle démonstration du théoréme a été donnée par Chacon

(*) Université Paris VI. Laboratoire de Probabilités, 4, place Jussieu, Tour 56,
3¢ étage, 75230 Paris Cedex 05.
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104 J. FRANCHI ET Y. LE JAN

et Jamison dans [4]. Cette démonstration est basée sur le théoréme de
Chacon et Jamison qui montre que les arcs de trajectoire des processus
de Markov sans point d’arrét sont parcourus de maniére déterministe.

C. T. Shih a étendu dans [8] le résultat du théoréme de Blumenthal-
Getoor-Mc Kean en montrant quun processus standard dont les distri-
butions d’entrée dans les compacts sont majorées par celles d’'un autre
processus standard s’en déduit par une subordination et un changement
de temps.

Le propos de ce travail est de montrer comment les distributions d’entrée
déterminent les trajectoires intrinséques des processus de Markov, en utili-
sant les propriétés d’une algébre de temps d’arrét intrinséques appelés
« temps arborescents », et d’en déduire le théoréme de Shih. On redémontre
au passage les théorémes de Chacon-Jamison et de Blumenthal-Getoor-
Mc Kean.

Dans un premier temps, on ne considére que des processus sans point
d’arrét avant {, ce qui permet d’obtenir des résultats d’unicité. L utilisation
des « temps arborescents » permet d’éviter ’hypothése de quasi-continuité
a gauche, ainsi que beaucoup de difficultés de la démonstration originale.

Ces travaux généralisent et sur certains points simplifient les résultats
obtenus par le premier auteur dans sa thése (cf. [/7]).

Nous tenons a exprimer nos remerciements a C. Dellacherie qui nous
a beaucoup aidé en lisant le manuscrit et en relevant les erreurs.

I. GENERALITES

Soient E un espace localement compact 4 base dénombrable et & sa
tribu borélienne. Nous lui adjoignons un « cimetiére » d€E, et nous
notons & les boréliens de Es=E U {J}.

Soit Q I'ensemble des trajectoires « branchées » w = (x, @), ol x varie
dans E et @ dans ’ensemble des trajectoires a valeurs dans E, définies
sur un intervalle de temps [0, {(w)[, continues a droite et pourvues de
limites a gauche (« cadlag »), et sans intervalle de constance ; nous convenons
de prolonger @ par 6 sur [{(w), + o]

Nous notons Xq_(w) = x et X (w) = @(t) les coordonnées, F? les
tribus o[ { X;|se {O—}u [0,t]} ], et 0, les opérateurs usuels de trans-
lation sur Q, avec de plus la convention :

Xo-o00,=X,_.

G, désigne T'ensemble des (#))-temps d’arrét majorés par (.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



PROCESSUS DE MARKOV ET THEOREME DE SHIH 105

Nous convenons d’appeler processus de Markov la donnée d’une
famille (P, x € E) de probabilités sur (Q, #2) telle que :

a) Pour tout F de #2, P(F) est &-mesurable en x.

b) Pour tout x de E, P(Xo- = x) = L

¢) Pour toute suite monotone de temps de &, : { T, } . convergeant
vers Te @y, pour tout A de &ettouttde R,,ona :

1

P ({Xr+:€A} Mlim FR) = Pimx,, ({ X;€A}) sur {T<{(} P-p.s.
ou P-p. s. signifie : P.-presque sfirement pour tout x de E.

Remarques :

* cette propriété s’étend aussitdt (en prenant A = E) aux A pris dans &;.
x puisque T = li£n T,,eli;'n F3 , cette propriété s'écrit aussi :

P({Xr+. €A} {T<(}|lim f}’n):Pli’w xn,({Xi€A}). Lz <y P-p. s.

* On a pour tout x de E : P(Xy, =x) =0 ou L
* Les hypothéses ci-dessus sont par exemple vérifiées par le processus
canonique associé a un semi-groupe de Ray (P,) sans point d’arrét, c’est-a-dire
tel que pour tout x
lim71 ~ Plx {x}) = o
110 t

II. TEMPS ET EVENEMENTS INTRINSEQUES

DEFINITION 2.1. — Un temps T défini sur Q est intrinséque lorsqu’il
vérifie la propriété suivante : si deux trajectoires w et @’ de Q sont telles
que Xo-(w) = Xo_(@’) et qu’il existe une bijection croissante ¢ de [0, {(w')]
sur [0, {(w)] avec o’ = wo P sur [0, {(w")], alors on a T(w) = H(T(w)).

& désignera I'ensemble des temps d’arrét intrinséques, cest-a-dire len-
semble des temps intrinséques qui sont dans ©,.

Remarque. — @ est réticulé et stable par limites croissantes.
DEFINITION 2.2. — Pour tout A de & posons
ya = Inf { > 0/X,_ € A° ou X, eA}.
Propriétés 2.3. — a) Si A est fermé
ya=Inf{t > 0/X,_ €A} = 1x,_ca)- Inf {1 > 0/X, € A"}
est un temps intrinséque.

Vol. 20, n° 2-1984.



106 J. FRANCHI ET Y. LE JAN

by A=A =y <yx et ya=7vatrac0,, =74 + 7400, .

) Yana = Ya A yar

d) 7 =0 et yg={.

e) Si {K, },n est une suite de compacts croissant fortement vers un
ouvert G de E, c’est-d-dire telle que UK,, =GetK,c IO(,,+ 1 pour tout n,

alors v, T vg, lim Xk, € G et vaut X, ou X, sur chaque o.
f) Pour tout ouvert G de E, yge@

Preuve de la propriété (e) :
e) Soit 1 =1lim T y¢,; 76 < ye et selon que (Vn, yg, <15) Ou

(An, 7k, = 1), on a X-,-K,, = X ou X, - X, or Xo- oOu
X, €K, = Kj_; d’apres (a), et donc soit Xq_ soit X, soit X, est dans

me,_l = G° ce qui prouve que g = Y-
n

DEFINITION 2.4, — Fixons un ouvert quelconque G de E et notons
{ K, } nen Wimporte quelle suite de compacts croissant fortement vers G ;
(au sens de 2.3 e) :

a) La variable Yg est définie par : Xo_ sur {Xo-€G°}, 6 sur
{Xo-€G}n{yg =10}, et limX, sur {Xo-€G}n {ve <(}.

b) Pour A dans &; et x dans E posons : Hg(x, A)=P({YceA } N {ys<{}).

¢) La sous-tribu F& de F° est définie par :

0 — ' 0 _ a0
g;Gl(x()»scC)— G({XO— })I(XQ—EGC} et gGl(XO_eG)— (\/JYKn>|(xo-eG}

d) L'opérateur de translation Og est défini sur Q par :
XO_ o 0G = YG

et pour tout t de R, : X, 006 = X, 4,, (= X,20,)
e) Pour tout T de @, nous noterons T x yg le temps composé :

Ty =76+ Telg.

PROPRIETE 2.5. — a) Yg et yg sont F3-mesurables.
b) TeG = Txygel.
¢) Pour tout F de F2 on a :

P05 (F) | #Q) = Py (F) P-p.s. sur {yg<Z(}.
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PROCESSUS DE MARKOV ET THEOREME DE SHIH 107

d) Pour T dans & et f dans &5 nulle en 6 et x dans E on a :

ELS o Xpnyo) = J[Ey(f ° X Hg(x, dy)
E
(autrement dit Py.,, = HgPy).

€) G'= G = y6 *V6 = V6 * Ve = Ya-

Preuve. — (e) et (a) sont trés simples et (d) découle immédiatement de (c).
(b) T %y est dans &, d’apres le lemme 4.3 de [10]; vérifions qu’il est
intrinséque ; soient w et o’ comme dans 2.1; notons y lapplication :

t = ot + y5(@") — ys(w); Cest une bijection croissante de [0, {(Ogw’)]
sur [0, {(0gw)]; 00" = (Ogw) o Ysur [0, {(O;0") et X _(0w") = Xo-(00)
(car X, (@) = Xy, () = X (@) ...); on a donc
AT * y6(@) = Plyg(@’) + T o Og(”)

= Y(T(Oc0") + v6(@) = T(0g0) + yo(@) = T * y5(w).

¢) Sur {Xp-€G}n{ys <}, la propriété se réduit a :

PF | Xo-) = Px,_(F) P-p. s.
qui est vérifi€; plagons-nous donc sur {X,_eG}n {yg <}, et pre-
nons F de la forme 1, (Xo-)14,(X;,) ... 15,(X,) avec keN,0<t, < ... <t
A6, 1a propriété de Markov I-c appliquée par récurrence avec T,=T=yg,
donne P-p. s. :

[Ex(1A1(X)‘G +lx) e lAk(X'YG"'Ik) | 'g;l?c) = IEXVG(IAI(XH) e lAk(th));

ensuite on a P-p. s. :
PO (F) | #8) = P0G '(F) | #3 | 76)

= 1,,(Yo)- [Ex(]-Al(XyG-Hl) o A Xy rn) | T | F8)

= 1,,(Ye) " [Ex<[EX-,G(1A1(Xt1) o 14 X)) \/ff’x,,)

n

ce qui donne en appliquant la propriété de Markov I-¢ avec

T, =7, T=7%,t=0:
P06 '(F) | #8) = 15(Yo)Ey(1a,Xs) - - - 1aXy)
= Py (F) P-p. s.
DEFINITIONS 2.6. — Soit T un temps d’arrét intrinséque.
a) Deux trajectoires w et @' de Q sont équivalentes sur [0, T] (on notera

Vol. 20, n° 2-1984.



108 J. FRANCHI ET Y. LE JAN
ceci : 0 ~ o' sur [0, T)) si et seulement si : Xo_(w) = Xo_(@) et il existe
une bijection croissante ¢ de [0, T(w')] sur [0, T(w)] telle que @’ = wo ¢
sur [0, T(w")].

w ~ o' signifiera : o ~ ' sur [0, {].

b) Posons Sy ={AeF)|w~w sur [0,T] = 1,(@) = 1,(0)} et
S =
Les éléments de & sont appelés événements intrinséques.

Lemme 2.7. — a) Etant donnés T dans o, 0 et " dans Q, si ' = w”
sur {O—}u [0, T(w)], alors T(w’) = T(w").

b) Soient S et T dans @, w et o’ dans Q telles que Xo_(w) = Xo_(w")
et ' =wod¢ sur [0, T(w')], ¢ étant une application bijective croissante
de [0, T(w")] sur [0, T(w)]; alors si S(w’) < T(w’), on a S(w) = H(S(w")).

Preuve. — a) Cf. ([10], 1.3 corollaire 1). (Il s’agit surtout de voir que
lona:

(Vt=>0) 2= {AeZF2|(w=w sur [0,t] et en O—) = 1 (w)=1,(")},

ce qui ressemble a la définition de &y ci-dessus).

b) ¢ = ¢ sur [0, T(')] et pour t >0 : Pt + T(@")) =t + T(w); ¢ est
une bijection croissante, et si @” = wo ¢, on a w” ~ w par $, et donc
S(w) = ¢(S(w”)); puis, d’apres (a), T(w') = T(w”) et S(@") =" S(w”), et donc
S(w) = ¢(S(e’)).

'CONSEQUENCES 2.8. — Soient S et T deux temps de @ et G un ouvert de G.
ST = Y5 ¥y &.

by {S<T},{S<T}, {S=T} sont dans ¥y (et F).

) 1N Fs=Prrs

d) T=SsurAeSr = Aes.

e) Yoe &, et X1€ Ly

f) r=F"FL(et F,o 2L N F).

Preuve. — a, b, ¢, d et e découlent facilement de (2.6) et (2.7).

f) On se reférera au théoréme 1.4 de [10]. Comme F°, #9 se carac-
térise comme { Ae F2 |w = o’ sur [0, Tleten O— = 1 (w) = L5(@)}.
Ceci entraine d’abord que 1 = FY; ensuite, si Ae ¥ N F2 et si 0, o
de Q sont données comme dans (2.7 b), prenant <75 et ” comme dans la
preuve de (2.7b), on a " ~w = 1,(@") = 1,(w) et o ="
sur [0, T] = 14(0") = 1,(w’), et donc 1(w) = 1,(e');

A appartient donc a .

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



PROCESSUS DE MARKOV ET THEOREME DE SHIH 109

III. TEMPS ARBORESCENTS

Soit @ une base dénombrable de la topologie de E stabilisée par réunions
et intersections finies, et contenant O et E.
Soit & l'algebre de Boole engendrée par O et 4.

DEFINITIONS 3. 1. — Posons o/, = {0} et définissons par récurrence les
ensembles de temps aléatoires <, de la fagon suivante : T € o, | ssi il existe
ket ldans N*, { A; }; cick et { Bj }1 < j<; deux partitions de E; avec A, et B,
dans P, des éléments T;; dans o, et G dans O tels que :

T= z Livgeaix,oeBpLij * V6 que lon notera  o(G, A;, B, T;)).
ij

Les temps arborescents sont les éléments de of = U T A,

La longueur de T arborescent est : (T) = Min{neN|Te«,}.
La composition d’un temps U de @ par un temps T de o/ est définie par :
UxT =T+ Uec0y, o 0w est défini par récurrence par :

OG(G,Ai,Bj,Tij)w: E l{YGeAi,xyGij}(w)'HTU-@G(U-
i,j

(Cette définition étend celles de (2.4 ¢) et (2.4 d).

PROPOSITION 3.2. — o/ est dénombrable, stable par composition, contenu
dans G, et réticulé.

Preuve :

x »of, est dénombrable parce que 7, _,;, O et Z le sont.

% La stabilité de .« par : (T, S) — T =S se voit par récurrence sur [(S) :
si S=0(G,A;, B, S;;), T*S =0(G, A;, B, T*S;;)e/ puisque chaque
TxS;;e.

x La preuve de (2.5 b), avec (2.8 ), montre que &/ < .

x Enfin montrons en détail que &/ est réticulé.

Soient S et T dans ./ ; puisqu’il n’y a pas de problémesi S = 0ou T = 0,
on peut supposer que T = a(G, A, B;, T;j) et S = o(L, A;, B}, S;;) avec
[T < KT) et I(Sy;) < I(S).

Effectuons une récurrence sur [(S) + IT), et faisons la preuve pour A,
ce qui suit étant valable tel quel avec partout V au lieu de A ; nous suppo-
sons donc que T;; A'S, T A S;; et T;; A S, sont dans o/ ;

Vol. 20, n° 2-1984.



110 J. FRANCHI ET Y. LE JAN

LEMME. — {75 <y} = { Y €L, X eL}.
Preuve du lemme. — Puisque Y, vaut soit X, soit X, _,ona :
{ X)’Gr\L_ € L’ X}’GAL € L } < { YGI"\Le L’ X)’Gr\L € L } s

et réciproquement si Y. = X, €L et X, # X, ., cest que si
{K, } croit fortement vers GNL on a yg, = yg~L Pour n assez grand
et donc X,eK, pour t < yg.. et donc encore X,, ,_ €K, c L; cest-
a-dire que 'on a au total :

YGnaL

{7 # v6nL = Y6} = { VoL <M}
={X,g-€L X, €L} = {Yg, €L, X,,., €L},

Fin de la démonstration. — Sur { y5 <y} = {Yga €L, X,o EL}
on a S=8xy5. et T=0oGnNL,A;,B;, T, et donc

TAS=0GnNnL A,B;, T; AS).
Sur {y. <76} ={Ys.€G, X

YGnL

yor, €G } on a de méme

TAS=0GnNL, A, B, TAS)

et sur {yp =796} ={Ys.16L° ou X, €L} n{Y5.6G* ou X,
aTAS=0GnL,A;nA;, BB, T; ASy).

On peut alors en regroupant les trois cas précédents écrire une formule
explicite TAS=06(GNL, ...), ce qui prouve par récurrence que T A Se/.

eG} on

GnL

PROPOSITION 3.3. — Pour S dans o et G dans O, on a (S A yg) < S).

Preuve. — Effectuons une récurrence sur I(S); c’est clair si S = 0, et si
S=0(G, A, B, S;) avec [S))<IS), on a IS;Avys) <IS; et
SAys= leYceAi,xyG,ij)(Sij* Ya) A vg; or

(Sij*76) N v = 1(chncec3,xwJ <6)(Sij N ¥6) * Vg no

+ livoinceGe ou Xy 6/0GEGYYGAG
et donc

SAys = é 1{YG(\G'eAinG,XyGnG,ijnG}(Sij A Y6) * Yena'
ij
+ Liyoncec¥6n6" T 1i¥onee6.X,gaa GV GG

est de longueur < 1 4 I(S;; A yg) < 1 4+ I(S;;) < I(S).

PROPOSITION 3.4. — of(w) est dense dans [0, {(w)] pour tout w de Q.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Preuve. — Soit te[0,{(w)]; soit t'=sup {o(w)|oe |o(w)<t}e[0,1]:
supposons que t’ < t; notons | = X,,_(w) et m = X,(w); puisque w est
sans point d’arrét avant ¢, on peut supposer que X, (w) # [ et X(®) # m,
quitte pour cela a changer t en t” e ]/, t[; par définition de [, il existe

1
¢ > 0 tel que pour u dans Jt' — ¢, t'[ on ait d(X,(w), ) < Ed(l’ X(w) =r;

par définition de ¢’, il existe o dans ./ tel que o(w) soit dans ]t’ - g, t’];
soientalors Get G’ dans Otelsque B(l, ¥) =« G',me G, G’ < GetX,(w) ¢ G;
alors ue[a(w)—— g, t'] = uelt'—¢,t'] = X (w)eG’; donc t’ <yg * o(w), puis-
que o(@)<v<t = X (w)eG et X,_(w)eG; or X (w)¢G = ygxag(w)<t,

ce qui est contradictoire puisque yg * 0 € .

LEMME 3.5. — Soit d une distance sur le compactifié E;. Il existe un
temps arborescent S, tel que (V1€ N)S; > Osur { 0 < { }et ’llm 1S, = Osur Q.

Preuve. — Soit { W, ; }, une partition finie de E; formée d’éléments
de 2 de diamétre < 272'; soit V,, un ouvert de ¢ de diamétre < 272!*2
contenant les boules ouvertes de rayon 272! centrée en un point de W, ;;

S, = lek‘,(XO) Py V Z lw, (Xo-) " Vv, convient.
k

k

IV. ENSEMBLES ARBORESCENTS

DEFINITION 4. 1. — Pour tout G de O notons 2¢ = { @, Q} et par récur-
rence 95" Pensemble des parties de Q défini de la facon suivante : F est
dans Qg1 ssi il existe ke N*, 1e N*, { A;},c;<x et {B;}, <<, deux par-

titions de E; avec A; et B; dans 2, des éléments F;; de D¢ et G’ dans
O;={Ge0|G =G},

tels que F = U[ { Yo €A, X, €B;} n 05! (F;;))], que l'on notera

L,J
p(G,, Ai5 BJ’ Fij)'
Les ensembles arborescents sont les éléments de Dg = U T 9.
neN
La « longueur » de F arborescent est (F) = Min{neN |Fe 2§ }.

Vol. 20, n° 2-1984



112 J. FRANCHI ET Y. LE JAN

On apou;‘ tout F de 9 : soit F = @ ou Q, soit F = p(G’, A, B;, F;;) avec
I(F;;) < [(F).

PROPOSITION 4.2. — Y est une algébre de Boole.

Preuve. — Tout d’abord (p(G’, A, Bj, F,))* = p(G’, A, B;, F;) montre
par une récurrence immédiate que Fe 95 = Fe ;.

Soient ensuite F, et F, deux ¢léments de Z. On montre que F; N F, € 9
en raisonnant par récurrence sur K(F;) + (F,) comme dans la preuve

de 3.2. On peut en effet factoriser F; N F, par 6, exactement comme
on a factoris¢ T A S par ygnr-

PROPOSITION 4.3. — Pour T dans @ et S dans &/ on a :
Fr=0[{Xp,u|Ued}U{Xo-}] e FLrs=LsV 05 (Fy).

Preuve. — Tout d’abord Ues/ = TAUel = Xq,veLr, v < 1

Ensuite notons D I’ensemble des diadiques de [0, 1], et comme Dellacherie
k

dans [7] si deD\{0,1},d= Zai2_i, o, = 1, notons

i=1

-0 @Leue - (u. Uk>>>

ou =Asia=0et = Vsiag=1,et ot { Uy} est une énu-

meération de & ; d’aprés (3.2) les T, sont dans < ; et de plus (d —» T)
est croissante continue (en tout w de Q) sur D et on aU [U] = U [T

Uesf deD
ce qui fait que les T, sont également denses dans [0, {].

Soient alors w et « dans Q telless que Xo-(w) = Xo_(0)
et Xy, uy(@) = Xy, y(@) pour tout U de o7; on a alors bien sir
Xt a1w) = Xg,7(@") pour tout d de D; les propriétés de (d — T,) et
I'absence de point d’arrét avant { permettent alors de définir en posant :
O(T A Tfw")) = T A Ty(w) une application ¢ sur une partie dense de
[0, T(w")], qui est nécessairement strictement croissante continue, a
image dense dans [0, T(w)]; en la prolongeant par continuité, on obtient

une bijection croissante de [0, T(w’)] sur [0, T(w)], telle que o' = wo ¢
- sur [0, T(w’)]; ceci permet alors d’appliquer le théoréme de Blackwell
pour obtenir la premiére identité.
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Celle-ci entraine alors I’égalité :
gs_l(yT) = O-[{X(TAU)*SlUE'M}U {Xo— °9s} IE

or {SAU|Ue jU{(TAU)*S|Ues/} est dense dans [0, T % S],
et on peut donc reprendre le raisonnement précédent, en appliquant
encore le théoréme de Blackwell, ce qui prouve la seconde identité.

PROPOSITION 4.4. — On a o(9g) = &, pour tout G de 0.

Preuve. — Tout d’abord, pour G dans ¢, G’ dans O et F;; dans Lo
on a 01 (F) € &)pue, = & Par (4.3), et donc p(G’, A, B,, F)es,.;
ce qui prouve par récurrence que P < &, , et donc que a(@G) S
Réciproquement, si Te.o/, T < yq, effectuons une récurrence sur IT)
pour montrer que Xp est o(Zg)-mesurable; c’est clair si T =0, et si
T = a(G’, A;, B}, T;) avec I(T;;) < I(T), alors T < yg entraine yg < yg et
donc G' = G, puis T =T A y5 = o(G’, A;, B, T;; A 75); or d’aprés (3.3)
I(T;; A ys) < I(T;j) < [T), et donc Xr,, ., puis par conséquent Xr, sont
0(9)-mesurables ; ceci prouve avec (4.3) linclusion de &, dans o(Z).

V. PARAMETRAGE INTRINSEQUE

LEMME 5.1. — Pour tout F dans b#°, x dans Ez et T dans &, on a :
E(F[ 72| %) = E(F | Z | #7) = E(F | S2)

il suffit de montrer :

i) VF'eP)E(F' | FReSr, i e 1 (VGEFD) E(F -G)=E[E(F'| ¥ G)
et

ii) (YGeZ7) EAG|S)eSr, 1. e. : (VF'eSE(GF)=E(EAG| 1) 'F)
il est clair que (i) < (ii), il suffit donc de prouver (ii), avec d’aprés (4.3)
FF=Ac0; B, Ac ¥, Be %¢; ona alors :

[Ex(A © HT : B ' G) = IEx(lEx(A ° GT I ‘0}:'?) ' B ’ G) = [Ex(IEXT(A) : B ' [Ex(G I yT))
= E(A < 0B EG | Fv)).

5.2. — S étant séparable (d’aprés 4.3), on peut trouver, pour tout F
dans bZ°, une version & ® &y mesurable H(x, w) des espérances condi-
tionnelles E(F | #1) et donc une version commune H(X§?, w).

Soit T,, ne N, une énumération de <.

Supposons jusqu’a nouvel ordre, que E({) est fini pour tout x. On peut
choisir, pour tout n, une version & -mesurable des espérances condi-
tionnelles E(T, | #r,), notée B" de maniére a avoir B" < B™sur { T, < T,, }
pour tout couple m, n (on peut remplacer B" par sup Bl _1,).

m
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Drautre part d’aprés 5.1, B" = E(T, | &) P,-p. s. pour tout x. Posons,
pour tout teR*, B,=inf {B", T,>t} pour t <{ et B, =B® pour
t>{.

Il est clair que B, est croissant, continu a droite, #2 -adapté et que
Br, = B" pour tout n.

De plus, si @ = wo ¢ sur [0, {(w’)] avec w et @’ dans Q et ¢ bijection
croissante de [0, {(w")] sur [0, {(w)], on a B*(w) = B*(w’) pour tout n
et donc By,(w) = BYw’).

On dit que B est un processus intrinséque.

5.3. — Montrons que By, = B" p. s.

Si (S)) est la suite de temps d’arrét définis en 3.5, les temps S, * T, sont
des temps de /. 1l existe donc une famille d’entiers a(l, n) tels que
S;*T,=Tn,etlonaT,= Htorol b Toamy avec Tgm > T, sur {T, < (},
ce qui implique que By, < B**", et que B" = lim | B**" presque sirement,
ce qui permet de conclure.

Montrons enfin que B, est p. s. continu.

Pour tout n, notons S,, le réarrangement croissant des T, p < n.
Les S, , sont des temps d’arrét de /. Posons S, ,.; = et S, =0.
Posons ¢(t) = t*sit < let = 2t — 1sit > 1. On vérifie que :

n 4
fim ) 0B, ~ B )= ) B, ),
n=0 t=0

en restant majoré par 2B, = 2B®. (Cela résulte du fait que { T,(w), ne N }
est dense dans [0, {(w)]).

Mais ¢(Bsn,p+1 - BSn,P) < [Ex(¢(sn,p+l - Sn,p) | y) Px‘p- S. pour tout x

d’aprés TIinégalité de Jensen. Or, zd)(sn’pﬂ =S, =2 0 (en restant
majoré par 2{). =

Soit B¢ la partie continue de B,. B est p. s. égal & B,. C’est un processus
intrinséque % adapté. On en déduit que pour tout temps d’arrét intrin-
sequeTe®@
CEFINY = FPr.

D’aprés 5.1, ona :
E(B; — B, | #7,) = B — T, | ¥ #1)

= B - T, | #r,|¥) = E, () Pi-p.s. pour tout x.
cest-a-dire E(Bf — B, | #1) = E(( — T, | #3)
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Les versions continues a droite des surmartingales E (B — B; | %)) et
E — L A t]| &) coincident donc presque siirement. L’unicité de la
décomposition de Doob-Meyer montre alors qu’on a presque siirement
B¢ =t A { pour tout te R*.

5.4. — Nous allons maintenant lever ’hypothése E ({) < co.

Soit R un temps aléatoire indépendant de &, de distribution exponentielle
de parameétre 1. Considérons la réalisation canonique du processus
X ly<gry + 61;5g. Les probabilités [ﬁ’x ainsi définies sur Q vérifient la
propriété suivante.

(*)  VE>O0,VAeFLPAN{t<{))=ePAN{t<(}).
D’autre part E. ) <1 et donc ce qui précede s’applique a ([ﬁ’x, x e E).

1l existe donc un processus intrinséque continu et % adapté B, tel que
B¢ =t sur {t < {} pour tout ¢, P.-p.s. et donc P,-p. s. d’apres (*).

5.5. — Posons 7, = Inf(s, B{ > ¢) A {. 1 est clair que 7, est un temps
d’arrét de @. (Il est intrinséque car Bf est intrinséque, et (#)-adapté car
B¢ I'est et est continu). Enfin 7, est continu & gauche en ¢ et P-presque
stirement égal a t A { pour tout ¢, comme son inverse B¢. Il est strictement
croissant avant (.

Posant N = { we Q/(Ine N)B" # T, }, il résulte de ce qui précéde que
N est P-négligeable. B" étant intrinséque, deux trajectoires équivalentes
de Q — N sont nécessairement égales.

Il n’est pas long de passer de la a la version générale du théoréme de
Chacon et Jamison qui affirme I’existence d’un ensemble N P-négligeable
tel que si e Q\N et ' € Q\N, si @’ = w o ¢ sur [t;, t5], avec ¢ bijection
croissante de [t}, t5] sur [ty, t,], alors ¢, — ¢, = t5 — t} (voir [6]).

PROPOSITION 5.6. — Pour tout Te @, la complétion de Sr contient F3.
On a en effet FL = o(Xy1,p, te Q") et X, v = Xp,,, p. 5. 7, étant intrin-
seque, Xy .., € L.

VI. LOI DES TRAJECTOIRES INTRINSEQUES
D’UN PROCESSUS DE MARKOV

Soient (P,, x € E) et (P#, x € E) deux processus de Markov sur E. Pour
tout T de @, et tout G ouvert de E posons : (Vf € b&;)

Hrf(x) = El(f o X¢- Lir<g) et Hff(x)= EX(f Xy Lir<g)»
Hof(x) = Ef o Y- l(yc<c}) et HESf(x) = EX(f - Ys- 1(yG<;)) s
(Vi = 0) Pf(x)=E(f X, le<g) et P¥f(x)=EX(f-X," Ly<y)-
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PROPOSITION 6. 1. — P, et P¥ coincident sur & pour tout x si et seulement
si Hg = HE pour tout G de 0.

Preuve. — La condition est évidemment nécessaire par (2.8 b et e).
Montrons en détail quelle est suffisante; on suppose donc Hg = H¥
pour tous les G de 0.

a) Notons Hg f(x) = E(f(Yg)) pouf feés, GeO, xeE;; en écrivant
f=f1g+ f)l,,ona:
HG f(x)=Hg f(x)+ f(6)(1-Hglg(x)) car {YgeE} = {ys<(}
=HEf(x)+ f(0) (1 -HgLe(x) =Hg f(x) : Hg=Hg (¥Ge0).

b) Posons de méme

0f(X) = E(f o Xo) et PRf(x) = EX(f o Xo);

fixons x dans E et f continue bornée sur E;; alors si G décroit vers x
H f(x) = Pof(x) et HF f(x) - Pg*f(x), et donc Py = Pgr.

¢) Montrons par récurrence sur [(F) que pour x€E, G dans O et F
dans 9 on a : P(F) = PXF); c’est clair si F = @ ou Q, et si c’est vrai
pour F’ tel que (F’) < I(F) et si F = p(G’, A;, B;, F;)) avec I(F;;)) < I(F),
on peut écrire :

[px(F) — z PX( { YG’ € Ai } N { chw € Bj } n Ga’l(Fij))
i,j
= ZPX({YG,GA,-} N0 ({X,eB;} nFy)
ij
= ZEx(lAi(YG,) ‘Pyo({Xo€B;} nFy)  par (2.50)
iJj
= ZH,G’IAipi)lij.(Fij)(x)
iJ
= ZHé;""lAiPB*ls,-P?"(FU)(X) = PX(F).
i,j

d) Par le théoréeme de classe monotone, on a donc P(F) = P*(F) pour
tout x et tout F de &, d’aprés (4.4) appliqué avec G = E.

REMARQUE 6.1 bis. — Le (b) de la démonstration précédente montre
également que [Hg > HE pour tout G de O] = P, > P§.
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PROPOSITION 6.2. — H}, < H, pour tout L de O = H¥ < H,  pour

L = K —

tout compact K de E et HY, < H,, pour tout compact K de E = H§ < Hg

pour tout G ouvert de E.
Preuve. — a) Montrons d’abord la premiére implication; fixons un
compact K; il existe une suite { L, } d’ouverts de O décroissant fortement

vers K : L,,, = L,et m L, = K. y., décroit vers y¢ et X, — X,

etdoncH,, f=limH, f pour f continue bornée sur E;;donc HY f <H,, f

pour tout L de O et f continue positive bornée sur E; entraine H¥ f<H,_f,
et on a donc bien H}, < H,_.

b) On veut maintenant calculer Hg, G ouvert fixé, en fonction des H,,
K compact de E.

La difficulté provient du fait que si yg = lim 1 yx,, on peut avoir yg = {
et y¢, < { pour tout n.

Sur {y6 <(} onaYseE et X, eE et donc d’apres (2.5 ¢)

Pyl > 0) = Py, (Xo€E) = Py, ({X,,€E}|Z#J) =1 P-p.s.,

donc si en reprenant les notations de 3.5, on pose T, = Z lw, (Xo-)¥,,..
on a Hgf = Jim Hg(fHp1) pour tout f ebé,. k
Il suffit de prendre f en escalier, de la forme Zcxilui.

Alors Hg(fHy,1)(x) = Z Z o (1y(Yo) 1w, (Yo) - 1 TG < o) etil suffit
Tk

donc de savoir calculer en fonction des H,, , K compact de E :

YK

P({YseU}n{yy*vs <{})=Hg1yH, 1)(x), oi V est un voisinage
compact de U.

¢) Lemme. — Soit { K, } une suite de compacts croissant fortement
vers G; on a alors yy * yg(®) = py * Yk, (@) pour n assez grand et w dans
{YseU}.

Preuve. — Supposons que pour tout n yy * ypg(@) > yg * yg (w); (ici
Py * Y, signifie yg, + yye O,e.) s si on avait py * yg (0) > ys(w), on aurait
Py * Pk, (@) = 7y * Py * ¥, (@) = Yy * Yg(w) ce qui contredit Ihypothése.
On a donc yg(w) > 7y * ¥k (@) = ¥k, (@), ce qui montre que yy * yg (@)
croit strictement (puisque Yk, T ¥o) vers yg(®), et donc que X (w) et
Xyverx, - (@) tendent vers X, - (), ainsi que X, (@).

YV¥VK,
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Mais X, _(w) = Yg(w)e U; or Xyyrre, (@) ou X, ., (o) est dans V.
Comme d(U, V) > 0, on obtient une contradiction.
Comme conséquence de ce lemme, on a que

{YoeU,pyxyg <} =lm 1 {YseU, yg < pv*pg, <(},

etdonc que Hg(1yH,, 1)x)=1im 1 J H,,, (% dy)P({YeeU } 0 {16 <yv<{});

il nous reste donc a calculer Py({Yse U} n {yg < yy < {}) en fonction
des H,.
d) Comme sur {76 <{}n{Xo_€G} on a toujours yg 1T 7s et

X, = Y, si U’ est un ouvert tel que UcU cU cV, on a, sur
{Xo-G}:

YoeU, pg <ypy <} <liminf{X, eU, pc, <9y <
m VKo n

et : —
lim sup { X, €U’y <pv<(}s{YseU,ys<pv<{},

ce qui entraine que pour y dans G :

Py({ YseU, Y6 <yv<(}) B
Slin}ninf Py {XmeEU,a Yk <Iv<{HD<P({YseU, p6<pv<0)}.

LEMME. — On a {X,, eU, 5, <y <{}={X, . eU,»w<(}

Preuve.— L’égalité est claire sur { X,_eV*} ; plagons-nous sur { Xo_€V } ;
I’inclusion de gauche & droite est claire par (2.3 ¢); montrons donc I'autre
inclusion : on suppose que X,  (w)eU’ et que yy(w) < {(w) (et que
Xo_(w)eV); d’apres (2.3 a), on a : Xw(a))ev = (V)*; or

U, < V = va(w) # Xmehv(w) = Xme/\yv(w) = 'YKm(w) < yV(w) .

Ce lemme nous permet d’écrire que pour ye G :
P(U) <liminf H,, _ (1xH, 1)(y) < P(U"),
en notant P(U) la valeur a calculer P({Yge U, y6 <yv <{})

Soit { U, } une suite d’ouverts croissant fortement vers U. On a d’aprés
ce qui précede :

Py(Uq) < hmmlnf HKmnV(qu+ 1Hyv1)(y) < Py(ﬁq-i- 1)
et ceci donne en particulier : P(U) = lin‘;l Jnf Hg, v(1y,H,,1)(y) ce qui
donne bien Py(U), et donc Hg(1yH,, 1), et donc Hg, en fonction des H, .
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COROLLAIRE 6.3. — P, et P¥ coincident sur & pour tout x si et seulement
si H,, = Hj, pour tout G de O, ou bien encore si et seulement si H, = H¥_
pour tout K compact de E.

VII. LE THEOREME DE BLUMENTHAL,
GETOOR, McKEAN

Ce théoréme apparait maintenant comme la réunion de 6.1 ou 6.3
et des résultats suivants :

PROPOSITION 7.1. — Définissons le changement de temps ¢ : Q — Q
par o(w)t) = w(t,,) pour tout t = 0 ; pour tout A de F2, c~(A) appartient
a ¥, et 6~ YA) = A P-presque siirement.

Preuve. — 11 suffit de considérer une fonction d’'un nombre fini de coor-
données et d’appliquer les résultats de (5.5). 7, est évidemment un temps
intrinséque (mais 7,4 ¢ 6,). Pour toute f borélienne, f(X,,)= f(X)
P-p. s. et (X, )e.

Remarque. — Bien sir o dépend de (P,, x € E).

Tt +

PROPOSITION 7.2. — Si (P¥, x € E) est un processus de Markov coincidant
avec (P, x€ E) sur &, on a P, = G(P;“) pour tout Xx.

Il reste a préciser les propriétés du changement de temps o relativement
au processus (P¥, xeE).

PROPOSITION 7. 3. — P*-presque siirement B¢ est une fonctionnelle additive
continue et t,, est son inverse avant (.

Démonstration. — Nous la rédigeons de maniére a pouvoir I’appliquer
sans modifications en 8.6.

Du fait que Bf =t A { = 1,, = B{, pour tout ¢t P-p. s. et du fait que
P, et P# coincident sur &, on a :

PH{BL. # ) {n. <{})<P{Bi, #t}n{rn, <(})=0

(B;, tout comme B, étant un processus intrinséque).
Reste a montrer que Vt, se R*, on a, P*-p. s.

B + BSo 6, = Bt sur {t+s<(}.

Du fait que Bf = ¢ A { pour tout ¢, P-p. s. on a By = T A { P-p. s. pour
tout Te®@.
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Si T et S appartiennent 4 @, il est facile de voir (cf. la démonstration
de 2.5b)que T+S =S + To 0 appartient & & et 'on a, par la propriété
de Markov forte B + B§o 0 = BS,g sur {T«S < {} P-p. s. et donc
P*-p. s. Il suffit alors d’appliquer cette identité aux temps ¥ € @ tels que

% =t A { P*-p. s. pour pouvoir conclure.

Nous avons bien démontré le :

THEOREME. — (Blumenthal-Getoor-McKean).
Si deux processus de Markov (P,, x € E) et (P, x € E) sont tels que :
soit Hg = HE pour tout G de 0, soit H,, = H¥_ pour tout G de 0, soit

G

H, = H} pour tout compact K de E, alors (P,, x € E) est le change de
temps de (P, xe€E) par linverse d’une fonctionnelle additive continue
strictement croissante avant (.

Remarque. — La proposition 7.1 et le corollaire 7.2 font apparaitre
que le changement de temps ne dépend que de (P,, x € E).

VIII. PREUVE DU THEOREME DE SHIH

LemMmE 8.1. — Fixons T = o(G, A;, B;, T;j) dans .o/ ; alors I’ensemble
des réunions finies d’éléments de

Ti= {Z{YGeAi}n{xmeB,-}meal(cm
nD;;n {XYGEA,-,-HCUeyT,»,-: Dije\/y}’xn’ Aijeg&}

ij

forme une algebre de Boole, et 1 = o(F7) ({K,} 11 G).

Preuve. — L’élément écrit ci-dessus a pour complémentaire :

[Z {YseA, X, B} nog 1(C,-f)]u z {YgeA;, X, €B;} mD,»jC:I
i, i

t,J
U E{YGeAi,XyGij} N {X,.€A;} :l,
|

ce qui montre que &% est stable par passage au complémentaire. La sta-
bilité par intersection est claire.
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D’apres 2.8d, on a Y= { Z{ YoeA; jn{ X,.€B; | nF,|F,e 97 nq },
i

puis Fr = %6 V 05 (Sr,) dapres 4.3, et enfin le théoréme de

ij*YG

Blackwell montre comme dans 4.3 que &, = <\/ ymn> Voo({X,s})

DEFINITION 8.2, — Soit of'= {T=(T)x, A(T)a, A - - A(T)y, IneN*,
Te o, Aje Sy, }, ou (T),, signifie 1, T; + 15

Remarque. — On peut vérifier facilement que o est réticulé et x-stable.

REMARQUE 8.3. — o/’ est dans @, et si T = (Ty)a, A ... A (T)s, €7,
on peut toujours supposer que A; = { T = T;} a cause de 2.8 b, et on a

n

aussi T = Z 15T + 1,{ avec Aje S5, Ae Py, en posant

i=1

A= {T=T,<(}, ..., .
Ay ={T=T 1 n{T#T}n ... n{T#T }n{T<(},0<k<n-1,

et A=AfNASn...nAf={T={(}; AjeSr, par 2.8b et d. Et
{A, A}, AS, ..., A} est une partition de Q.

PrROPOSITION 8.4. — Tout temps de & est limite décroissante d’une
suite d’éléments de </’

Preuve. — Soit T,, ne N une énumération de /. Posons pour tout
entier m, B,, = { T < T,, } . Définissons S, = inf (T,)s,- On a, du fait que

{T,,(w), ne N} est dense dans [0, {(w)], T = "lLrglo 1S,

THEOREME 8.5. — L’hypotheése HE < Hg pour tout G de 0, et donc
aussi 'hypothése H, < H, pour tout G de O ou I'hypothése H}, < H,
pour tout K compact de E, entraine que :PXFn {T<(})<P(Fn{T<(})
pour tous xde E, T de @ et F de &1 ; en particulier cela entraine que H¥ <H;

pour tout T de @.

Preuve. — a),Envisageons d’abord le cas ou T = yg, Ge0; il suffit
d’aprés 4.4 de prendre F dans 9.
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Effectuons une récurrence sur I(F); soit F = p(G’, A;, B;, F;;) comme
dansIV;on a :

= EPx({YG’EAi’ X6 €B;} nOG EF) N {ve < (})

iJj

=2Px({YG'EAi}m{?G' <C}ﬁ9c_;'1(Fijm{X05Bj}m{70 <}

ij

= Z‘Ex([IA.v[E.(lB,-(XO)EXo(Fij M {'VG < C}))](YG) l{mlq})

ij
= EHG’lAiPOIB,-P.(Fij N {ve < {})x).
ij
Donc si [(F) =0 ou 1, il suffit de prendre F;e{Q, Q}, et on a :
P(F;n {yc <{})=0 ou Hglg > HElp, et donc
P (F;; 0 {76 < C}) > P*(F; N {VG < C})a

ce qui fait que, d’apreés la remarque 6.1 bis, on a :

PyFN {?G<C})ZZHE'IA,-Pé‘lanT“(E,ﬂ{VG<C})(x)=P;‘(Fﬂ{vG<C});
i.Jj
ceci amorce la récurrence; et si F) > 1, P’hypotheése de récurrence sur
les F;; permet la méme minoration, ce qui donne le résultat.
b) Envisageons maintenant le cas ou T € 7, et effectuons une récurrence
sur I(T). Le cas I(T) = 0 ou 1 est exactement le (a). Supposons donc que

T = o(G, A, B, T;)) avec [(T;j) < [(T), alors d’aprés 8.1 et par un théoreme
de classe monotone il suffit de prendre

F=Z{YGeAi}r\{XyGij}m@{;l(Cij)r\Dijm{XyGeAij}

ij

avec C;je Sr,, D,.,.e\/y)m, et A;j;eé;; on a alors :
n
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PFN{T<(})

=2Px({YGeAi}mDijm {yG<C}r\65’(CUn {XoeB;nA;} N {T,;<(})

ij
= z IEx(l(YGeA,-}nDi_,'r\{yG < By (Cyj { XOGBijij 1g) {Tij <{})) par(2.6 <)
i,
= z EX(livgeasnbynie <g  EVa(Cyn {XoeBnA; } N {T;;<(}))
ij
par (a) et ’hypothése de récurrence, et donc
PFA{T<(})=PXFn{T<{(})

c¢) Supposons maintenant que Te /' : alors daprés 8.3 on peut

prendre T = Zl ad; + 1,0 avec Aje P, et T,e o ; soit Fe Py alors

. i=1

F=ZFnA§+Fr\A et FnAje %y, par 2.8d; on a donc :

i=1
n

Px(Fﬂ{T<C})=2Px(FﬂA§{Ti<C})

i=1
n

2ZP;"(FF\AEm{T,-<C})=I]J’,?‘(Fn(T<C}) ,

i=1

d’apres (b).
d) Enfin pour tout T de @ on a d’apres 8.4 : T = lign | T, T,e o,
et si Fe % cmy’n on a d’aprés (c) :

PFNn{T<(})= P(F N lim 1 {T,<(})
= lim 1 P(F n {T, < (})
>lim T PXFA{T, <{})=P{Fn{T<(}).
COROLLAIRE 8.6. — La proposition 7.3 est valide sous les hypothéses

de 8.5.

Preuve.— La preuve de 7.3 a été rédigée de maniére a pouvoir s’appliquer
sans modification.

Vol. 20, n® 2-1984.
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THEOREME (Shih). — Si (P, x € E) et (P¥, x € E) sont deux processus de
Markov tels que : soit H§ < Hg pour tout G de 0, soit H¥, < H,  pour
tout G de 0, soit H} < H,  pour tout compact K de E, alors il existe
un processus de Markov (P,, x e E) subordonné a (P,, x€E) et changé
de temps de (P#, x € E) par I'inverse d’une fonctionnelle additive continue

strictement " croissante avant (.

Preuve. — Posons P, = o(P¥) pour tout x, ou ¢ est toujours le change-
ment de temps de VIL
On a P, = P* par définition de P, = P({X,e.,t < {}), et donc

f’: =H} =H}<H, =P par 7.4, 8.5¢et 5.5.

Te+

IX. QUESTIONS D’'UNICITE

a) Pour le théoréme de Blumenthal, Getoor, MacKean.

On suppose que (P, x € E) est changé de temps de (P¥, x € E) par une
fonctionnelle additive A de (P¥, x € E) P*-presque slirement continue et
strictement croissante avant (, d’inverse continu a droite strictement
croissant ¢ (cela signifie que P*-p. s. on a pour tous t et u de R, :

oo=u< A, =t sur {u</(}).

On a donc P = o(P*), T(wo0) = ¢~ (T(w)) pour tout T intrinséque
et donc 1, (wo0) =0"r,1(w). Or 1,4 (we0)=1tA{wo0) P*p. s.
(puisque 7, =t A { P-p. s) et donc t A { =07 (z,,) ce qui montre
que o(t) = 1,4 P*-p. s.

b) Pour le théoréme de Shih.

Soient A et A’ deux fonctionnelles additives pour (P¥, x € E) P*-presque
sirement continues strictement croissantes avant {, d’inverses continus
a droite strictement croissants respectivement o et p, telles que les processus
P = o(P*) et P= p(P*) soient subordonnés a P.

D’aprés un théoréme de Meyer (cf. Th. 2-3 p. 101 de [/]), qui reste vrai
sans quasi-continuité a gauche, il existe deux fonctionnelles multiplicatives
pour P continues a droite telles que P,f(x) = E.(f-X,"M,) et
f‘,f(x) = E(f ° X, M;). On peut supposer que M, = M; = Osur { ¢ > (}.
Une récurrence immédiate montre que :

Ef1(Xe) - fulXe) = ELf1(X,) - fulX,)M,,),
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et donc que F(Fn {t < {})=E(F-M,) pour tout ¢ de R, et tout F
de b#? par le théoréme de classe monotone.

. k+1
Ensuite, pour tout T de @, soit T,, = ZI{E<T<"—+—1} + 00 Lirauys
keN " "
T,l T = My, 1 Mp P-p. s, et pour tout F de #{ on a :
E(Fn{T,<(})
- k k+1 k+1
=2 [E,‘<Fm{—<Ts—+—}m{L <C})
n n n
eN
k k+1 k
:Z[Ex(Fﬁ{—<TS + }'Mk-}-l) car Fr\{— <Tx< k+1}€f}?+1
n n n n n n
keN
k k+1
=Z[EX(Fm {— <T< —+—}M>= ELF'My,)
n n
keN

et donc a la limite : E(Fn {T < {})=E(F M) et de méme :
EFn{T<{})=E(F M.

Puis on a Hg = H¥ = ﬁG pour tout G de @ puisque le changement
de temps préserve les noyaux harmoniques, et on a donc par 8.5
EFN{T<{(})=E(Fn {T < {}) pour tout F de ¥y ce qui donne
avec ce qui précéde : E(F - M) = E(F - M%) pour tout T de & et tout F
de &r, puis pour tous T de @ et F de & d’aprés 5.6.

Enfin si on prend T = 7, de 5.5, puisque M, € #, et M; € #,, on obtient
que M, = M, P-p. s., et donc P, = P, pour tout ¢; ce qui signific que P
et P sont égaux, puis d’apreés (a) que A = A,

On a bien l'unicité dans le théoréme de Shih.
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