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Sur un processus de vie et de mort

de particules sur [0,1]

Philippe ROBERT

INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt,
BP 105, 78153 Le Chesnay, Cedex France

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 23, n° 2, 1987, p. 225 -235. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Nous étudions un processus de vie et de mort de parti-
cules sur [O,1 ]. Chaque unité de temps, une particule est créée au hasard
sur [0,1 ], avec probabilité p elle reste, sinon elle est détruite ainsi que
la première particule à sa droite. Nous étudions suivant les valeurs de p
le comportement asymptotique de ce processus.

Mots-clés : Systèmes de particules, mesures aléatoires.

ABSTRACT. - We consider a discrete time birth and death process of

particles on [0, 1 ]. Every unit of time, a particle is created at random on
[~,1 ]. With probability p, it stays on [O, 1 ], otherwise this particle and the
first particle on its right are annihilated. We study the asymptotic state
of this process.

INTRODUCTION

Nous considérons dans cet article le modèle suivant : initialement l’état
du modèle est une répartition de + sur [0, 1 ], toutes les unités de temps
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226 P. ROBERT

une particule est créée en A, uniformément sur [0, 1 ]. Avec probabilité p,
cette particule est un +, dans ce cas la répartition compte un nouveau +
en A. Sinon c’est un - et celui-ci détruit le premier + à droite de A, ces
deux particules disparaissent de la répartition (si aucun + n’est à droite de A,
le - disparaît). Ces modèles se rencontrent dans des problèmes de stockage
(cf. Karp pour une description détaillée).
Nous étudions le comportement asymptotique de la répartition dès +

sur [0, 1 ]. Si p >__ 1/2, les résultats sont conformes à l’intuition, les +

remplissent uniformément l’intervalle [O, 1 ] avec l’intensité 2p - 1, nous
montrons une loi des grands nombres pour ce processus. Si p  1/2,
~ 7~ 0, nous montrons l’existence et l’unicité d’un état stationnaire carac-
térisé de la façon suivante : presque sûrement le nombre de + dans un
intervalle [a, b ] avec a > 0 est fini, d’espérance a log (b/a) où a > 0 est
une constante. Le comportement en 0 est plus inattendu : presque sûre-
ment 0 est un point d’accumulation des +. Nous montrons qu’en renorma-
lisant la position de ces + qui s’accumulent par l’application x ~ log(l/x),
nous obtenons une mesure ponctuelle stationnaire sur 

Je remercie M. Hofri de m’avoir suggéré ce problème et J. Neveu pour
les discussions à ce sujet.

l. DESCRIPTION DU MODÈLE

Nous considérons et deux suites indépendantes de
variables aléatoires indépendantes équidistribuées. La variable Li est

uniformément distribuée sur [0,1] ] et Xi a pour loi + (avec bx
masse de Dirac en x). L’espace de probabilité considéré (Q, A, P) sera
l’espace naturel de la suite (Ln, Xn)n et 0 : Q -~ Q la translation définie

par = (Ln + i , Enfin E( . ) désignera l’espérance
relativement à la probabilité P.

A t = 0, le modèle se décrit comme une répartition de + sur [0, 1 ],
i. e. une mesure No de Radon sur [0, 1 ] portée par des points et à valeurs
entières. A t = 1 une particule de signe Xi est créée en Li. Si Xi = +,
la mesure No compte un nouveau point en Li, sinon la première particule
à droite de Li est détruite. Ce mouvement se décrit par l’équation
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227PROCESSUS DE VIE ET DE MORT DE PARTICULES

avec

sinon on conviendra = 0.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons au problème de l’existence et
l’unicité d’une mesure de probabilité Q sur l’ensemble des mesures

ponctuelles de Radon sur ]0, 1 ] muni de la topologie vague, telle que Q soit

invariante par l’équation (1), i. e. = pour

toute fonction borélienne positive définie sur Si p  q, nous construi-

sons une variable aléatoire No : S2 ~ telle que = 

la loi de No sera ainsi une solution de notre problème.

2. EXISTENCE D’UN ÉTAT STATIONNAIRE

Si M et N sont des mesures ponctuelles de Radon sur [0, 1 ], nous poserons

Le lemme suivant se montre facilement :

LEMME 2.1 (propriété de monotonie). - Si M et N sont deux mesures
ponctuelles finies sur [0, 1 ] telles que M « N alors M) « N).

Définissons la suite de mesures ponctuelles aléatoires sur [o,1 ] par

Il est facile de vérifier que Nn est la répartition obtenue à t = 0, quand
le processus débute à t = - n, avec la répartition vide.
Comme Ni » No = 0, en utilisant la monotonie de T, on en déduit

par récurrence que la suite est croissante pour la relation «. Défi-
nissons N = Iim i Nn par N [a, b ] = lim i Nn [a, b ] pour a, b E [o, 1 ] et

n n

tD = Sup { [s, 1 ] 5~ 0 ~ en convenant sup { ~ô ~ - 0 est le dernier

point de 
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228 P. ROBERT

La suite (Nn)n étant croissante, la suite tD (resp. NJ) est croissante
(resp. décroissante), soit tD = lim i tD et N) = lim 1 Nn).

n n

D’après la définition de Nn

PROPOSITION 3 .1. - La mesure aléatoire N est P p. s. de Radon sur ]0, 1];
P p. s. lim i pour 0  a __ b _ 1.
n

D Soit a E jo, 1 ], d’après la relation (2)

Wn+ 1 [a~ 1 j~e(~)) = Nn 1 ~(~) + 1{xl = +,L1 >a} - 1{X1= -,tl(L1 
on en déduit que l’ensemble Aa = { 03C9/lim ~ Nn [a, 1 ] = + ~} est invariant

n

par e. La loi de 0 - 1 (les (Ln, Xn)n sont i. i. d.) nous donne P(AJ = 0 ou 1.
Posons ao = = 1 ~, alors N [a, 1] = lim Nn [a, 1]  + ce

n

P. p. s. pour a > ao et N [a, 1] = + ce P. p. s. si a  ao. Ainsi ao est P. p. s.

un point d’accumulation de N si ao > 0.

Supposons ao > 0, d’après (2)

En intégrant, l’invariance de 0 pour P et la croissance de (Nn) nous donne

pour 8 > 0,

Comme cro est P. p. s. un point d’accumulation, si x  a0, lim ~ t1(x, Nn)  a0
n

P. p. s., on obtient donc
_ , / . ,

faisant 8 -~ 0, on en déduit ao = 0 et donc que N est P. p. s. une mesure
de Radon sur ]0, 1 ].

Remarque. N = lim T N,~ est une mesure de Radon sur ]o, 1 ], Nn étant
n

à valeurs entières, la suite t’h est constante à partir d’un certain rang. En
passant à la limite dans (2) on obtient
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229PROCESSUS DE VIE ET DE MORT DE PARTICULES

La loi de N est donc invariante par l’équation (1), la proposition sui-
vante nous assure l’unicité :

PROPOSITION 3.2 (unicité de l’état stationnaire).
a) Si = Sup ~ s  x/N [s, x ] ~ 0 ~ alors = p . x.

q

b) La loi de N est l’unique mesure de probabilité Q sur l’ensemble ~l
des mesures ponctuelles aléatoires à valeurs dans N ~ { + ~} de Radon
sur ]o,1 ], telle que

_ a) Pour 0  x  1, on obtient en utilisant (3)

sauf éventuellement sur l’événement négligeable { Li = x }.
En intégrant

la suite étant indépendante de L 1 ) il en va de même pour 
et (~, , L, ),

l’inégalité nous donne E(tD(x)) = p/q. x.
b) Soit Q une mesure de probabilité sur ~/’ vérifiant (4). Si Qi et Q~

sont deux probabilités sur M, nous notons classiquement Qi  Q2, si

pour toute fonction continue f sur croissante pour «, f d Q2 .
Par hypothèse n » 0, Q(dn) presque sûrement donc Q > PNo, le lemme 2 .1
et (4) nous donnent par récurrence, Q > PNk pour k >_ 0 (PNk est la loi de Nk).
On en déduit Q > PN, un résultat classique (cf. Strassen, théorème 11),
nous assure alors l’existence d’un espace de probabilité sur lequel sont
définies deux mesures aléatoires N 1  N 2 de lois respectives Q, PN, telles
que Ni « N2 presque sûrement. La démonstration de a) n’utilisant que (4), on

a E(tD(X, N2)), pour x > o; Comme Nl )  tD(x, N2)
q

il vient N 1) = N2) pour x ~ ]o, 1 Q, presque sûrement, soit
Ni 1 = N 2 p. s. D

Comportement de N en 0.

Malgré P(X 1 = + )  P(Xi = - ) une infinité de particules s’accumulent
en 0 : 

’
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230 P. ROBERT

PROPOSITION 3. 3. - 0 est un point d’accumulation de N, P. p. s.

D En reprenant les notations de la démonstration de la proposition 3.1,
on a l’alternative P(Ao) = 0 ou 1.

Supposons P(Ao) = 0, alors P. p. s. N [0, 1 ]  ~ ce, si P(N [o,1 ] = 0) = 0
alors P. p. s. N [o, 1 ] >_ 1, d’après (3),

P. p. s. tD > 0 puisque N [0, 1 ] >_ 1 P. p. s., alors P. p. s. N [0, 1 ] >_ 2 en
effet, sinon sur l’ensemble non négligeable ( N [0, 1 ] = 1, Ll  tD, Xl - - ~
((Xi, Li) et N sont indépendants), N [0, 1 ](0(co)) = 0. En utilisant à nouveau
ce procédé on obtient P. p. s. N [0, 1 ] >__ k pour tout k, N [0, 1 == + o0
P. p. s. ce qui est contradictoire, donc P(N [0, 1 ] = 0) > 0.

D’après la construction de Nn, Nn est la mesure obtenue à t = 0, quand
les particules commencent à arriver à t = - n. Sur l’événement non négli-
geable Qo = { N[0,1] ] = 0 ~, Nn [0, 1 ] = 0 pour tout n >_ 1 (Nn « N). En
particulier, la particule arrivant au site inf Li o 0~ est toujours de signe
- pour tout n >_ 1 (sinon elle serait encore présente à t = 0), ce qui est
contradictoire avec l’indépendance de Xi et Li, donc P(Ao) - ~ 1, 0 est
un point d’accumulation de N P. p. s. D

Remarque. Les propositions précédentes se généralisent facilement au
cas où la mesure de Lebesgue sur [O, 1 ] (la loi de Li) est remplacée par une
mesure de probabilité p telle que Jl( { 0 } ) = 0 et Inf { [0, y ] > 0 } = 0.

Si (tn)nEN * est la suite des points de N numérotés dans l’ordre décroissant,

N = 03A303B4tn, l’image de N par l’application x ~ log ( 1 /x) est une mesure

ponctuelle stationnaire sur [R + :

PROPOSITION 3.4. 

a) Si x E ]0, 1 ], même loi que (N [y, 1 

b) N = ~ est une mesure ponctuelle stationnaire sur R + , i. e.

n> 1

toute translation ixN de N pour x ? 0 a même loi que N.

D a) Considérons le même modèle mais avec la suite (xLn, 
notons N la mesure ponctuelle sur ]0, x ] associée à cette suite, il est clair

que x ] = N [y, 1 ]. Considérons la sous-suite de (Ln, Xn) constituée
des (Ln, Xn) tels que Ln  x, cette sous-suite a même loi que (xLn, XJ,
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et la mesure ponctuelle obtenue avec celle-ci n’est autre que N restreint
à [o, x ]. D’après le résultat d’unicité de la proposition 3 . 2, on en déduit

que N restreint à [o, x ] L~i N et donc a).
b) est une conséquence immédiate de a), en effet d’après a) 

a même loi que N pour x E [0, 1 ]. N est une mesure ponctuelle stationnaire
sur R + . D

Nous n’avons pas su calculer l’intensité a de N, néanmoins la proposi-
tion suivante nous donne une minoration de a :

PROPOSITION 3. 5. - Si f est une fonction borélienne positive sur [0, 1 ],

E(N(, f ’)) = où a est une constante telle que 
p 

 a.

o 1- 2p
D D’après ce qui précède, N est une mesure ponctuelle stationnaire

’ 

~+00
sur en particulier si g est borélienne positive E(N(g)) = a 0 g(x)dx,

où a est l’intensité de N (cf. Neveu). On en déduit par définition de N la
relation voulue.

Considérons le même mouvement sur le tore T (que nous identifierons
à [o,1 ]) : les + et - arrivent uniformément sur T, un - détruit le premier +
à sa droite (sur le tore), s’il y a au moins un + sur T, de la même façon
que précédemment il existe un unique processus ponctuel NT stationnaire
sur T tel que 

’

en particulier

En identifiant la loi des deux membres de l’expression précédente, on
en déduit que NT [o, 1 ] suit une loi géométrique de paramètre p/q, et donc

que NT est d’intensité E(NT [o, 1 ]) = 2014~2014.
1- 2p

Par récurrence, il est clair que N~ « Nn pour tout n E N ainsi NT « N,
en particulier NT [x, 1 ] _ N [x, 1 ], en intégrant E(NT [x, 1 ])  a log ( 1 /x),

soit a >_ 1 x p . Faisant x ~ 1 on obtient a soit x > 2014201420142014 201420142014. Faisant x ~ 1 on obtient x >; 201420142014.

-log(l/x) 1- 2p 
- 

1- 2p
Nous terminons par deux estimations, l’une concerne le taux de conver-

Vol. 23, n° 2-1967.



232 P. ROBERT

gence de Nn [0, 1 ] vers + oo, l’autre le calcul de l’espérance de la durée de
vie d’une particule.

PROPOSITION 3. 6. - ( Un taux de convergence de E(Nn [0, 1 ]) vers + ao )

D Si k  n et Xk = +, ce + figurera à t = n si tous les - qui arrivent

après t = k sont > Lk, ainsi

où Hn est la série harmonique, un résultat classique sur celle-ci.nous donne
la relation voulue. D

PROPOSITION 3 . 7. - Si 2x = inf { k > Xk = - },

pour x E ]o, 1 ], ix est le temps de vie d’un + arrivé à t = 0 en x, -

px

D Soit cv) le nombre de + présents â t = - n et t = 0 dans
l’intervalle [x, 1 ], il est clair que cc~) ,[ 0 P. p. s. D’après (3)

~t -~ + w

faisant n - + oo, on obtient P. p. s.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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en intégrant,

~ ~ 
a 

, , ,Ainsi -, Lebesgue presque partout, de la propriété d’homogé-
px 

(X
néité de la proposition 3 . 4, on déduit pour tout x E ]0, 1 ]. D

px

4. CAS p _>_ 1 /2

Dans ce qui suit nous supposerons Q = ( [0,1 ] x [o, 1 ])~ et P est la
mesure de Lebesgue produit. Pour vn)n E Q, nous poserons = h ,
vi(m) = v1 et 0(ce) = (ln+1, vn+1)n .

De cette façon pour p E [o, 1 ], est une suite de variables aléa-

toires de Bernoulli de paramètre p.
Définissons la suite de mesures ponctuelles aléatoires par

Il est clair que pour p E [o, 1 ] fixé, (N~) a même loi que (N~) construit en 2.
L’avantage de considérer les définis sur le même espace de pro-
babilité réside dans le lemme suivant :

LEMME 4.1. - Si 0 __ p _ p’  1, N~ « N~’ .
D Si Tp est l’opérateur sur les mesures ponctuelles défini par

le lemma 4.1 découle de la relation Tp(N) « Tp,(N). C[
La proposition suivante est intuitive : pour p > 1/2 les + remplissent

tous les intervalles de [0, 1 ] :

PROPOSITION 4 . 2. Si p _>_ 1/2, 0 ç a  b __ 1 alors lim T Nn[a, b ] _ + ce
P. p. s. 

n

D Si p’  1/2, d’après le lemme 4 . 1 , Nnr [a, b ]  Nn [a, b ], ainsi
Np~ [a, b ] _ lim T Nn [a, b ]. Il suffit de montrer lim NP’ [a, b ] _ + ce .

n p’Tl/2

Vol. 23, n° 2-1987. 
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Notons = NP’), comme p - NP est croissante, il en va de

même pour p ~ tD(x). D’après la proposition 3 . 2, E ( tD (x) - x

faisant p’ i 1/2 on obtient = x. Comme  x, on en déduit

que P. p. s. pour x E ]o, 1 ] n Q, = x, soit lim NP’ [a, b ] _ + o0
P. p. s. ~ 

~ p’~ ~/2

’ 

’Nous terminons ce paragraphe par une loi des grands nombres : les +
remplissent uniformément l’intervalle [o,1 ] avec l’intensité p - q :

PROPOSITION 4. 3. - (Loi des grands nombres) .
Si f : [o, 1 ] ~ Il~ est continue à droite bornée

en particulier 1 N£ [a, b ] L1 n~+~ ( p - q)(b - a) . (avec L i = L i (Q, A, P)).
n

J En itérant l’équation (2) on obtient

La loi classique des grands nombres nous donne

Il suffit de montrer que

converge dans Li vers 0.
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en intégrant, par indépendance de Li et N~,

d’après la proposition précédente ~-T~ X P. p. S., le théorème

de convergence dominée et la continuité à droite de f nous permettent de
conclure. D 

’
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