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REsuMmE. — Un produit de poids aléatoires normalisés indépendants sur
un espace métrique T définit un opérateur aléatoire Q opérant sur les
mesures ceM™ (T). L'opérateur o - EQo est une projection dans
M* (T), dont on étudie, dans des cas particuliers, le noyau et I'image.

Mots clés : Martingales positives, mesures de Radon, mesures et dimensions de Hausdorff.

ABsTRACT. — Given a compact metric space T a product of random
independent normalized weights on T defines a random operator Q acting
on measures 6 e M (T). The operator 6 - EQo is a projection in M™* (T).
Its kernel and image are considered in particular cases.

Soit (T, d) un espace métrique compact, (2, ./, P) un espace de probabi-
lité, et P,(t, ®) une suite de poids indépendants normalisés (teT, weQ,
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n=1, 2, ...). Cela signifie que : 1° pour presque tout o, les P,(., ) sont
des fonctions boréliennes =0; 2° pour tout ¢ les P, (¢, .) sont des variables
aléatoires =0, telles que EP,(t, .)=1; 3° les tribus engendrées par les
{P,(t, .)} sont indépendantes. On pose

Q¢ =[] Pu(t, ). 1)

Pour toute mesure de Radon & positive sur T [nous noterons ce M™* (T)]
on considére la mesure aléatoire S,=Q,c. Ainsi, pour tout borélien B
dans T, on a

S, (B) =f Q. (t, w)do (¥). ()

Pour tout B, (S, (B)),-, ... est une martingale positive; elle converge donc
p.s. vers une limite S (B).
On peut interpréter S comme une mesure aléatoire. En effet, on a le

résultat suivant (théoréme 1 de [3]).

ProPOSITION A.—Les mesures aléatoires S, convergent faiblement p.s.
vers une mesure S. Pour toute collection dénombrable de boréliens B, on a

lim S,(B)=S(B)p.s. 3)

n— o

Dans les cas les plus intéressants, S sera presque sirement singuliére
par rapport a o. Il est donc faux que p.s. pour tout B la suite S,(B)
converge vers S(B). Soit Q I'opérateur

Qo=S. (4)

On dit que Q est dégénéré sur o, ou tue o, si Qo=0, et que Q agit
pleinement sur o si EQo=o, c'est-a-dire, pour tout borélien B,
ES (B) =0 (B), c’est-a-dire encore

ES(T)=0o(T). (5)

(5) signifie que la martingale S,(T) converge vers S(T) dans L*(Q). 1l est
évident que les mesures tuées par Q sont singuliéres par rapport aux
mesures sur lesquelles Q agit pleinement. On dira que les mesures tuées
par Q sont Q-singuliéres et les mesures sur lesquelles Q agit pleinement
sont Q-réguliéres. Avec cette terminologie, le théoréme 4 de [3] s’énonce
ainsi.
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ProprosITION B.—Toute ce M ™ (T) est somme d’une mesure o’ Q-régu-
liére et d’'une mesure ¢’ Q-singuliére. On a
o’'=EQo (6)

[Cest-a-dire o’ (B) = ES (B) pour tout B], et I'opérateur EQ est une projection.

Ainsi EQ est un opérateur « Q-régularisant ». Nous allons voir ce que
cela signifie dans un cas particulier simple (théoréme 1 et corollaire).

On peut décomposer Q en un produit d’opérateurs indépendants. Pour
ce faire, considérons par exemple les poids P,,_, d’une part, et les poids
P,, d’autre part. Il leur correspond respectivement un opérateur Q et
un opérateur Q”, mutuellement indépendants. Il est alors commode de
représenter 2 comme un espace produit

Q=0'xQ", (7)

Iopérateur Q" étant défini sur Q' et 'opérateur Q" sur . La formule
Q=QQ"=Q"Q (3)

signifie que, pour chaque ce M ™ (T), S=Q o peut s’obtenir en appliquant
d’abord Q” a o, ce qui donne une mesure aléatoire définie sur Q”, puis
en appliquant Q’; et aussi qu’on peut intervenir Q’ et Q.

Si d’ailleurs nous avons deux familles indépendantes de poids (P,) et
(P;), on peut définir par (8) le produit des opérateurs Q" et Q”’ correspon-
dants, et interpréter Q comme I'opérateur associé a des poids P, tels que
(par exemple) P,=P,,_, et P,/=P,, (n=1, 2, ...); ou encore, aux poids
P,P.

Voici comment on peut utiliser (8). Si Q tue o, il est presque siir que
Q tue Q" o, cest-a-dire que Q" & est p.s. Q'-singuliére. Si au contraire Q
agit pleinement sur o, il est presque sir que Q’ agit pleinement sur Q" o,
c’est-a-dire que Q"' o est p.s. Q’-réguliére.

Ce procédé de décomposition a été utilisé dans les problémes de recou-
vrement au hasard (pour le calcul de dimensions de Hausdorff des ensem-
bles non recouverts) [1], et aussi dans la théorie du chaos multiplicatif [2].
Nous allons I'appliquer (théoréme 2) 4 une situation déja bien explorée,
celle des multiplications aléatoires introduites par B. Mandelbrot [5], étu-
diée dans [4].
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11

On fixe un entier ¢=2, et on choisit pour T le compact

T={12,...,¢}" 9)
dont les éléments s’écrivent t=(ty, t;, ..., t,, ...). La distance est la
distance ultramétrique ordinaire

Vi<n, t.=s;
d(t, s)=c" < { J i ,} (10)
t, %5,

On désigne par B, une boule quelconque de rayon ¢~ (il y en a ¢"). Soit
p la mesure naturelle sur T — telle que la masse de chaque boule B, soit
c " —.

On donne une v.a. W=0 telle que EW=1, et on choisit le poids P,
constant sur chaque boule B,, tel que ses ¢" valeurs soient des v.a.

indépendantes de méme loi que W. Le résultat suivant est établi dans [4].

ProrosiTioN C.—Si E(W log W)=logec, Q tue p. Si E(Wlog W)
<log ¢, Q agit pleinement sur p.
Considérons maintenant un cas particulier :

{ P(W=c%)=c® } (11)
P(W=0)=1—c"®

a>0 donné. Le support de Q, s’obtient a partir de celui de Q,_,; en
remplagant chaque boule B,_, par les ¢" boules B, qu’elle contient, et en
supprimant les boules B, ou P,=0 (donc on supprime les boules avec
probabilite 1—c¢™% et indépendamment les unes des autres) : c’est un
modéle classique de processus de naissance et de mort. On sait qu’il y a
dégénérescence compléte (au sens Q,=0 pour n assez grand, p.s.) dés que
a2 1; c’est d’ailleurs une conséquence de la proposition C.

THEOREME 1.— Dans Phypothése (11) avec 0<a <1, Q tue toute mesure
G concentrée sur un borélien de mesure finie en dimension o, et Q agit
pleinement sur toute mesure o d’énergie finie par rapport au noyau
d(, )~

Preuve. — La premiére partie résulte d’une condition donnée en [3]
(théoréme 3) : pour que Qo =0, il suffit que le support K de o soit de
mesure finie en dimension o (au sens de Hausdorff), et que

Esup(Q,(¢))"=C(diam B)* ~"* (12)

teB

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MULTIPLICATIONS ALETOIRES ET DIMENSIONS DE HAUSDORFF 293

pour un C>0, un he]0, 1], tout BEK, et un n=n(B). La seconde partie
vient de ce que

E(S..(T))2=UEQ.. () Q,(s)do (1) do () (13)

et du fait que l'intégrale du second membre est dominée par l'intégrale
d’énergie

j (d(t, 5))"*do (t)do (s)=1,(0). (14)

Pour comprendre le sens du théoréme 1, il est utile de le comparer a la
proposition qui suit, dont une partie est classique et dont le reste est laissé
comme exercice au lecteur. Etant donné une fonction ¢ concave sur R™,
croissante, telle que @ (0) =0 (fonction déterminante), on va désigner par
A, la classe des mesures ce M ™ (T) telles que

o(B)=<Co(diam B) (15)

pour un C>0 et tout borélien B (ou, ce qui revient au méme, toute boule
B). On désigne par mes, la mesure de Hausdorff par rapport a la fonction
déterminante @, et par K un compact dans T.

ProposITION D. — Pour avoir mes, K >0, il faut et suffit que K porte une
mesure €A, non nulle (Frostman). Pour avoir 1,(c)<oo, il suffit que
ceA, avec

fl(p(t)t‘“‘ldmoo. (16)

0

Pour toute fonction déterminante (t)=o (t*)(t = 0), il existe un compact
K tel que mes, K = oo et Cap, K <o [ceci signifiant que K porte une mesure
non nulle o telle que 1,(c) < ].

Ainsi, dans la premiére phrase du théoréme 1, la condition mes, B< oo
(borélien de mesure finie en dimension o) ne peut pas étre remplacée par
mes, B < 0.

Dans la suite, lorsque Q est donné par (11), nous écrirons Q=Q, et
nous désignerons par R, I’ensemble des mesures Q,-réguliéres (c’est-a-dire
l'image de I'opérateur EQ,) et par S, 'ensemble des mesures Q,-singuliéres
(Cest-a-dire le noyau de EQ,).



294 J.-P. KAHANE

En vue de préciser la structure de S, nous utiliserons la notation suivante

C¢A,

}. 17
(0’Sceto’#0) = o'¢A,

G¢A¢ < {

La seconde partie du théoréme 1, jointe a la proposition B, montre que,
pour toute fonction déterminante ¢ vérifiant (16),

ceS, = og¢A, (18)

ProrosiTioN E.—Si o#Aw, o est concentrée sur un borélien de @-mesure
nulle.

Preuve. — Soit c¢ A, et £>0. Comme c ¢A,, il existe une boule B, de
diamétre maximal telle que

€0 (By) > @ (diam B,).

Posons T, =T\ B,. Si 6(T,;)=0 nous nous arrétons. Si o(T,)>0 nous
posons

o,=0|r,(=1z,0).

Comme o, ¢ A, il existe une boule B, de diamétre maximal, telle que, en
posant B{ =B, N T,, on ait
€0, (B}) > ¢(diam B,).

On pose T,=T\(B,+B;)=T,\B}, et ainsi de suite. Tant qu'on ne
s’arréte pas on a

Y @(diam B,) Sec (T). (19)

Si on s’arréte au rang N, o est concentrée sur Bo+Bj+ ... +By. Si on

o0

ne s’arréte pas, montrons que o est concentrée sur ) B, (on pose
0 0

0=Bo). En effet, si ce n’était pas le cas, on poserait T, =T\) B, et
0

o-w=c|Tm, et il existerait une boule B telle que eo, (B,)>¢(diam B ).
Or (19) entraine que diam B, tend vers 0, et 'existence de B, est contradic-
toire avec celle de B, lorsque diam B,<diam B_. Ainsi, o est concentrée
sur un ensemble E_ réunion de boules B, telles qu’on ait (19). L’intersection

des E,(m=1, 2, ...) est un borélien de @-mesure nulle sur lequel c est
concentrée.
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Compte tenu des propositions D et E, on peut préciser ainsi la structure
de S,.

COROLLAIRE DU THEOREME 1. — Toute mesure concentrée sur un borélien
de o-mesure finie appartient a S,, et toute mesure appartenant a S, est
concentrée sur un borélien de @-mesure finie, @ désignant une fonction
déterminante donnée vérifiant (16).

Ainsi, 'opérateur EQ, a la signification suivante : il retire de o tout ce
qui est concentré sur des boréliens de dimension <a, et aussi une partie
de ce qui est concentré sur des boréliens de dimension a.

Remarque. — S, est fonction croissante de a, et R, fonction décroissante.
C’est conséquence de ce qui précéde, et aussi de la formule

Q.- Q=Q,+5 (20)
relative a un produit d’opérateurs Q, et Q, indépendants. Si en effet on
choisit Q,=Q’ et Qs=Q" dans la formule (8), le poids P, P, est associ¢
au produit W W”’ et, en se référant a (11) on a

{ P(W W' =c**"F)=P(W =) P(W’'=cP)=c~ ¢*P
P(W’W”=0)=1—c““+'”} (21)

donc Q=Q Q" s’écrit Q, ;.
En écrivant

o= f ' 4EQ.(0) 22)

on a une sorte de décomposition continue de ¢ en €léments mutuellement
singuliers.

I

Désignons par W, le poids défini par (11), auquel correspond I’opérateur
Q, et revenons au cas général considéré au début de II. Considérons Q

et Q, indépendants. Le produit QQ, est alors associé au poids WW,, et
I'ona
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E(WW, log(WW,)=E(W logW)+E (W, log W)

=E(W log W) +a log c. (23)
En vertu de la proposition C, il est presque sir que Q,Q tue p si
E(WW, log (WW,)) =log c, et presque sir que Q,Q agit pleinement sur

usi E(WW,_ log(WW))) <log c. Enongons le résultat.
TuEOREME 2. — Supposons E(W log W) <log ¢, et posons

D=1—E<Wlogw>.
log ¢

Il est presque siir que la mesure aléatoire Qu appartient a S, pour =D,
et a R, pour a<D.

COROLLAIRE. — Presque stirement Qu est concentrée sur un borélien de
@-mesure nulle, lorsque @ est une fonction déterminante donnée vérifiant
(16) — a fortiori, Qu est concentrée sur un borélien de dimension D — et
la Qu-mesure de tout borélien de dimension <D est nulle.

Ce corollaire supprime une condition parasite dans le corollaire du
théoréme 4 de [4].
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