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Théorèmes limites pour une classe

de chaînes de Markov et applications
aux difféomorphismes d’Anosov
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I.R.M.A.R., U.E.R. de Mathématiques,
35042 Rennes Cedex

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 24, n° 1, 1988, p. 73-98. Probabilités et Statistiques

’ RÉSUMÉ. - On montre que les théorèmes limites classiques du calcul
des probabilités restent valables dans le cadre de l’indépendance généralisée
qui est présente dans les difféomorphismes d’Anosov.
Mots clés : Chaîne de Markov, difféomorphisme d’Anosov, théorème limite local.

ABSTRACT. - We show that the classical limit theorems of probability
theory remain valid in the setting of Anosov diffeomorphisms.
Key words : Markov chains, Anosov diffeomorphisms, local limit theorem.

On montre ici que les théorèmes limites classiques du calcul des probabi-
lités restent valables dans le cadre d’une indépendance généralisée telle

que celle qui apparaît dans les difféomorphismes hyperboliques d’Anosov
ou plus généralement les systèmes de Smale [15]. On établit ainsi le
théorème central limite avec reste, le théorème limite local, le théorème de
renouvellement. La méthode utilisée consiste à se ramener, à l’aide d’une

Classification A. M. S. : 60 F 99.
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74 Y. GUIVARC’H ET J. HARDY

partition markovienne au cas des sous-shifts, puis d’établir des théorèmes
limites pour des chaînes de Markov convenables sur un espace produit et
enfin d’en déduire les résultats correspondants pour les sous-shifts. Ces
théorèmes limites pour des chaînes de Markov ont été énoncés en [6] et
appliqués aux produits de matrices aléatoires. Ils reposent sur un théorème
spectral dont l’idée est due à Doeblin et Fortet [4].
Ce théorème a été utilisé de manière analogue en [10] et [14] et on donne

ici un exposé général de ces techniques ; ce faisant, pour des raisons de
clarté on a été amené à justifier divers résultats classiques relatifs en

particulier aux sous-shifts.
Comme application du théorème de renouvellement on justifie la pro-

priété de mélange pour une classe générale de flots spéciaux. De plus les
estimations du théorème limite local permettant par exemple d’étudier
l’ergodicité de transformations fibrées (par IRd ou Zd) au-dessus d’un
difféomorphisme d’Anosov (à paraître). Ces estimations ont également des
applications en théorie ergodique où elles permettent de construire une
classe générale de flots différentiables possédant la propriété K mais non
celle de Bernoulli. 

A. UNE CLASSE DE CHAINES DE MARKOV

I. Définitions

On considère un espace métrique compact X, un noyau markovien sur
X noté P(x, dy), une fonction lipchitzienne sur X x X notée f (x, y). Sous
certaines hypothèses relatives essentiellement au noyau P on établit des
théorèmes limites précis relatifs aux sommes ergodiques le long d’une
trajectoire (xk) de la chaîne :

Le noyau P et la fonction f seront fixés dans la suite.
On notera C (X) ou L (X) respectivement les espaces de fonctions conti-

nues ou lipchitziennes. On normera L (X) par :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



75DIFFÉOMORPHISMES D’ANOSOV

où

DÉFINITION 0. - On dira qu’un opérateur linéaire borné Q de C (X)
dans lui-même vérifie la condition (F) si :

(a) les puissances Q" de Q sont bornées ;
(b) il existe des constantes positives p  1, tEN*, C > 0 telles que :

Ces conditions permettent d’établir [11] le théorème suivant :

THÉORÈME (Ionescu-Tulcea, Marinescu). - Supposons que l’opérateur
linéaire Q satisfasse la condition F de la définition précédente et considérons
son spectre sur L (X). Les valeurs spectrales de module 1 sont isolées, en
nombre fini. Les sous-espaces caractéristiques correspondants sont égaux
aux sous-espaces propres et de dimension finie.

DÉFINITION 1. - On dira que le noyau markovien P (x, dy) sur X est
irréductible si la condition

P cp = e‘ 
e 
cp [9 E cp E L (X)] implique e‘ e = 1 , cp = Cte.

En particulier si P vérifie la condition F et est irréductible, la valeur

propre 1 est simple et il existe une unique probabilité P-invariante v telle
que :

On désignera par S le support de v; c’est le plus petit fermé de X qui
soit P-invariant. Ces propriétés découlent, comme dans le cas d’un espace
X fini, des propriétés spectrales résultant de la condition F et seront

supposées valables dans cette partie A.
La donnée de f (x, y) permet de définir une nouvelle chaîne sur X x (~ de

noyau P : le point (x, t) est transformé en [y, t + f (x, y)] avec probabilité
P(x, dy). Les trajectoires de cette chaîne partant de (x, 0) s’écrivent (xn, Sn)

n-l

avec Sn= L f (xk, Xo=X. On est amené dans l’étude de Sn à
o

remplacer la section triviale x - (x, 0) par d’autres sections x - [x, (p (x)]
et ceci introduit les relations d’équivalence suivantes où le noyau P n’appa-
raît que de manière « topologique ».

Vol. 24, n° 1-1988.



76 Y. GUIVARC’H ET J. HARDY

DÉFINITION 2. - On dira que f E L (X x X) est a-équivalente [resp. m-
équivalente] à f’ s’il existe cp E L (X) et telle que

DÉFINITION 3. - On dira que f E L (X x X) est dégénérée [resp. nonapé-
riodique] si f est a-équivalente [m-équivalente] à une constante.

Si f est m-équivalente à 1 on dira que f est arithmétique.
Introduisons les opérateurs Px transformés de Laplace de (P, f ) par :

Ces opérateurs s’introduisent à partir de l’action du noyau P sur les
fonctions de la forme (cp . e~) (x, t) = c~ (x) e’~ r. On a, en effet :

L’action de P sur les fonctions de la forme cp . p où p est un polynôme
introduit en particulier les deux opérateurs M et £ sur C (X), opérateurs
qui jouent le rôle de moyenne et d’inertie :

Observons que si f ’ (x, y) - f (x, y)=u(y)-u(x) on a

M’ 1- M 1= P u - u et si u est choisie de façon que u-Pu=Ml-v(Ml)
on obtient

Un tel choix est ici possible et unique à cause de la condition F et de
l’irréductibilité. On appellera la moyenne de f la quantité :

où v est l’unique mesure invariante de la chaîne de noyau P.
De même, on appellera variance de f la quantité a2 ( f ) = v (E’ 1 j - ~y2 ( f )

ce qui s’écrit encore :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



77DIFFÉOMORPHISMES D’ANOSOV

En particulier f sera non dégénérée si et seulement si 62 ( f ) > 0. Le
développement de P~ pour ~, petit est donné par le lemme immédiat
suivant.

LEMME 1. - La fonction X - P~ définie par la formule ( 1 ) est holomorphe
et pour ~, petit on a :

où M et E sont définis par (3) et (4).
Comme l’opérateur Px dépend de ~, de manière holomorphe et que pour

~, = 0 la valeur propre dominante est simple et isolée, on définit par
perturbation, au voisinage de 7~ = o, une valeur propre dominante k ( f, ~,),
également simple et isolée. Le remplacement de f par

remplace par La fonction k ( f, À) n’est donc pas
modifiée par a-équivalence.

Désignant par ex une fonction propre correspondante, on définit un
nouvel opérateur Q~ + i ~, pour  E : ~,, par :

Des vérifications simples montrent que, en utilisant ( f I =1 ainsi que
la petitesse de ] et la relation la condition F est encore
vérifiée par l’opérateur x, pour I ~, I _ E. La fonction k ( f, i 7~) possède
des propriétés analogues à celles d’une fonction caractéristique :

LEMME 2. - Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X, k ( f, ~,) la
valeur propre dominante de P~ définie ci-dessus. Alors pour I ~,’ 1 assez petit
la fonction k ( f, ~,) est holomorphe, positive sur l’axe réel. Avec les notations
des formules (5) et (6), on a en particulier k ( f, 0) =1, k’ ( f, 0) = Y ( f ),
k" ( 0)=~2 (f) "’~Y (f).
Preuve. - Le fait que k ( f, À) soit positif pour À réel découle du fait

que P~ est un opérateur positif pour Pour obtenir le développement
de k ( f, À) pour À petit on introduit le projecteur vx relatif à la valeur
propre simple k ( f, À) et l’on écrit À) Vl avec

Vol. 24, n° 1-1988.



78 Y. GUIVARC’H ET J. HARDY

On a ainsi les équations :

D’où a=v(M 1) = 03B3( f).
Pour obtenir b on peut supposer MI =cte=y(f) puisque k ( f, ~,) ne

change pas par a-équivalence. On a alors ~M1- a~1= 0 et
b = v (E 1 ) = y2 ( f ) + ~2 ( f ). Enfin les propriétés de f sont reliées à celles
de (~, E R) par le :

LEMME 3. - Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X. Avec les
notations des définitions 2 et 3 les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est dégénérée [resp. non apériodique] ;
(b) pour tout ~, imaginaire pur [resp. pour un ~, ~ 0 imaginaire pur] il

existe 8 E I~ et

Enfin f arithmétique équivaut à l’existence de ~, ~ 0 imaginaire pur avec
Px 

Preuve :

Si f est non apériodique on a ei’~ f ~"° y~ = e‘ e (~r~ (y))~(~r~ (x)), P (x, dy) p. p.,
VxeS et donc sur S : Px = e‘ e ~r~.
Comme Px vérifie la condition F sur S aussi bien que sur X, on en

déduit l’existence d’une forme linéaire vx sur L (S) telle que vx Px = e‘ e vx.
Cette forme linéaire opère aussi sur L (S) et donc est valeur propre de

Px opérant sur L (X) avec Px çx = e‘ e çx.
Si f est dégénérée on obtient la relation précédente, pour tout À.

b~a.

La condition donne en passant aux modules:

P ( I cp~ ~ ) >_ et donc, puisque v P = v : = sur S.
Donc =Cte sur S et l’on peut supposer =1 sur S. Écrivant

alors 
.

on obtient ei e = ~x~ y~ (çx (y))~(cp~ (x)) P(x, dy) p. p., V x E S, ce qui
prouve la deuxième partie de b ~ a. Pour obtenir la première partie on
note que l’hypothèse implique |k ( f, i À) == 1 pour À réel petit.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



79DIFFÉOMORPHISMES D’ANOSOV

Le développement de k donne alors au troisième ordre près :

On a donc ~2 = 0 et f est bien dégénérée.
Enfin la condition d’arithméticité de f découle des arguments précédents.
Dans la suite interviendra de manière essentielle la décomposition

spectrale de Px pour À petit et imaginaire pur : si l’on note vx le projecteur
correspondant à la valeur propre simple k ( f, À) on a

et rx est de rayon spectral borné par 1- E  1 pour À petit. Lorsque 7~ est

imaginaire pur non nécessairement petit, la condition F vaut encore pour
P~ et donc, en l’absence de valeurs propres de module 1, on peut affirmer
la décroissance exponentielle de I vers zéro. Les deux théorèmes

suivants font intervenir les propriétés de P~ pour À petit tandis que les
deux derniers utilisent les propriétés de P~ sur l’axe imaginaire.

II. Les théorèmes limites .

On conserve les notations précédentes et, pour alléger, on remplacera
k ( f, À) par k (X), Y ( f ) et a2 ( f ) par y et a [cf. définitions 5 et 6]. On
notera Tx la probabilité canonique sur l’espace des trajectoires de la chaîne
de noyau P, issues de x et Ex désignera l’espérance correspondante.

Établissons d’abord deux lemmes simples et essentiels dans la suite.

LEMME 4. - Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X, S" la

somme ergodique correspondante définie par (1). Alors la transformée de
Fourier de la loi de Sn sous la probabilité canonique Tx vaut (x)

Preuve. - Écrivons pour cp E L (X) :

LEMME 5. - Avec les notations du lemme 4 supposons de plus f non

dégénérée et de moyenne nulle : Y ( f ) = 0. Pour cp E L (X), la suite

P~~ ~~~ cp (x) converge vers 
~~,2~2~ v (cp) où v est l’unique probabilité inva-

riante sous P. Il existe deux constantes positives A et B telles que pour
X/ n assez petit la suite ~ ~ soit bornée par A e - B’~2.

Vol. 24, n° 1-1988.



80 Y. GUIVARC’H ET J. HARDY

Preuve. - On écrit pour À assez petit le développement de (p (x) :

Or pour E et A assez petits, C assez grand, et
lim = v,
x - o

Ceci donne bien la première partie de l’énoncé.
Il est clair que on a k (i ~,) ~ ç e - a2 ~~,2~4~ et on en déduit

Comme ~Pn(i,03BB)/n 03C6~~ ~03C6 Il [ (i 03BB)/n 1 + Il r" (i 03BB/n)~ ] et que pour

l’énoncé est bien vérifiée avec A = C + 1 , B = Sup (cs2/4, E/E’ 2).

THÉORÈME 1 . - Soit f (x, y) une fonction lipchitzienne sur X x X, Sn (w)
les sommes ergodiques correspondantes définies par (1). On suppose f non

dégénérée et de moyenne nulle. Alors la loi sous TX de ~ converge

vers la loi normale standard.

Preuve. - En vertu des deux lemmes précédents on a la convergence
des transformées de Fourier des lois de n vers e-’~2~2, ce qui établit
le théorème.

THÉORÈME 2. - Avec les notations du théorème 1 on a le théorème

central limite avec reste suivant :

où C est une constante et N la loi normale standard.

Preuve. - Pour alléger les notations on fera a = 1 et on aura besoin du
lemme élémentaire suivant [17].

LEMME. - Soit h (~,) une fonction 3 fois dérivable pour ~, petit avec

Alors il existe une constante A telle que

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



81DIFFÉOMORPHISMES D’ANOSOV

Notons p~ la loi sous Px de et écrivons, pour petit :

Observons que 

pour s assez petit et C assez grand.
On a donc :

Soit Px (~) - e - ~’2~2 ~ ~ C f( 1- E)" + e -’~2~4 (( Î ~ I 2/ n ) + ~,3 / n )J en vertu du
lemme. L’inégalité de Berry-Essen s’écrit ici

Les inégalités précédentes étant supposées valables pour I ~,/. Jn ~ __ s’, pre-
nant T = E’ ~, le second terme de l’inégalité de Berry-Essen est majoré
par 1 2/x E’ ~. L’intégrale est majorée par :

Ceci donne la majoration voulue.
Les deux théorèmes qui suivent sont des théorèmes de convergence

vague vers le produit v x 1 de v et de la mesure de Lebesque. Il est

commode de remplacer les fonctions continues à support compact par les
fonctions intégrables de transformée de Fourier à support compact; cet
ensemble de fonctions sera noté 5i et la convergence sur ~’ suffit à assurer
la convergence vague d’après [3]. On note l (I) la mesure de Lebesque de
l’intervalle I.

THÉORÈME 3 (théorème limite local). - Soit f une fonction lipchitzienne
sur X x X de moyenne nulle et apériodique [cf. définition 3]. Alors pour
cp E L (X) et 1 intervalle quelconque on a

où v est l’unique probabilité invariante de la chaîne de noyau P.

Preuve. - On considère la suite de mesures de Radon sur X x R
notée ~x

Vol. 24, n° 1-1988.



82 Y. GUIVARC’H ET J. HARDY

et il faut montrer la convergence vague de cette suite vers v x 1.
Il suffit donc [3] de voir que pour Or,

n

d’après la formule d’inversion de Fourier :

Comme f est apériodique le lemme 3 dit que le rayon spectral de pour

( ~, ~ > s est strictement inférieur à 1 : le premier terme du second membre
tend vers zéro.

D’après le lemme 5, cp (2 ) 2 ~ _ £ ~n, £ ~n~ converge, pour E assez petit,
de manière dominée vers e - a ~’~ ~2~. On en déduit la convergence du

deuxième terme vers .

THÉORÈME 4 (renouvellement). - Soit f une fonction lipchitzienne sur
X x X de moyenne positive et non arithmétique [cf. définition 3]. Avec les
notations précédentes, supposons f non arithmétique, y ( f ) > 0 et notons px
la mesure sur X x 1~ dé~nie par :

Alors px est une mesure de Radon et on a

Preuve. - Définissons pour r entre 0 et 1 les mesures de Radon

Pour justifier la finitude de px = lim p~, considérons une exponentielle
r - i

ex (t) = e’~ t (~,  0) et observons que l’on a k ( ~,)  1 pour ?~ petit négatif en

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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raison de la relation k (~,) = 1 + y~, + o (~,) où y est positif. Prenant u = ex et
cp >__ 0 on a alors :

et donc, puisque lim I ( P~ ~I1~" = k (~,) :

Remplaçant e03BB par e03BB * ba, on a aussi :

et donc lim On en déduit puisque est majorée
a -~ - o~

par ~a :

En d’autres termes, si Px désigne la mesure symétrique de px, on a pour
toute fonction continue u à support compact :

et, posant on voit que l’affirmation restante de l’énoncé

revient à :

On aura besoin du lemme fondamental suivant, qui sera justifié plus
loin :

LEMME. - Avec les notations précédentes ( f non arithmétique) la mesure
sur (~ de densité définie à x fixé par Re [(I - r Pi ~) -1 cp (x)] converge, quand
r tend vers 1 , vers (~o v (ç) + Re [(I - P~ ~) -1 cp (x)] où le second terme
de cette expression est une fonction intégrable de ~, sur les compacts.
Comme dans la démonstration du théorème précédent il suffit [3] de

voir que pour tout u E si :

Supposons d’abord u >_ 0 et cp >_ 0 : alors on a

Vol. 24, n° 1-1988.
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Or:

Le passage de px à px revient à changer 03BB en - 03BB dans il ou Pi03BB et puisque
Pi À ~~) = a, ~~)~ on a

Puisque û est à support compact, le lemme fournit alors :

On peut maintenant s’affranchir de la restriction cp >_ o, Le remplace-
ment de u par fait apparaître comme la transformée de

Fourier d’une fonction intégrable.
D’après la propriété de Riemann-Lebesque on a donc

lim ce qui fournit

Afin de justifier le lemme, notons que si h s’écrit pour À petit sous la
forme où et C(À) est continue on a [3]
pour À petit à la convergence vague lorsque r tend vers un de

Re ( 1 /( 1-- rh (~,j) vers ~o + Re ( 1 /1- h (~,)j où le second terme est une
fonction intégrable de À.
En tenant compte de la décomposition valable pour À petit :

avec Il l-e 1 on obtient

En dehors d’un voisinage de 0, la fonction de À, ( i - r ~1 ~,j ’~ ~ c~ est

bornée indépendamment de r sur les compacts puisque 1 n’est pas dans le
spectre de P; x et il y a donc alors convergence vague vers la mesure définie

- Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Lorsque r tend vers un et À petit, les t onctions de À :

[I - rk (i ~,)] -1 (vi ~ cp - vcp) et convergent uniformément vers

des fonctions continues. Donc la limite vague de :

existe et vaut :

La propriété rappelée plus haut fournit alors l’énoncé du lemme.
Le résultat précédent pourrait aussi se déduire du théorème général de

renouvellement de [9]. Cependant il a paru utile d’en donner une autre

preuve, plus analytique et plus courte, dans un cadre plus limité mais qui
suffit à traiter beaucoup de situations.

B. APPLICATIONS

I. Noyaux lipchitziens

Pour des raisons de cohérence, on rappelle dans ce paragraphe et le

suivant, sous forme concise, la construction classique ([2], [16]) des mesures
de Gibbs sur A~ où A est un ensemble fini. Considérons d’abord un

espace métrique compact X et a étant un réel positif fixé, posons pour
(p ~ 0, (p E L (X) : A (cp) = Sup log (p (x) - log (p (y) 1 /(d (x, y)) avec la

convention - 00+00= 0. On désignera par Q(x, dy) un opérateur positif
de C(X) dans lui-même qui conserve L(X) et on l’appellera noyau
lipchitzien. On dira que Q est topologiquement transitif si pour tout ~ > 0,
ol existe n (E) tel que, pour tout x et toute boule de rayon E on ait

pn ~E) (x, B) > O.
On a alors la proposition :

PROPOSITION 1. - Soit Q un noyau lipchitzien sur X et supposons qu’il
existe p  1, C > 0 tels que :

Alors il existe h E L (X), h _> 0 et k > 0 avec Q h = kh. Si i Q est topologi-
quement transitif, il y a unicité de h à un coefficient près et on a h > 0,

Vol. 24, n° 1-1988.
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Preuve. - Fixons une probabilité II sur X de support égal à X ; il existe
donc tel que pour toute boule B de rayon a, on ait II ( B) _>_ ~3.
Considérons le cône convexe C~ des cp E L (X), vérifiant A (ç) _ log K
et notons que Q opère dans C~ si log K _ C/( 1- p) en vertu de l’inégalité
de l’hypothèse.

Puisque II est de support X, la condition II ( cp) =1 définit une base B
de ce cône; montrons la compacité de B en convergence uniforme. La
condition 0 ( cp) _ log K, donne sur toute boule Bx de centre x et de

rayon a :

et donc :

soit :

Les éléments de B satisfont donc aussi pour d (x, y)cx :

soit

D’après le théorème d’Ascoli on a donc la compacité de B en conver-
gence uniforme. Si l’on définit l’opérateur Q de B dans B par

Q cp = Q cp/II (Q cp), le théorème de Schauder-Tychonoff fournit h E B

avec Q h = h, c’est-à-dire Q h = kh et ceci justifie la première partie de
l’énoncé. Si Q est topologiquement transitif on a, pour toute cpeCK, 

pour un certain no. D’où ici, 
Pour montrer l’unicité de h on peut supposer Q markovien en le

remplaçant par l’opérateur relativisé P(x, dy) -- (1 /k) (Q (x, dy))(h(y)/h(x))
qui possède les mêmes propriétés que Q avec de plus P 1 = 1.

Si alors Q h’ = k’h’, h’ e C (X), h‘ >_ 0 et k’ _ 1 par exemple, on peut consi-
dérer l’ensemble où le minimum de h’ est atteint : c’est un fermé Q-
invariant et par transitivité topologique il est égal à X. Donc ce

qui fournit l’unicité de h’.
On considère maintenant un deuxième espace métrique compact Y avec

X ci Y et des applications contractantes g E G de X dans Y de rapports
majorés par p  1. On considère aussi des fonctions lipchitziennes
q9 (x) = q (x, g) avec Sup A (q9) _ C  + oo et le noyau lipchitzien Q défini

9
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par Q cp (x) = q (x, g) cp (gx) dg où dg est une mesure de probabilité fixée.
De façon que Q opère sur C (X), on suppose que q (x, g»O et x ~ X
impliquent gx EX. La proposition précédente admet alors le corollaire
suivant.

COROLLAIRE. - Avec les notations précédentes, supposons le noyau Q
topologiquement transitif Alors il existe h E L (X), (h > 0), II probabilité sur
X et k > 0 avec II Q = k H, Q h = kh. Il y a unicité de II et h à un coefficient
près. Pour cp E L (X), la suite converge uniformément à vitesse

exponentielle vers II (cp) h.

Preuve. - Vérifions l’inégalité (1) de la proposition : pour 
et on a

La transitivité topologique de Q implique donc l’existence et l’unicité
de h E L (X), h > 0 avec Q h = kh. Afin de justifier les autres assertions, on
peut comme précédemment supposer Q markovien en le remplaçant par
P(x, dy) =1/k Q (x, dy) (h (y))/h (x). Montrons que, alors Q vérifie essen-
tiellement la condition F introduite initialement en A. Pour d (x, 
on a :

où l’on a posé
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