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REsuME. — On considére une diffusion sur R solution de I'équation :
aX,=b(®, X)) +cdW,

ou 0 est un paramétre inconnu que 'on estime en observant seulement les
instants de passages a un niveau donné.

On étudie les propriétés de ces estimateurs dans I’asymptotique ou le
temps d’observation tend vers I'infini.

Mots clés : Processus de diffusion, temps local, inverse du temps local, mesure de Lévy,

processus a accroissements indépendants, vraisemblances et quasi-vraisemblances.

ABSTRACT. — We study a model of recurrent diffusion on R, solution
of:

dX,=b(®, X,)+0cdW,

where W is a standard brownian motion starting in zero.

We want to estimate the unknown parameter 6 when we observe the
zero crossing times of X up to the time t. We study the properties of the
estimators based on these observations when ¢ goes to infinity.

Classification A.M.S. : 60 J 60, 60 J 75, 60 J 30, 60 J 55, 62 H 05, 62 F 12.
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100 D. FLORENS-ZMIROU

INTRODUCTION

Nous étudions un modéle de diffusion stationnaire associé a une
équation différentielle stochastique :

dX,=b(®, X)) dt+oc dW, (1)

ou o est positif et © est un paramétre inconnu de R*. L’observation
compléte d’une trajectoire (bien que physiquement difficilement réalisable)
a conduit a des études statistiques de type classique ([11], [12]).

Nous étudions ici un exemple d’observation partielle de la trajectoire :
celle qui consiste a n’observer que les instants de passages 4 un niveau
donné de la diffusion (le niveau zéro ici). Dans certaines expériences de
physique appliquée, on est amené a n’observer d’un processus stationnaire
que ses passages par un état moyen. Dans le cas ou les trajectoires sont
réguliéres, les passages en zéro ont déja été utilisés [13] pour des problémes
d’estimation a partir de la méthode des moments. Mais pour un processus
a trajectoires irréguliéres, comme cela est pour une diffusion, I'ensemble
des zéros est trop riche pour étre mesuré par un systéme physique toujours
doté d’une certaine inertie.

Nous proposons une étude statistique fondée sur I'observation des
excursions hors de zéro, de taille supérieure a €, ou € traduit I'inertie du
systéme de mesure (cette alternative est bien adaptée aux modélisations
faisant intervenir des équations différentielles stochastiques classiques et
peut étre mise en ceuvre par des systémes opto-€lectroniques). Il s’agit
donc d’une méthode de discrétisation aléatoire.

Mathématiquement I’ensemble des zéros de la diffusion est lié¢ au temps
local L (pris ici comme objet statistique, c’est-a-dire comme densité de la
mesure d’occupation par rapport a une mesure de référence) et a son
inverse T.

Le modéle de statistique de diffusion observée en O est transformé en
un modéle de processus T 4 accroissements indépendants (P.A.L)."

Du fait de l'inertie du systéme de mesure, ’observation est réduite aux
sauts de T de taille supérieure a ¢, donc au P.A.L, 7°, égal 4 la somme de
tels sauts; on n’observe de 1° que Pamplitude des sauts (et non les instants
de sauts). On construit des « quasi-vraisemblances », explicitées ci-dessous,
et une suite d’estimateurs @f, £=0, du maximum de quasi-vraisemblance
(vraisemblance normalisée), asymptotiquement normaux et efficaces pour
I’observation considérée. Dans le cas ¢=0, I'efficacité relative a celle de
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STATISTIQUES DE DIFFUSIONS 101

I'observation de toute la trajectoire est de 61 9 pour la diffusion d’Ornst-
ein-Ulhenbeck, et, elle décroit lentement lorsque € croit.

Le plan de Particle est le suivant :

Dans la premiére partie, on introduit 'ensemble des notations liées aux
diffusions récurrentes positives, au temps local et a son inverse. La relation
qui lie les transformées de Laplace de la densité de transition p,(0, 0) de
X et de la mesure de Lévy n de t, nous permet de déduire des hypothéses
sur le modéle initial [c’est-a-dire sur la dérive b (x)] des propriétés de n.

Dans la deuxiéme partie, nous introduisons le modéle de P.A.L lié¢ a
I'observation des zéros, nous donnons la vraisemblance de T pour une
durée d’observation aléatoire ayant un sens concret. Seules les amplitudes
des sauts de 1 étant observables, pour £€>0 on est amené a utiliser une
quasi-vraisemblance, la vraisemblance n’étant pas fonction de ces seules
amplitudes. Il est remarquable que méme pour £>0 l'identifiabilit¢ du
modéle a partir de 'observation partielle demeure.

Dans la troisiéme partie les hypothéses concernant la régularité de la
fonction o — b (a, x) sont introduites. Elles permettront d’obtenir des lem-
mes analytiques, traités dans ’appendice. A 'aide de ces lemmes on étudie
les propriétés asymptotiques de L et t. On en déduit la propriété de
consistance de l’estimateur du maximum de vraisemblance en donnant
une extension d’un théoréme de [2]. La normalité asymptotique nécessite
d’étudier la dérivabilité de la fonction de vraisemblance. Nous avons choisi
la présentation la plus simple mais qui utilise une forte régularité de la
fonction oo — b (a, .) et la compacité de ©.

Nous montrons que le modéle est L.A.N. au sens de Le Cam. L’applica-
tion des techniques d’Ibraguimov-Has’minskii est possible en utilisant
I’existence d’une transformée de Laplace bilatére pour le temps local, que
’on déduit des lemmes analytiques de ’appendice. Des restrictions comme
® compact ou unidimensionnel ne sont donc pas importantes.

L’appendice est consacré aux lemmes analytiques.

L’étude des mesures de Levy n au voisinage de I'origine se fait en
utilisant la densité de transition de la diffusion sous forme de fonctionnelle
de pont brownien [3] et des techniques abéliennes et taubériennes. Au
voisinage de l'infini, I’étude passe par Iutilisation de la représentation de n
comme fonction de type totalement positif, issue des équations de Sturm-

L . b? PP
Liouville. Seul le cas de spectre discret (—2 +b’" tendant vers linfini a
c

1’infini) de n est envisagé pour étudier la normalité asymptotique de la
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102 D. FLORENS-ZMIROU

quatriéme partie. En fait, on est amené a utiliser un lemme de perturbation
de la borne inférieure du spectre, résultat classique dans le seul cas de
spectre discret.

I.1. La diffusion [3]

Soit C l'espace des fonctions continues o:t— X,(w) de R, dans R,
muni de la tribu € borélienne pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact de R

(C, %,(X,);>0, PV) est le mouvement brownien canonique issu de zéro
et F=( %) est la filtration {c(X,); s<t} complétée pour PV et rendue
continue a droite.

Soit o une constante positive et b une fonction de R dans R. Nous ferons
dans ce qui suit les hypothéses suivantes :

H,: b est de classe C™.
2

b
H,:posant g=— +b"ona:
c

lim sup £() <K et lim mf () =0
x = © 1+x2 x— - +X (1)
Hj;: notant
s(x)=exp—f 2bgz)dz et S(x)=J~ s(y)dy,
o O 0
lim S(x)=o0 et lim S(x)=-—o

Sous les hypothéses H,, H,, H, on pose (P¥ p.s.)

Mf=expén b(X,)dX, _EJ bz(X)ds] Q)
0

On sait qu’il existe une probabilit¢ P® qui satisfait sur #, PP=M?P" et
pour laquelle (X,),5, est une diffusion solution de I'¢quation différentielle
stochastique :

dX,=b(X,)dt+cdW, 3)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



STATISTIQUES DE DIFFUSIONS 103

La diffusion est récurrente. Sa mesure invariante m a pour densité 1/c2s;
la récurrence est positive lorsque I'on a :

H, : m est une mesure bornée.

Nous noterons (H) I'ensemble (H,, H,, H;, H,).

Soit (L(t, @));>0, er le processus des temps locaux du mouvement
brownien. 11 satisfait PV (donc P®) p.s., pour toute f bornée, a :

f f (%, ds= j f@L(, a)da. @
0

On pose L (£)=L(t, 0) et ©(¢)=inf {u; L (u)>t}. D’aprés [7] pour P¥ (resp.
P%, 1 est un P.A.I. homogéne, croissant, continu de mesure de Lévy
n¥ (resp. n?). D’autre part, la récurrence implique t () <oo, P¥ p.s. donc
P® p.s.

I.2. Vraisemblances

Puisque 7 (t) est un F-temps d’arrét fini pour P¥ et P® on a.donc
PP=M?,P¥  sur F (5)

Notons NI x B] la mesure de Poisson représentant le nombre de sauts
de 1, pendant lintervalle de temps I, appartenant a B et
Ne(£)=N([0, £] x[e, oo[). Soit G =(%,),>, la filtration {c(t(s)); s<t} ren-
due continue a droite et complétée pour P¥. On a [1] :

PP«PY  sur 4. (6)

D’aprés [15), n’=f*nV et J (\/f”—l)zdnw<oo. Posons sur %,
(V]

P*=Z!PY. Sous les hypothéses H on montrera (lemmes A 6 et A7) que
Log f?eL*(n) et (f°—1)e L' (n); Z! peut alors s’écrire [8] :

75 —exp H'r Log /*(I) N (du, dl)—tr(f"—l)an]. %
0JO 0

On étudiera dans la suite le cas ou I'observation de X est restreinte aux
passages successifs en zéro distants de plus de &, €>0 (excursion hors de
zéro, de longueur supérieure a €) c’est-a-dire aux amplitudes des sauts de
T supérieures a €.

rt(z)=ffw1N(du, dl) (7.1)
0Je
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104 D. FLORENS-ZMIROU

° est un P.A.I. homogéne, pour PV et P?.

Il. OBSERVATIONS AU NIVEAU ZERO

II.1. Tous les passages en zéro de la diffusion sont observables

Seuls les passages en zéro de la diffusion sont observables. Cest
pourquoi on ne parle ici que de processus déclenchés en zéro (X,=0) et on
décide de s’arréter a I'instant D,=1Inf (s; s>t, X,=0) du premier passage en
z€ro postérieur a t, et non au temps t; D, est un F-temps d’arrét fini
(P¥ p.s.) et donc d’apreés (5)

PP =M} PV sur F,.
OnaL(D)=L()ett(L(t))=D,; L, est un G-temps d’arrét :
Gt=GL(t)C‘9—;D,;
et d’apres (6), sur G, on a :

PP«P¥ et P=Z! P¥=Z'PV.

Nous démontrons [(15) du lemme A 6] que J (dn®—dn%)=0, Z° peut
0
s’écrire sous la forme :

L@ (o
Z;=exp U J Log f* (1) N (du, dl)] =exp[ Y, Logf°(D] (8
0 0 l=oc(e), ee &y
ou &, est 'ensemble des excursions hors de zéro de X, débutant avant ¢,
et o(e) est la longueur de I'excursion e.
Si tous les passages en zéro sont observables pendant I'intervalle [0, D,],
7P est calculable a I'aide des observations. D’ou le choix de s’arréter en
D, et nonent.

I1.2. Seuls les passages en zéro distants de plus de € sont observables
Lorsque I'on n’observe que les passages en zéro distants de plus de ¢,
on décide de s’arréter a I'instant D} ou la somme des excursions hors de

zéro, plus grandes que &, dépasse t.

Annales de UInstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



STATISTIQUES DE DIFFUSIONS 105

Appelons G, et D}, le début et la fin de la p-iéme excursion de longueur
>g. D’aprés (7.1) t° effectue aux instants L(D) un saut d’amplitude
I=D%—G¢,. Posons S;=L(D%). Soit Uj= 3 I U§=0.

p<k

On a 1°(S;) =Us, soit L*(u)=inf {t; 1°(f)>u} un pseudo-inverse de 1%

alors pour U;_, Su<U;:

L*(u)=S;
et si
D* (u)=inf (D§; U >u), } )
L (D*(u)) =L(Dj) =S
Donc
L(D®(u))=L"(u). (10)

Soit G*=(G),, la filtration (o (t°(s); s<t)) complétée pour P¥ et rendue
continue & droite. On a sur Gf en posant h(l)= f n(du): PP=27*P%¥
1

avec d’aprés (7)

ze b=exp[f‘JwLogf”(DN(du, dl)——t(h"—hw)(s)] (10.1)
0Je

L® est un G* temps d’arrét fini donc :
P*=Z7>*PY sur Gi:, avec Z&'=Z%b ¢y}

On a a ¢t fixe

. -0
Z'=1limZ%® car () — 1(0).
e~ 0

Notons N (f) le nombre d’excursions hors de zéro de X, débutant avant
t, dont la longueur est supérieure a €.
On a alors

Re(D)=N*(L(1)) ou N ())=N([0, f] x[e, oo]
et aussi
N#(Dj) =N*(L* (1)
On a le résultat suivant (valable p.s. pour P® et P¥) ([17] et [10])

Ne(1)

h(c) el )
Ry

h©) EQOL(t).

(12)

Vol. 24, n° 1-1988.



106 D. FLORENS-ZMIROU

Remarquons qu’observer les passages en zéro distants de plus de € ne
permet pas de connaitre complétement 1° mais seulement ses sauts. Les
instants S; de sauts de t° ne sont pas observables, seules les amplitudes [,
sont connues. Par contre D} défini en (9) I'est et N°(D;) également.
Alors (11) s’écrit :
Re (D)

z; "=CXP< 2. Log f"(lf)—Lf(h”(e)—hw(E))>-
r=1

Zf' b n’est pas calculable a I'aide des observations puisque LF(f) n’est pas
observable.

Pour ¢ petit, h® () —hW (¢) est petit ce qui pourrait conduire a substituer
a Z> ? le contraste :

7: b=exp f
0

RNe (Dg)

Jw Log f* ()N (du, dl)=exp ( Y Logf”(lj,)). (13)

p=1

LE (1)

Mais un estimateur maximisant une expression de ce type n’est en général
pas consistant; nous lui substituerons la quasi-vraisemblance :

7> b =exp (J‘Lt (t)fw Log f* *(I) N (du, dl)>
0 €
h¥ ()
ON

qui conduira a des estimateurs consistants.

(14)

o= 0.

III. MODELE STATISTIQUE

Soit ® un compact de R (pour simplifier, mais on obtiendrait les mémes
résultats pour ® compact de R¥).

On appellera dans la suite 0, la valeur vraie du paramétre, et I'on
supposera 0 dans I'intérieur de @. Soit (b (, .)), . e une famille de variables
aléatoires sur R. Nous nous placerons dorénavant sous les hypothéses (K)
suivantes :

K 1 : (H) est réalisée pour chaque fonction b (a, . );

K 2 : le modéle est identififiable c’est-a-dire que

a#B = b(x.)#bB, .)

Annales de ['Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



STATISTIQUES DE DIFFUSIONS 107

K3:
(i) (H,) est réalisée uniformément en o,
(ii) g(o, x) est de classe C* en (o, x),

(iii) Supg(a, 0)<co.
xe®

On dira que hes#y ¢sil existe B>0 et K>0 tel que
|h()—h(O)| <K (|x|v]|x]®.
K 4 : il existe B;>0 tel que, uniformément en o
DYg. ey, i=1,23
ou DY g, (.) est la valeur en B de la j-iéme dérivée en o de g(a, .). K3 et
K 4 seront utilisées dans I’appendice.

On reprend les notations de I, ou I’'on note m,, n,, f,... les fonctions
correspondantes a P*=P?® -),

IT1. 1. Problémes statistiques

Cas 1. — A partir de ’observation II. 1 on pourra étudier un estimateur
du maximum de vraisemblance (e. m. v.) de 0.

Cas 2. — Si ¢ est une fonction de t, on étudiera un estimateur qui
. . A r e .
maximise Z8 * définie en (13).

Cas 3. — Pour I'observation II.2 de la suite (G}, D;) jusqu’a Dj, on
utilisera la quasi-vraisemblance Z* * définie en (14) et un estimateur qui
la maximise.

II1. 2. Propriétés asymptotiques

Soient des processus a valeurs réelles, a temps continu sur un espace

. .y f.d.
muni d’une  probabilit¢ P. Notons —— la  convergence
finidimensionnelle P et lorsque ces processus sont continus, notons % la
convergence des lois sur € (P).

ProprosITION 1. — Posons

E, (1) =m, (R)=p,= f " In, (dD)

0o

Vol. 24, n° 1-1988.



108 D. FLORENS-ZMIROU

et

B, (t%) = pi= f " In, (.

€

Pour A — o0, et pour tout £=0

@ T¢D py KOO 1
A Ps
) 24D, Pe
A PL

Les propriétés (a) sont évidentes en lois finidimensionnelles. On en
déduit les résultats dans € (P®) a I'aide des résultats suivants :

R1. — Appelons « processus croissant » un processus A =(A,),,, réel
tel que A,=0 et dont les trajectoires sont croissantes et c.a.d.la.g. Son
« pseudo-inverse » est B=(B,),5, : B,=inf {u; A,>t}. On a alors [17] :

1° si (AY) est une famille de processus croissants de pseudo-inverses (BY)
et si a est un processus croissant déterministe de pseudo inverse b :

2 f.d. A f.d.
A*—a = B*—)b
A= o0 A= o0

2° si A et a sont continues alors

f.d. %
A—Sa = A*Sa

La propriété (b) résulte de (10) :

L(D*(th) DN |t
De(th) A Pu

II1.3. Etude de §,, e. m. v.

Cas 1. — Soit , un estimateur tel que
Zf" =Sup Z¢ (15)

xe®

nous allons montrer que 0, est consistant.

ProrosITION 2. — Soit

v:=LogZ;l=rmr Log £, ()N (du, dl) (16)
0 0
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i ! V¥—V?) converge en Py, probabilité lorsque t tend vers infini vers
¢ t t 0
K (o, ) défini par :

1 [T Logh®
K (a, 9)—p9J; Logfe(l)ne(dl) (17)

(ii) La fonction o — K (o, 0) a un maximum unique en o.=0.
Démonstration. — (i) Nous utiliserons les résultats suivants :

R2. — Soit M une martingale continue de carré intégrable, de processus
croissant continu { M ).

| € 1 % .
Si X<MM> — mt, alors ﬁMu - ﬁ W, ou W est un mouvement
brownien.

R3. — Soit (A" une famille de processus croissants continus (cf.R1)
tel que A* SA et (X* une famille de processus continus tels que
X* 5 X; alors X*. A* S X A.

Appliquons le résultat R2 4 :

M (oo
Dxt=j f Log f, (DN (du, dI)
0 JoO
et

M,,=D,,—C,, avec Cuzktf Log f,dng=AtC(a, 0)

0

C(a, 8) <oo d’aprés (16) du lemme A 7
1 ¢
XCM —tC(a, 0)

1

t [
?<Mu>=if (Log f)*dnyg — 0
0

A= 0

car

f (Log f,)? dny< o
0

d’apres (18.1) du lemme A 7.

Vol. 24, n° 1-1988.



110 D. FLORENS-ZMIROU

D, «
Donc TM — tC(a; 0); et d’aprés R 3 et la proposition 1

DL o 1 L@t foo 1
— = Log f,(D N (du, dl) » t—C(a, ).
A Ao 0 Pe _
En posant t=1, on en déduit que

1
~(Vi-VY ~LIc(e, 0)=C(6, 6]=K (s, 6)
0

comme j (dn,—dng)=0 [(15) lemme A 6],
0

(i) —p(0)K(a, 8)= j (? Logfo +1 fe)dn est linformation de
0

o o a.

Kullback de ny en rapport a n, et atteint donc son minimum en =0,
unique sous I'’hypothése d’identifiabilit¢ K2 car b,#b, implique n,#n,

d’aprés (10. 1).

Soit 8, tel que V°t Sup [V% ae®]. Montrons que 8, est un estimateur
consistant de 6.

Nous adapterons tout d’abord le théoréme 3.2.8 de [2].

PrOPOSITION 3. — On se donne un modéle statistique (Q, o, (Py)o. o) avec
© métrique compact, et une filtration F =(F ).
Soit F,(a) un processus adapté a F pour chaque o; ce sera une « quasi-

vraisemblance » si pour chaque 0, F, (o) ﬁ«) K (o, 8) ou K(., 0) est conti-
nue, et a un maximum unique en ©.

On suppose donné pour chaque h un processus W, (h) sansfazsant

(@) pour |a—a'|<h, |F,(o)—F, ()| <W,(h);

(b) lim W,(h)=Yy (h) P, p.s., ou Y (h) est une fonction déterministe telle

t— o0
que :
(¢) lim y (h)=0.
h—0

Alors tout estimateur du maximum de quasi-vraisemblance est consistant.

Démonstration. — Soit B une boule ouverte non vide centrée en 0;
K (8, 0) —K (., 0) est minorée sur ®\ B par un nombre 2¢>0. Prenons
1 tel que (M) <e et un recouvrement de @\ B par un nombre fini de

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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boules B(6;, n) (1<i<N). Pour aeB(0, n) on a
F, (@) <F,(0)+|F,(®)—F,(8)|
<F,(0)+W,(m)
Sup F (a)<SupF (8)+W,(m).

xc®\ B
D’ou
6,¢B]| Sur\> F,(0)>F,(0)]
aec®\B

et

P[9,¢B]éPo[W,(n)>8]+Pe[ir}f{F,(G)—F,(Gi)éa}]-
Mais

Inf (F,(G)—F,(Gi))—l)o—* Inf [K(6, 0)—K (6, 6))]>2¢.

1<isN t-o 1SiSN
D’ou

lim P[6 ¢ B]=0.

t— o0
THEOREME 1. — L’estimateur 6, défini en (15) est consistant.
Démonstration. — Soit

@ (, h)=Sup[|Log f,()—Log f, ()|;|a—a’| <h]

et

W,(h)=lfw)fm(p(l, h)N (du, dI).
tJo Jo

i - N 1
Appliquons la proposition précédente a F ()=-V2
t

(a) est satisfaite.
On sait que

L) ©
f J o, N (duy, dl)—>~ @, B)ng (dD) =V (h)

t->o Pgo
et donc_
(b) lim W, (h) <V (h) (Py—p.s.).

Il reste & prouver

(c) lim y (h)=0.

h—-0
D’aprés (16) du lemme A7, il existe K tel que pour tout I>K,
@, h)<4)r*1 et d’aprés (12) du lemme A 6, il existe n tel que pour tout
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I<n,o(, h)y<C(n)w(g h)iou
(g, h)=Sup(|g,(0)—g, O)|; [a—o’| < h).
En notant @ (h, n, K)=Sup (o (, h); le[n, K]), ona:
o =AM 1T +C(M) o (g, Ny +oth, n, K)ok

Donc pour tout 9, il existe K (3) tel que :

4K*jm Ing(dl)<3/3 (18)

K ()

n(

et il existe 1 (3) et h, (3) tel que C(n) w (g, h, (8))j

3) 8
Ing(dl) <—. D’autre
0 3

part

K (8

&(h 1 (), K(3)) J oy <20 N®), K@) [

Ing (dl 18.1
n ©) n(d) 0 ol )

J Ing(dl)< oo et o(h, n(8), K(3)) tend vers zéro avec h. Donc il existe

0
h, () tel que
 (h, (8), n (3), K(3))
n(3)
et (c) vient en choisissant h(8) < h, (8) A h, (3).
Montrons que la fonction o — V* est de classe C2.

Soit G (a, h, l)=[L0gf““;:Lng“—DLogL](l).

Pour tout h, pour tout n, il existe € tel que pour tout I€[0, g[

|G (o, h, )<2 Sup |DLog f,(})|<2[SupDg,(0)]!

yeB(a, h) Y

=nl!l [(13)dulemme A 6].

Pe<d/3 (19)

D’ou en appliquant le théoréme de Lebesgue on a :

L@ (e
f j G (o, h, )N (du, dl) - 0.
0 0

L@ 0
J J‘ Log f, ()N (du, dl) est une somme finic de fonctions dérivables
0 €

en o. On a donc o — V* de classe C! et on montre de la méme fagon que
Ve est de classe C2.
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III. 4. Théoréme de limite centrale pour Pestimateur 0,

Soit I’hypothése supplémentaire :

K5 : 1l existe M >0 et un voisinage V, tel que d’aprés H, :
g (x) — oo;

x—t o

Inf [ng; ae Vo] >—M.
8o

THEOREME 2. — Sous les hypothéses (K) et K 5 :

Si0—8) 5 40, 18] )
ou

10)=— | [Dlog fy)? dny (20)

o Jo
Démonstration. — Nous montrons les trois points suivants :

1 “ ®g)
(i) —=DV, () — A7(0, 1(6));

Jio

1 Py
(i) - D@V, (6) — 1(6);

t— o0

1
(i) 15,cpen Sup —|DPV,(0+a)—D?V,(0)| converge, P, p.s.,

as|8-0]¢
vers zéro lorsque ¢t tend vers I'infini.
La démonstration de (i) est basée sur le résultat suivant :

R4. — Reprenons les notations de R2 de la proposition 2 du

t g
paragraphe III. 3 pour M, = J f [D Log fo] (1) N (du, dI) qui est une mar-
0 JO

tingale car ID Log fydng=0 d’aprés (20) du lemme A 9; on a :

%<Mx,>=tr[nLogm’dne=tm

0

qui est finie d’aprés (18. 1), lemme A 8. On en déduit :
Mﬂ =, W= ﬁ W,

\/—X A=

Vol. 24, n® 1-1988.
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M(L(At) c

—s W
\/—X e 1(0)¢

Appliquant ce résultat & t=1, on en déduit (i) :

et d’apres R 3 de la proposition 2 :

1 1 LA (o 2 (Pg)
ﬁ(DVQ (())zﬁj‘O L D Log f, () N (du, dl) :; A°(0, 1(9))

Montrons (ii)

1

L@ (o
D% v,<e)=% f J [D® Log f,] ()N (du, dI);
0 0

d’aprés (20) du lemme 9 :

f " D@ () d1=0

0

1J\Lm‘row(l)N(du, dl) - 0.
tJo Jo Jo

il suffit d’appliquer le résultat R 3 car d’aprés le lemme 9

j w[Dm f‘*]z dny< .
oL f

D’autre part par un raisonnement analogue a (i)

donc

1 L@® (o Py =)
. J f [D Log £;]> N (du, dl) —= L |~ [D Log fy12 dn,
0

0 t-o PgJo

Montrons (iii).
Nous suivons le schéma de démonstration du paragraphe II1. 3, W, (h)
est ici égal a

SupE|D<2>V7—D<2>Vf|;|a—e|§h]

et
@ (I, hy=Sup(D®Log f,—D®Log £,) (); |a—0|<h).
1l suffit de prouver que :
¢(h)=f @ (I, byng(dl) — 0 (21)
0 h—0
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puisque

1 (Lo (= Pl ([
- J J o, )N du, d) — — | o, h)ny(dl).
tJo Jo t>o PoJo
Nous pouvons faire une partition de [0, co[ en trois intervalles, [K (3), oo,
[0, n(8)[ et [n(8), K(J)[, tels que Y (h) tende vers zéro sur chacun de ces
intervalles.
(19) et (20) du lemme A 9 déterminent K (3);
(12) et (13) du lemme A 6 déterminent n (3),
et par un raisonnement analogue a celui du théoréme 1, pour le troisiéme

intervalle puisque jlz 1y (dl) < c0.
D’ou

— . 1
lim W, (h) < 1 V (h) et lim P[W, (k) >— s (h)]=0.
Pe . t=>o Po
Ce qui achéve la démonstration du probléme d’estimation de 6 a I'aide de
I’observation de tous les passages en zéro de la diffusion.

Remarque. — De la croissance exponentielle de n, on déduit que 1, a
une transformée de Laplace définie au voisinage de zéro.

Donc de P[L,>k]=P[r,<t], on déduit que L(¢) a une transformée de
Laplace bilateére et donc satisfait a des inégalités du type Chernoff. Nous
avons déja démontré que le modéle était L.A.N. au sens de Le Cam, les
inégalités de grandes déviations permettent de montrer que le processus

h—Z, (6+%>—Z (8) converge dans C, pour t — co. En appliquant la
méthode d’Ibraguimov-Has’minskii on obtient la normalité asymptotique
de I’estimateur du maximum de vraisemblance en affaiblissant les hypothé-
ses. On utilise seulement que la fonction 6 — n, est de classe C? (au lieu
de C?) et © n’est plus nécessairement compact. Nous n’avons pas détaillé
pour des raisons de briéveté.

IV. ESTIMATEUR & DU MAXIMUM DE QUASI-
VRAISEMBLANCE

Nous allons reprendre les notations du paragraphe II.2 et n’observer
que la suite des (G}, D}) jusqu’a Iinstant Df.
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IV.1. Etude du contraste V> : Cas 2

ProrosITION 4. — Soit

fres j o f " [Log /()N (du, db]

0

| N .
—[Ve*—V&9 converge lorsque t tend vers Pinfini, en P, probabilité vers
t

K®(a, 0) égal a :

Ké(a, 9)=l Jw[Log f—"] dn,.
P Je Jo

Mais le maximum n’est, en général, pas atteint en o=, ce qui ne permet
pas de considérer Vi* comme une quasi-vraisemblance. Par contre si € est
une fonction qui tend vers zéro

1 - cc o To
;(Vﬁ’“—Vf' ) — K(a, 6)
t— o
e—~0

dont le maximum unique est en o=,

0 1 ~ .
Nous supprimons ainsi le biais J (dnyg—dn,) de - V¥* mais seulement
t

€
asymptotiquement pour t— oo et € —0. Pour ¢ fixé, une fagon plus

intéressante de supprimer le biais est de considérer la quasi-vraisemblance
définie en (14).

IV.2. Etude de la quasi-vraisemblance Z>° : Cas 3

Soit € fixé =0, posons d’aprés (14)

LE (¢) ©
v ’=J j Log f3 (D N (du, dI).

0o

Remarquons que 'on a

o L@ 0
vee_yeo [, j [Log f,()—Log (NN (u, d)  (21)
e 0 Jo €

—N*(L*(2)) [Log h, () —Log hy (e)]
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Or d’aprés le lemme A 4,
1
[Logh, (e) —Log hy(€)] =5 (86 (0) —go (0)] €+ 0 ()

et d’apres (12) :
NE(LE(1)) Po

e
he(©® oo L (1),
donc :
L@®
Vp e—Vp R f [Log £, ()—Log fo (DIN (du, d)=V;—V;.
£—=0 0

Soit 8¢ défini par V* °r=Sup [Ve % ae®] :
n(l)

ProPOSITION 5. — Sous les hypothéses (K), en posant n® (l)=m pour
€
tout le[e, oo, on a :

(i) l[Vf' *— Vi ®] converge en Py probabilité vers K*(a, 0) défini par
t

( 9) he (8) J ad € (22)

(ii) K*(o, 6) a un maximum unique en o.=0.
Démonstration :

P © 0 3
l(Vf’ Ve 9 - (l f Logédn(,)—h—“(i)Logk& 1 j Log —dn,
t t— o0 Pg € ﬁ) pg hO (8) pg € fﬂ

1 (* . .
K®(a, 6) =— f Logf—:‘dn0 peut s’écrire sous la forme
0 Je 0

—pe K:(a, (-))=£w<J;§Log§—§+l—§§)dn¢

f ( 1 —%’) dn,=0
€ fﬂ
K®(o, 0) s’annule si et seulement si f5=f c(n,p.s.) soit

n_e@ _ he ()
n, () hy(e)

car

(ny)p.s. Or les fonctions n, sont analytiques et non nulles,
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. n .
donc si —2(I) est constante sur [, oo elle Pest par prolongement analytique
n

sur [0, cof. Or lim %: 1. Donc si K*(a, 0)=0, ny=n, ce qui implique
-0 N,

hy=h, d’ou py=p, et enfin by=>b, ce qui contredit (K 2).

IV.3. Consistance de Pestimateur 0:.

Reprenons le schéma de démonstration du théoréme 1. Posons Wt (k)

LE (1) )
w: (k)% J f [0, (, K)+&®)]N (du, d)
0 €

avec

¢, (, k)=Sup[|Log f,()—Log £, O |; |a—a'|<K]
et

o(k)=Sup[|Log ha(e).— Logh, (¢)|;|a—a'| k).

On a lim @ (k)=0 et on montre que :
k=0

k—=0

lim Jw o, (, k)ny(dD)=0

Par un raisonnement identique a (18) et (19) nous avons le résultat de la
consistance de 9.

IV. 4. Normalité asymptotique de 0°.

PROPOSITION 6. — Sous les hypothéses (K) et (K 5) 8 est asymptoti-
quement normal :

SEEE—6) — 4 (0, 0]
w i (23)
I‘(e)=é[ j [D Log ;]2 dny—([D Log hql?. hy) (e)]
0 €
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La démonstration est analogue a celle du paragraphe III.4 on montre
que :

1 Py
(i) —DV:(0) — I*(8) o

N
LE@®) (o
DV;(6) =f J (ID Log fo] () —[D Log kgl (€)) N (du, dl).
0 3

On applique alors le résultat R 3 du paragraphe III.
D’autre part

(i) —%D<2>V:<e)= -1 f e f " (D Log £;) () — (D™ Log hy] ¢)) N (du, )
0 €

o ( f [D Log /3] dny— [D Log ol (¢). h.,(s)) I (6)
t-o Pg

et
(iii) est analogue a (iii) du paragraphe IV. 3.

IV.5. Comparaison des informations

Comparons les informations I(6) et I°(6). On peut en utilisant les
lemmes A 5 et A 6 écrire 1(0) sous la forme :

1(6)=I¢(6) + C[D g,)? (0) 3/ + 0 (¥/?).

Exemple et remarques. — Considérons le cas du processus d’Ornstein
Ulhenbeck solution de :

dX,=—0X,dt+cdW,;  0>0.

N o 1 2a 12
D’aprés V.A, on peut déduire de D)= < ) la valeur

\/27 e 2at
de
~ 1 A 11 1/2\Y2/ 20 \!2
ha 7\' = _+_’ P ) hq l =—\ -
® o /notB<2<x 2 2) ® c(n) <e2°"—1>

e2al 2a 3/2
n, (D= 5a X
o /2n\e**—1

soit I*(6) I'information obtenue en observant toute la trajectoire. Il est

et
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alors intéressant de comparer Iefficacité asymptotique de 'E.M.V. 8 a
celle que I'on obtiendrait en observant pendant le méme temps toute la
trajectoire.

0 o® (8Log2-4)n _o® (8Log2-4) o

1(0)= = 0,618
© T \/E 5032 20 5 0

0.2

PO)=25 Bl

Le rapport des informations 1(0) et I*(0) est égal a 0,618, ce qui donne
une efficacité assez surprenante.

La deuxiéme remarque concerne . Il est clair qu’en général, la compa-
cit¢ de ® n’est pas utile lorsque I'on peut faire des calculs explicites (ou
utiliser la remarque déja faite). Par contre il est surtout intéressant d’étudier
le cas b(B,)=0 qui correspond ici au mouvement brownien récurrent nul
Bo=0.

Il est aisé de voir que les lemmes analytiques concernant la consistance
de 8, valent si I'on inclut B, dans ®. En ce qui concerne lefficacité
asymptotique, si 0+# B, rien n’est modifi¢ dans les raisonnements faits.

V. APPENDICE

A. Le processus 1 (t) [7]

Les résultats suivants valent pour PV et P?.

f désignera la transformée de Laplace d’une fonction f définie sur R,.

Soit (x, y) = p,(x, ») la densité de transition de la diffusion a I'instant t;
posons p (t)=p,(0, 0). On a ({7}, p. 214) :

e
E [e‘“ W=~ (x):e—:jo (1-e Myn@y

alors

n)=

—. 3
rN) ¥
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En effet, pour toute fonction f bornée on a :

Eftf(Xs)ds=f+wf(a)E[L(t, a)lda
0 —©

or
Eftf(Xs)ds=f[dsj+wf(a)ps(0, a)da
0 0 -

t
on a donc I Ps(0, a)ds=E[L(t, a)] par continuité en a du temps local.
0
D’autre part

Ef e““‘"dt:EJ e MdL(t, 0)
0

0

=Jme‘“dE(L(t, 0))
0

=re—“p,(o, 0)dt=p(\)

0

d’ou (3).
Notant
h(n=an(du) 4
alors
. 1
N=AA(A t A= —r 4.1
n N e ()xp(x) 4.1

B. Lemmes analytiques

Nous allons étudier, sous les hypothéses (K) de ITI. 1 et I11. 4 le compor-
tement 4 I'origine et a I'infini des fonctions p,, hy, n,. On supposera ici
o=1.

LEMME A 1. — On a, uniformément en o, pour t tendant vers zéro :

1 NG
Pu(t)_—_ga( ) —+0 (). (1)
/2Tt /2

Démonstration. — Il résulte du lemme 1 de [3] que :

1
Pa(t)=75—ﬁEB[Ua(l)] avec U, ()= eXp——J 8.(\/tB)du (2)
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ou B est un pont brownien standard.
Soit :

1
j 2.((/1B,) du=g,(0) + R (1);
0

alors :

Um(t)=1—§ga<0>— %R:(r)+R;(r).

Si B*=Sup(|B,|; u€[0, 1]), on a les inégalités suivantes :

Iga(\/EBu)‘ < Kl(l v B*Z)
et

U, (<10 V8D ayec E[B*U,(1)] < o

pour ¢ assez petit.

B[RS (D]SE[K(/1|B*| v 1B*3]=0( /7)
E[U,(0]=1- gga (0)+0 () +E[RS ()]
et comme |e*—1—x| <x%(e* v 1)

SR [ (B [ 10,0 v

et donc
2
ER;(®]= %E[Kl v B*2)]et2K1 (1 v B*2)
=0 ().
LemMME A2. — Si g ey, alors p est dérivable et uniformément en o

pour t tendant vers zéro :

L ,© o 3)

1
/8nt3_4\/ﬁg°’\ﬁ
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Démonstration. — La dérivabilité de p, (¢) est classique ([6], théoréme 3,
chap. 3). De I'hypothése g, € .#; on déduit :

flg; (/7B du

0

<K (1 v tP2B*) (4)

'f g;(\ﬁBu)du=g;(0)+R3(t)
0
- avec (5)
E[R;(8)]=0 () et 1(=inf<1 E)
3 22
On a donc :

t1/2

1
UL = . - —4—f g.(/tB) B, du— %Jga(\ﬁmdu

0

U, (1),

qui est majorée par une fonction intégrale indépendante de a.

En particulier (2., (t)—p. (£)) = c@)\_/fé"@ +0(1).

LemMme A 3. — Sous (K) Papplication o — p,(t) est continue, si de plus
D®@g, existe et D¥ g, € .My uniformément en a, alors on a

. 1 .
D®p, ()= ——=D%g (0)  /t+o(_ /1), i=1, 2, 3. 6
O3 2.(0) Ji+0( /D) (6)

Démonstration. — Elle est identique a celle du lemme A 2, la dérivabilité
en a résulte de ce que Sup DU, (¢) est majorée par une fonction intégrable.

a
.

Comportement a I'origine de la fonction h, (I)

1 -0 1 -~ .
On a vu que h; MN)=— LAY et a — p, (M) est continue d’apres le

Ap, (M) N
lemme A 1, donc a — A, (A) est continue pour tout A > 0.

a

LEMME A4. — On a sous les hypothéses (K) et uniformément en o

L

hy (€)= hy (€)= \/2—ng,(0)\/5+0(\/5) (7)

avec hy(g)= | 3
TE
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Démonstration. — 11 résulte du lemme abélien classique et du lemme 1

- 1 "
ue /Ap,(A\)> ——=etdonc- /Ah,(\)— /2 uniformément ena. On a
q P (M) Ne N ARG

donc d’apres le théoréme taubérien généralisé

hm(s)=\/Z +o(i) ()
TE €

A. A
ﬁ ()\') ﬁw( )_ (pW pu)( )
20 (1) Apy (V)
si le produit de convolution —(p,—ps) * h, * hy, existe, et qu’il donne

une fonction tempérée, alors il a méme transformée de Laplace que h,— hy,
et donc

©)

hy—hw=—(p,—pw) * h, % hy. (10)

Nous verrons plus loin que p,(t) - 0 lorsque ¢ tend vers linfini. Les
lemmes A 2 et A 7 montrent que (10) est bien définie et tempérée.
Ecrivons donc formellement :

hy=hw+ Y hy* [hy * (P —P)I*"

n=1

=hy * Z [hw * (P —PII*" = hy, * Z S*.

n=0 n=0

Pour tout n fixe, il existe t, tel que pour 0=t <t

1+n
\/(p pw)(t)e[\/_ga(o)f (0)]

[2
or hy ()= | — donc S(¢)el et par récurrence
Tt

S*" () el(1—my'g2(0) "~ *; (1+m)" gz (0) "~ '[.
1
Donc si t<ty A——— avec M=Sup|g,(0)| on a
T 201+mM . l£.0)

hy=hw +h§ * (0, —Pw) + R, (1)
avec
(1+m)>*M?¢
1—(1+n)inf|g,(0)t

R, () =

=0 (t).
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D’ou le résultat d’aprés le lemme A 2 car

2,0) /t
(h¥? * (p,—pw)) ()= —L)\—/— +0 (t) uniformément en a
T

NE

LEMME A 5. — Sous les hypothéses du lemme A3 on a uniformément
en o

Dh, ()= ——Dg, (0 /I+0(_/.
27n

N

Démonstration. — Sous les hypothéses du lemme A 3, I'application
o — p, (t) est dérivable, et Dp, est tempérée. [Nous verrons au lemme A 7
que Dp, (¢t) - Dp, lorsque ¢ tend vers I'infini.] Il en résulte que pour tout
A, application o — p, (A) est dérivable et donc I'application o — h,(\) Pest
également.
ADp, (M)
o  p
I'on ait montré que ADp,=Dp, alors D(h) (L) est la transformée de
Laplace du produit de convolution Dp, * h, * h, qui existe d’aprés le
lemme A 4.

On déduit alors le lemme A 5 en montrant que (Dp)’=Dp’ et que cette
fonction est tempérée.

Ceci résulte de la forme de p, (t)

On en déduit que D/, existe et est égale 2 — supposons que

p.()=— Eg [U, (9)]

1
Bnt3
1 t NG
Eg| U, —=|8../tB,du | —~—|g.( /tB,du
\/mn[ ()( 5 |8/t ) 4jg(\/ )]
et de I'application d’un raisonnement analogue au lemme A 3 on déduit

. 1 .
Dp’. Et de méme on a DYh (t)= — ——=D%g (0) /t+o( /t). O
p ® \/2_7? 2.0/t (\/)

+

Comportement de n,(l) a I'origine

Le passage de h, (I) a sa dérivée n,(I) ne peut a priori se faire directement
car n,(]) n’est pas intégrable et donc les méthodes de convolutions ne
sont plus valables. Nous déduirons du comportement a I’origine de h, le
comportement de n, en utilisant la représentation de n, comme fonction
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totalement positive. On a ([7], p. 217)

dn,
dl

=n,()=| eMdv,(M) (11)

s ()

avec s(a)>0 et v, mesure positive.

LEMME A 6. — Sous les hypothéses du lemme A 3, on a au voisinage de
zéro et uniformément en o :

_ - _ __1_ ga(O) -1/2
n, () —nw (D) 2\/ﬁ \ﬂ +o(™7%) (12
DOn, ()= — — D%, () +o(~ 1), i=1,2,3. (13

2 2n \ﬂ

On en déduit que

fa(l)zl—g'T(O)Ho(l). (14)

Démonstration. — Si ¢,(I) est la transformée de Laplace d’une mesure
®,(A) (non nécessairement positive), définie pour >0 et vérifiant :
) 1 3 , .
lim IP @, ()=C, avec 3 §B§E (la convergence étant uniforme en ae®),
1-0
on a alors :

lim e g, (ag)=Ca P=lim ‘[e‘“d(bu<&>e"’.
€

e—>0 e—>0

A\ ,
La mesure @, (— £~ P converge vers la mesure de transformée de Laplace
€

ra-p d\. On en déduit que lim e#** ¢} (¢) = — C B uniformé-

Ca P soit
)\‘1—5 =0

ment en o, d’aprés le théoréme abélien. Appliquant ce résultat successive-

ment a ha(l):j LA @) oy hy(D—hw (D), on
s (a)

obtient (12), a partir de (7), on en déduit |n,—ny|()=0 (") au voisi-
nage de zéro. Comme n, nyeL![1, o[ et que h,(e)—hy(e)=0 ('),
ona:

ol @, (A) =

jd"a—d"w=0- (15)
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La positivité de v, et ®, n’ayant pas été utilisée, le méme raisonnement
vaut pour D? hy, et D@ n, h,—hy et n,—ny.

Comportement a Uinfini des fonctions n, h, f

On sait d’apres [7], [14] qu’il existe une mesure positive w, telle que

P (t)=fe-“dnu<x)= 1y j " e, ()

a o

o 1
ou s,>0 donc p, (1) — —.

’ ;dao . t— o0 N |
D’aprés les lemmes A2, A3, A4 p,(t) —0; DYp, (1) —> DP— et
P

o
donc D¥p_ sont des fonctions tempérées; on déduit que a— h,(.) est
continue donc pour tout I, o — h, () est continue et par suite o — @, est
faiblement continue (théoréme de Lévy généralisé, [5], t. 2, p. 410) donc
aussi a — v, et enfin o — n, (). Comme © est compact et que la diffusion
nulle n’est pas dans le modéle lims,=A* < co. On en déduit que si

a

n,(D<1,  |logn, ()| < |loga|+2A*1. (16)

Soit I, (o) tel que n, (I, (2))=1, par compacité si sup I, (o) = 00, il existerait

waﬁﬁwngm%maQDmm
- ©

LemME A 7. — 1l existe K tel que pour 1>K et pour tout a.€ ®, on ait
(16) et

oo
J [logf, (D [ ne(d)< o0,  k>0.
0

La derniére inégalité résulte de (16) et de (14).

_La continuité faible de a — v, implique que o — s, est semi-continue et
lim s,<s, L’application o — h,(]) est dérivable en o (lemme A 5) et on en

a—0
déduit la dérivabilité faible de o — v,. Comme v, [s,— 8, ss[=0 on a néces-
. .V, [Sg—0,
sairement lim Val$=8, sil
a—0 o — 9
D v, ([0, 5eD)=0.
On a l'inégalité élémentaire :

na(l)gv (sa’ sa+8)e_(su+8)l' (17)

=0, et comme 0 est intérieur & ® ceci implique
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Pour obtenir une majoration a I'infini de n, et Dn, on utilise d’abord le
théoréme taubérien déja utilisé au lemme A 4. Par exemple : du développe-
ment uniforme en o de

Dn, ()= ¢ 280 +o<—1—> pour -0,

NI

lim ¢Dg, (0)v,(\)A"2=1.

A— ©

on déduit

Donc il existe K, indépendant de a, tel que :

j ™MDy, (A dh £2C'|Dg, (0)| fle™ %1/

K1
<C’e s si K >2s,

K

1
Par ailleurs J e MDv, (M) dr< |Dv,|[s,, K;[e™*. Comme la famille

So.

(|Dv, |; 2 €®) est faiblement compacte, on en déduit qu’il existe A avec
Dn,()<Ae % et deméme n,()<Ce " (18)
ceci implique :

1(a, 9)=ro(DLogfm)2 dny< 00. (18.1)

0

LEMME A 8. — L’application o — s, est continue si les conditions suivantes
sont réalisées : il existe V4 et M tels que pour o€V,
(i) g,(x) = o pour x — 0;

(i) Inf inf 252 (x)> —M; 0 <M <.

aeVyg x 8y

LEMME A9. — Si a — s, est continue, alors on a :
(1) J [D Logf.)? dny — 0 uniformément en o.€ V. (19)
K

(ii) Lesapplications o > D@ f, et o — ij f. dny sont continues.

(iii) Jw (Dny) (hdl= fw D@ n () dl=0. (20)

0 0
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Montrons d’abord le lemme A 9. Pour § fixé, on choisit V, tel que
| se—s,| <8, eV, On peut donc remplacer (17) par :

n,(H= %Ve (Se> Se+5)e—(s°—28”

alors (D Logf,)?(ng) (DB vy 2(sg, Sg+0)e 04! d’ou (19) résulte du
théoréme de convergence dominée. D’aprés le théoréme de Lebesgue et
(15) nous obtenons (20).

Démontrons le lemme A 8. La condition g,(x) —» co implique que la
mesure v, est discréte ([16], p. 239, théoréme 19. 10) en utilisant la défini-
tion de v, ([7], p. 217).

Dans le cas d’un spectre discret, on peut appliquer le théoréme de
perturbation a condition que la perturbation r soit telle que r> —Mg,.
Ici r,(x)=Dg (0+h% (0—0a), x) ou A% est donnée par la formule de Taylor
au premier ordre sur a — g, et ou le paramétre de perturbation est e=0—o.
Il est facile de modifier la démonstration du théoréme cité de sorte que r
dépende de &, sous la condition inf r,(x)> —M g, (x). Cette condition est

ae Vg
impliquée par inf (Dg(a))(x)> —Mg,(x). Le théoréme de perturbation
aeVy
implique que sup |s,—s,| =0 (|0—0a|) et donc on déduit le lemme.
ae Vg
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