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ResuME. — Un processus a valeurs dans le dual d’un espace nucléaire
séparable qui admet faiblement des modifications cad-lag (resp. continues)
a une modification fortement cad-lag (resp. continue) dont les trajectoires
sont concentrées dans une réunion dénombrable d’espaces de Hilbert, sous
une hypothése souvent vérifiée en pratique si on suppose par exemple de
plus que I'espace est de Fréchet ou est une limite inductive dénombrable
d’espaces de Fréchet. Par localisation, on démontre alors la formule
d’intégrations par parties et une formule d’Ito.

Mots clés : Semi-martingales a valeurs dans des espaces nucléaires, intégration stochastique,
formule d’intégration par parties, formule d’Ito.

ABSTRACT. — For a process taking values in the topological dual of a
separable nuclear space and having weakly cad-lag (resp. continuous)
modifications, we construct a strongly cad-lag (resp. continuous) modifica-
tion with sample paths concentrated in a countable union of Hilbert
spaces, under an hypothesis always verified if the space is for example a
Fréchet space or a countable inductive limit of Fréchet spaces. By localisa-
tion techniques, we prove then the integration by parts formula and a Ito
formula.

Classification A.M.S. : 60 H 99.
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346 C. MARTIAS

INTRODUCTION

Le calcul stochastique dans les espaces nucléaires a été développé par
A. S. Ustunel dans [14] en vue d’applications a I’analyse stochastique
en général et plus particuliérement aux équations aux dérivés partielles
stochastiques (cf. [17], [18], [19]). Dans I’étude de ces équations (leur
hypoellipticité, 'unicité de leur solution, etc.) il est indispensable de connai-
tre la structure des trajectoires des processus, les sous-espaces dans lesquels
ces trajectoires sont concentrées, afin d’utiliser les techniques d’arrét dans
les cas ou, par faute d’hypothéeses d’intégrabilité, on ne peut faire appel
aux techniques classiques consistant a réduire les problémes au cadre
hilbertien.

Dans la premiére partie de ce travail, nous étudions donc les supports
des trajectoires des processus a valeurs dans les espaces nucléaires, en
construisant d’abord une modification fortement cad-lag d’un processus
qui prend ses valeurs dans le dual d’un espace nucléaire séparable et qui
admet faiblement des modifications cad-lag. Cette construction généralise
celle de I. Mitoma dans [10] qui a travaillé avec des processus a valeurs
dans I’espace des distributions tempérées &, cet espace ayant la particula-
rité d’étre le dual topologique d’un espace de Fréchet nucléaire.

Les résultats de la premiére partie nous permettent, d’'une part, de
généraliser la formule d’intégration par parties pour les semi-martingales
qui est essentielle pour montrer I'existence et I'unicit¢ des solutions des
équations aux dérivées partielles stochastiques (cf. [17]), et d’autre part,
de démontrer une formule d’Ito. Nous donnons alors deux applications
de la formule d’intégration par parties, I’'une concernant la formule d’Ito-
Venttsel-Stratonovich généralisée utilisée dans le calcul de Malliavin
(cf. [3], [13]) et 'autre la formule de Feynman-Kac stochastique introduite
par A. S. Ustunel dans [19].

I. NOTATIONS ET RAPPELS

Soit F un espace vectoriel topologique réel localement convexe, nucléaire
et séparable. On note F’ son dual topologique et {x, ¢ >, xeF’, ¢€F, la
forme bilinéaire canonique définie sur F' x F. Si U est un voisinage de 0
dans F absolument convexe, F (U) désigne le complété de I’espace quotient
F/p;!(0) par rapport & py, ou py est la jauge de U, et on note k(U)
I’application canonique définie sur F a valeurs dans F(U). Pour deux
voisinages de 0 U et V dans F, absolument convexes et tels que U c V,
k(V, U) désigne I'application définie sur F(U) a valeurs dans F(V) qui
vérifie k (V, U)ok (U) =k (V).
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Si B est un sous-ensemble non vide de F’, absolument convexe et
fortement borné, on note F’[B] le sous-espace vectoriel de F’ engendré par
B, muni de la norme définie par la jauge de B. Soit U un voisinage de 0
dans F absolument convexe, le dual fort de F(U) s’identifie avec F’[U°]
ou U?° est le polaire de U (cf. [11]).

Soit %, (F) 'ensemble des voisinages U de 0 dans F, absolument conve-
xes, distincts de F et tels que F (U) soit un espace de Hilbert réel séparable.
F étant nucléaire, %, (F) n’est pas vide et forme une base de voisinages de
0 dans F. Pour toutes les propriétés des espaces nucléaires, on se référera
a [5] ou a[11].

Soit (, &, P) un espace de probabilité complet. On note R° I’espace
des processus réels x =(x,, te[0, T]), presque slirement a trajectoires conti-
nues a droite et limitées a gauche (cad-lag), muni de la topologie définie par
la distance suivante (en convenant de confondre dans R° deux processus
indistinguables) :

d(x, ))=E( sup [x,—y,|(1+ sup [x,—y "),

te[0, T] te[0, T]

x, yeR°

(R®, d) est un espace vectoriel topologique métrisable complet, mais non
localement convexe.

II. CONSTRUCTION D’UNE MODIFICATION FORTEMENT
cad-lag D’UN PROCESSUS A VALEURS DANS LE DUAL
D’UN ESPACE NUCLEAIRE

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme suivant :

TueoreME II.1. — Soit X: [0, T]xQ — F’ une application faiblement
mesurable (i.e. pour tout te[0, T] et pour tout 9eF (X, @) est une
variable aléatoire réelle) telle que pour tout @eF le processus réel
<X, ¢>=(KX, ¢); te[0, T)) posséde une modification cad-lag notée X (¢).
Si Papplication ¢ — X (), définie sur F a valeurs dans RO, est continue, il
existe alors une modification du processus X dont presque toutes les trajec-
toires sont cad-lag pour la topologie forte de F’ et sont contenues dans

U F'[Wy], ot (W,), est une suite décroissante de voisinages de 0 appartenant
n

a U, (F) telle que, pour tout n, k(W,, W, , ,) est une application nucléaire.
Nous allons effectuer la démonstration en plusieurs étapes, de fagon
tout a fait analogue a celle de Mitoma dans [10].
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348 C. MARTIAS

LemumE II.1. — Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de [0, T)
contenant T. Pour tout € > 0 il existe Ue%,(F) tel que py est une semi-
norme hilbertienne et, pour tout 9€F, on a

E(sup | 1—expi (X, ¢)) < e+2pf ().

teD

Démonstration. — Posons M (9) =d (X (), 0). M(¢) est une application
continue définie sur F & valeurs réelles. Pour tout € > 0 soit B; > 0 tel
que

515 By 1-expis] <,

et

1 12 _

Bz=inf<'31, (__""8)_1>
2

11 existe alors Ue %, (F) tel que U < M™*(]— o0, B2]), et on peut toujours

choisir U de fagon que py soit une semi-norme hilbertienne. Comme

{0€eF, py(9) <1} = U on a py(e) < 1=M(p) < B2 En posant, pour

tout ¢eF, Q(¢)={w, sup|<X, ¢>|<B,} on a comme dans [10]
teD

PO\D(¢)=P(sup | <X, 0|2 By < % M (o).

teD 2
D’ou
E(sup |1—expi <X, ¢)|)
teD

< E(15sup|1-expi<X, 0> )+2P(Q\Q(9))
teD

< +Bi(1+B2)M(<p>.

2

[\SHN

En distinguant les deux cas py (@) <1 et py(®) = 1, on obtient I'inégalité
annoncée. W

Soit {@, ©,, ..., @, ...} une partic dénombrable dense de F. Pour
tout Ue,(F) on pose @)=k (U) Pnp 4 2 1, ou la suite (n,), est définie
de fagon récurrente par

n,=inf(j 2 1, PU((Pj) #0)
n,=inf (j = ¢, k(U) ¢;¢S(0}, ..., 9;-,)), qg>1,

S(eY, ..., ¢;_,) désignant le sous-espace vectoriel engendré par
(@, ..., 9y ,) dans F(U). Dans cette récurrence, si on arrive a un entier
qo tel que pour tout j = g,, k(U)@;eS(oY, ..., (szo_l), on s’arréte a

qo— 1, 'espace F (U) étant alors de dimension finie.
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La famille (@), ainsi construite est linéairement indépendante dans
F(U) et on vérifie aisément
(U, n)

R (1)

On en déduit que la famille ((pq) est totale dans F (U).
Formons alors (e}); la base orthonormale de F(U) obtenue a partir de
la famille ((p ); par orthogonalisation de Gramm-Schmidt. On peut écrire :
ef=k(U) ey avec ej€eF,
et

¢y = ZB}"’ 5 By ieR.

J=

(1) implique alors
m (U, n)
k(U)o,= Y c"k(U)e] avec c""eR.

j=1

Ainsi, pour tout Ue%,(F), on a

m (U, n)
Z cj""ef+6Y,  avec py(8Y)=0. (2
LemMmE I1.2. — Pour tout € >0 et pour tout Ve,(F), il existe

We%,(F), WcV tel que py est une semi-norme hilbertienne et
P(w; X,(w) e F'[W°] pour tout te D et sup pyo(X,) < ©) = 1—6¢.
teD
Démonstration. — W° étant un élément de la tribu cylindrique de F’,
on vérifie aisément que Densemble suivant est mesurable:

{; X,(0)eF’ [W°] pour tout teD et sup pwo(X,) < ocj.e >0 étant
teD

donné, choisissons U € %, (F) par le lemme précédent. Pour tout Ve %, (F),
on peut alors trouver W c UNV, We%,(F), tel que py, est une semi-
norme hilbertienne et que I'application canonique k (U, W): F(W) - F(U)
est une application nucléaire, donc de Hilbert-Schmidt. (Ew) constituant
une base orthonormale de F(W) on a Z”k(U w)eV ITF(U) < 00, soit

ZPU (ew) < .

Pour tout ¢ > 0, on montre comme dans [10]
P(sup Y [(X, e} >|> > ¢?)

teD j

. \/‘72 1

< lim <1 exp(—_sup ¥ <X, ew>|2>>
n \/z—l 2 teD j=1

Vol. 24, n° 3-1988.



350 C. MARTIAS

§3limE<sup<1——exp<—L 2 X, e P
n teD 262 j=1

< 3lim E<supj <l—expi Z y;i <X e}v>>
Rn

n teD j=
¢ dy,...dy
<=5 B )
: 2
=30 J (”2” ( 7 >> (20"
c? 5
xexp(—z Y yj>dy1. ..dy,

i=1

. 2 6
<3tm(s+ 5 T AE) =30+ STAE)
n J

ji=1
De cette inégalité on en déduit, en faisant ¢ tendre vers + oo
P(supY. [<X, e Y= c0) < 3.

teD Jj
Par conséquent

P(sup Y [<{X, e} >|* < o0) 2 1-3e. (3)

teD J
D’autre part,

P(sup ¥ | <X, 8) > |* > 0)—11m P(sup Y <X, 072 > )
teD j teD j m

En refaisant le méme calcul que précédemment, changeant e} par 6}, on
obtient

P(sup Y |[<{X, 8% >|* > 0) < 311m lim <£+2m Y pU(Gw))
teD j j=
Mais py, (8))=0. Comme W < U, on a aussi py(6]')=0. Ainsi
P(sup Y |[<{X,, 8)>|* > 0) < 3e.

teD j

D’ou

P(fugZKX,, VHPP=0)21-3e 4
€ J
Posons
A={w;sup Y |[<X, e} >|> <o etsup Y |(X, 6} >[>*=0}
teD j teD j
P(A)gP(sugZKX” e}”>|2<oo)+P(§ug Y|<X, 0¥ P=0)—1

teD j eD
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(3) et (4) impliquent
P(A)21-3e+1-3g—1=1-6¢.
L’ensemble {w; X, (w) e F'[W°] pour tout te D et sup pyo(X,) < o0} conte-

teD
nant {®; sup sup |(X,, (p>| < o0}, il suffit alors de montrer 'inclusion
9eW teD
A < {w; sup sup|<X,, ¢ )| < o} pour démontrer le lemme. W
oeW teD

Démonstration du théoréme I1.1. — Soit (g,), une suite de nombres réels
positifs décroissant vers 0. Par le lemme II.2, on peut trouver une suite
décroissante de voisinages de 0(V,),, V,e#,(F), telle que P(A,) = 1—¢,
ou

A,={w; X,(0)eF’'[V?] pour tout teD et sup pvo(X,) < oo}

teD

La suite (A,), étant croissante on a P(U A,)=lim P(A,)=1. Soit Q,=A,,

Q,=A\Ap .., Q,=ANA,_,, ... Les Q, sont disjoints deux a deux
et P(UQ,)=P(U A,)=1. Par la nucléarité de F, pour tout n, il existe

W,, W,e#,(F), W, V, tel que ) p} (e}'") < o, et on peut construire

J
la suite (W,), de fagon qu’elle soit décroissante et telle que I’application
canonique k(W,, W, ,) soit nucléaire.
D étant dénombrable, on a presque siirement

X(e m,=<X,, e = pour tout teD.

Si 0eQ,, X, (w)eF'[V?] pour tout teD. On a alors presque siirement sur
Q

|X (e]").|* < pho(X)p% (e¥n) pour tout teD.

D’ou, pour presque tout weQ,
2. sup IX(e D=3 sup | X (e}, |? <SuPPv° (X,)ZPV (e < 0.

Jj te[0, T Jj teD
Notons (bw ) la base orthonormale dans F’[W}] duale de (e}'»),. On peut
alors définir pour presque tout weQ,

Zr=Y X (elm), b tel0, T].

Par convergence uniforme de la série, pour presque tout weQ,
(Z2, te[0, T]) est fortement cad-lag dans F’'[WY].
En posant
Z.(w)={Z.((o) ' si weQ,
0 si o¢UQ,

Vol. 24, n° 3-1988.



352 C. MARTIAS

on vérifie sans difficultés que Z, défini pour presque tout ®, est une
modification de X qui satisfait aux conditions annoncées. H

Remarque 11.1. — Posons ® = F'[W?] et munissons ® de la topologie

n
inductive par rapport a la suite d’espaces (F'[W?]),. Cette topologie est
plus fine que la topologie induite par la topologie forte de F’ et confére a
® une structure de DF-espace nucléaire complet (cf. [11]). La modification
construite du processus X a presque toutes ses trajectoires cad-lag dans @
pour cette topologie.

Remarque 11.2. — On peut remplacer dans ’énoncé du théoréme II.1
les termes « cad-lag» par « continu », la démonstration étant tout a fait
similaire.

Le théoréme II.1 est une généralisation du résultat de Mitoma dans
[10] comme I'indique le corollaire suivant :

CoroLLAIRE II.1. — Supposons de plus que la structure topologique de
F est de Fréchet ou une limite inductive dénombrable d’espaces de Fréchet.
Si X: [0, T]xQ — F’ est une application faiblement mesurable telle que,
pour tout @eF, le processus réel (X, @) posséde une modification cad-
lag (resp. continue), elle posséde alors une modification fortement cad-lag

(resp. continue) a valeurs dans F’, concentrée dans \J F'[W?], ou (W,), est
n

une suite décroissante de voisinages de 0 appartenant a %,(F) telle que,
pour tout n, k(W,, W, ) est une application nucléaire.

Démonstration. — Pour tout @eF, notons X (¢) la version cad-lag
(resp. continue) de <X, ¢ >. Pour appliquer le théoréme II.1, il nous faut
vérifier la continuité de I'application linéaire @ — X (¢) définie sur F et a
valeurs dans R°.

Si F est un espace de Fréchet, la continuité de cette application résulte
du théoréme du graphe fermé.

Si F est une limite inductive dénombrable d’espaces de Fréchet F, par
rapport a4 des applications linéaires g, définies sur F, a valeurs dans
F, I'application ¢ — X (@) est continue si et seulement si, pour tout n,
application f— X (g,(f)) définie sur F, a valeurs dans R® est continue
(c¢f. [1]). La continuité de cette derniére se démontre aisément par le
théoréme du graphe fermé. W

Le théoréme II.1 et les résultats d’Ito-Nawata dans [6] impliquent aussi
le corollaire suivant :

CoroLLAIRE I1.2. — Soit X: F — R® une application linéaire continue.
Il existe un processus X a valeurs dans F’ dont presque toutes les trajectoires
sont fortement cad-lag et tel que, pour tout ¢eF, X (o) et (X, @) sont
indistinguables.
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III. FORMULE D’INTEGRATION PAR PARTIES

Dans ce paragraphe et ceux qui suivent, F est un espace localement
convexe nucléaire, complet, réflexif, séparable, dont le dual fort, noté Fy,
est nucléaire. On conserve les notations faites au paragraphe I. On munit
espace de probabilité (Q, #, P) d’une filtration (&), o, 1) qui satisfait
aux conditions habituelles de continuité a droite et de complétion
(cf 141, [7].

Si H est un espace de Hilbert réel séparable, une semi-martingale X a
valeurs dans H est un processus admettant une décomposition X =M+ A,
ou M est une martingale locale & valeurs dans H fortement cad-lag et A
est un processus dont presque toutes les trajectoires sont fortement cad-
lag et a variation finie dans H.

On rappelle la définition des semi-martingales a valeurs dans les espaces
nucléaires, introduite par A. S. Ustunel dans [14].

DeriNiTioN II1. 1. — Une application X : [0, T] x Q — F}, faiblement adap-
tée (i. e. pour tout 9eF, (X, @) est un processus réel adapté) est une semi-
martingale si pour tout Ue%,(Fy) k(U) >X a une modification qui est une
semi-martingale hilbertienne a valeurs dans F’ (U).

En remplagant dans la définition précédente F par F et inversement,
on définit ainsi les semi-martingales a valeurs dans F.

La définition III. 1 peut, a priori, ne pas paraitre naturelle. Le théoréme
qui suit, démontré dans [15] et [16], nous montre que cette définition est
en fait équivalente a la définition faible.

TueoreME IIL. 1. — Une application X : [0, T] x Q — F} faiblement adap-
tée est une semi-martingale si et seulement si, pour tout ¢ dans F, (X, ¢
a une modification qui est une semi-martingale réelle.

Soit Y=(Y,, te[0, T)) et X=(X,, te[0, T]) deux semi-martingales a
valeurs respectivement dans F et Fj. Pour tout @ €F, notons X (9) une
modification de (X, ¢ ) qui est une semi-martingale réelle et supposons
que P'application ¢ — X (¢), définie sur F et a valeurs dans R°, est continue.
On note encore X la modification de X construite au théoréme II.1 dont
presque toutes les trajectoires sont cad-lag dans ®=1{J F'[W?], ® étant

n
muni de la topologie inductive par rapport a la suite croissante d’espaces
(F'[W?)), (remarque II. 1). Nous démontrons le théoréme suivant :

THeOREME II1.2. — (K X, Y, ), te[0, T]) a une modification qui est une
semi-martingale réelle et on a pour tout t€[0, T[, presque stirement

<Xt’ Yt>=J‘t<Xs—’ dYs>+Jt <ﬂ(s5 Ys_ >+[[X’ Y]]t
0 0

Vol. 24, n° 3-1988.



354 C. MARTIAS

ou j (Xs-, dY ), J (dXg, Y,- ) sont des semi-martingales réelles sur
0 0

[0, T[ vérifiant au sens de la convergence en probabilité
24-1

t
J <Xs_5 dYs>=lim Z <th/2’1a Y:(j+1)/2'1_Ytj/2‘l>
j=0

0 q

. 24-1
J (dX,, Y - > =lim Z <Xtu+1)/z‘l_er/24’ Yrj/2‘1>

0 q j=0

et [X, Y] est un processus réel cad-lag, a variation finie sur [0, T[, vérifiant
au sens de la convergence en probabilité
24-1

[X’ Y]]t=<X0’ Y0> +1lim Z <Xt(j+l)/2q_th/2‘1’ Yt(j+ 1)/2‘1_Yzj/2'1 >

q j=0

Démonstration du théoréme 111.2. — Soit S,=inf {te[0, T], X,¢ nW?}
avec la convention inf @ ="T. (S,) est une suite croissante de temps d’arrét
de limite presque siire égale a T.

Posons Z'=X, L, <5, tel0, T[. Z"enW? c F'[W?]. En désignant la
dualité entre F'[W?] et F(W,) par (., .), on a pour tout e F

(Z" k(W) 9)=(Z" ¢>=<X, 0> 1[0 5.

On en déduit que (Z", k(W,) ¢) est une semi-martingale réelle pour tout
@eF. Par conséquent Z" est une semi-martingale faible a valeurs dans
l'espace de Hilbert F'[W?]. Mais k(W,, W,,,) étant une application
nucléaire, les injections canoniques F/[W?]—F/[W?, ,] sont aussi
nucléaires donc composées de deux applications de Hilbert-Schmidt. Z"
devient alors une vraie semi-martingale hilbertienne a valeurs dans
F'[Wy. ] (cf. [15], [16)).

Notons Y"*! une modification de k (W, ,)°Y qui est une semi-martin-
gale a valeurs dans F(W,.,). En appliquant la formule d’intégration par
parties pour les semi-martingales hilbertiennes Z" et Y"*! (cf. [7]), puis en
exprimant les différentes intégrations stochastiques et le processus croissant
obtenus comme limites au sens de la convergence en probabilité de sommes
finies, 4 'aide des partitions dyadiques de [0, t], on obtient le résultat
annoncé. M

Remarque. — Si, comme dans le corollaire II. 1, la structure topologique
de F est de plus de Fréchet ou encore une limite inductive dénombrable
d’espaces de Fréchet, 'hypothése de continuité de ’application ¢ — X (o)
est toujours vérifiée. Dans ce cas, la formule d’intégration par parties du
théoréme III. 2 est vraie pour toutes les semi-martingales.
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IV. FORMULE D’ITO

Effectuons tout d’abord quelques notations.

Soient H, K des espaces vectoriels topologiques réels localement conve-
xes. On note L (H, K) I'espace des applications linéaires continues définies
sur H et a valeurs dans K, muni de la topologie de la convergence bornée.
H ® K désignera le produit tensoriel de H et de K. Lorsque ’on munit
H ® K de la topologie projective, H ® K sera son complété.

Si H et K sont des espaces de Hilbert, on note H®,K le produit
tensoriel hilbertien de H et de K.

Soit X =(X,), o, ) Une semi-martingale a valeurs dans Fj dont presque
toutes les trajectoires sont fortement cad-lag. On suppose que I'application
¢ > <X, ¢), définie sur F a valeurs dans R°, est continue. Sur cette
hypothése nous pouvons faire la méme remarque que pour la formule
d’intégration par parties : elle est toujours vérifiée si la structure topologi-
que de F est de plus de Fréchet ou encore une limite inductive dénombrable
d’espaces de Fréchet, en utilisant le théoréme du graphe fermé.

Soit g une application définie sur Fy a valeurs réelles, différentiable
deux fois sur Fj (au sens de Fréchet) (cf. [20]). La différentielle premiére
en un point x, notée g’ (x), est un élément de L (Fj, R)=F. La différentielle
seconde, notée~g” (x) est, elle, un élément de L(Fj, F), mais cet espace
s’identifie a F ® F (cf. [11]).

THEOREME IV.1. — Supposons que I'application x — g’ (x), définie sur
Fy et a valeurs dans F @ F=L(F;, F), est continue. Alors pour tout
tel0, T[, on a presque siirement

g(X,)=g(Xo)+f g (X,-)dX, + % ftg"(Xs—)d[X]s

0 0

+ 2 <g(Xs)—g(Xs-)—<AXs, g (Xs-)>

— 28" (X, (BX)), AX, >)

ou [X] est un processus a valeurs dans le dual de Pespace nucléaire F @ F,
fortement cad-lag, tel que, pour tout he F ®F, ([X],(h), te[0, T]) est a
variation finie et, pour tout ¢, V€F, on a au sens de la convergence en
probabilité

24-1

[X]; (¢ ® V) =lim Z < Xt(j+ 1)/2‘1_th/2‘1’ 0 ><X, G+ 1)/2‘1_X:j/2‘1a v

q Jj=0
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J‘ g (X,-)dX, et J 8" (X,-)d[X], sont des semi-martingales réelles sur
0 0

[0, T[ vérifiant au sens de la convergence en probabilité

. 24— 1
jg’(Xs—)dXs=lim Z (X i+ 120 —X[2%, g/ (Xyj120) D

0 qa j=0

. 24-1
J g" (X;-)d[X];=lim Z (X1, G+1)29— [X]:j/z‘l) (g” (th/z‘l))-

0 q j=0

De plus j 8" (X -)d[X]; est a variation finie sur [0, TI.
0
Démonstration. — Suivant la construction faite au paragraphe II, il
existe une suite décroissante (W,), de voisinages de 0 appartenant a %, (F)
telle que, pour tout n, k(W,, W, ) est une application nucléaire et que
presque toutes les trajectoires de X sont a valeurs dans ®=J F'[W?] et

n

sont cad-lag dans @, ® étant muni de la topologie inductive par rapport a
la suite d’espaces (F'[W(]),. Posons alors S,=inf{te[0, T], X,¢nW?},
avec la convention inf & =T.

Soit Z7=X, 1, < 5, t€[0, TI.

Comme dans la démonstration de la formule d’intégration par parties,
Z" est une semi-martingale hilbertienne a valeurs dans F'[W?,,]. Pour
tout te[0, T[, on a presque sirement

(5) g(Xt)=Z l(s,,_l <t< s,,}g(Z;')':z l{s,,_l <t<sp8° i,(Z7)

en notant i, 'injection canonique F'[W?,,] > Fj.

Appliquons la formule d’Ito de [7] & I'application geoi, et a la semi-
martingale hilbertienne Z". Vérifions tout d’abord que nous sommes bien
dans les conditions d’application de cette formule. Par les régles de diffé-
rentiabilit¢ de composition d’applications (cf. [20]), goi, est deux fois
Fréchet-différentiable sur F'[W?, ;] et on a pour tout xe F'[W?, ,]

(goi) (X)=k(W,,,) (g (x)),
F(W,,,) s’identifiant au dual fort de F'[W?,,],
(gein)” (X)=k (Wy41) 08" (X) iy
considérant g”’ (x) comme un élément de L (Fj, F).
La forme linéaire que définit (goi,)” (x) sur F'[W%,,1® F'[W?, ] est
continue pour la topologie de Hilbert-Schmidt. En effet, soit

k(W,. ) ®k(W,.1) I'application lineaire continue définie sur F®F a
valeurs dans F(W,, ;) ® F(W,,,) qui vérifie pour tout ¢, {y de F

k(Woir ) k(W) (@@ W)=k (W, )9 @Kk(W, 1)V
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Notons J, I'injection continue
F(W,.y1) ® F(Wor ) > F(W,.)) ®2 F(W,41)
=L(F [Wn+1] ®2 F’ [wn+1] R).

En considérant g’ (x) comme un élément de F & F,
Jno k(W1 ) @ k(W,11)) (8”7 (x))
correspond a la forme linéaire définie par (goi)”(x) sur
F'[W),,]® F’[W?, ,]. De plus 'application
x=J,0(k(Wysy) @ k(W,41)) (8" (X))

définie sur F'[W0,,] & valeurs dans F(W,,,) ®, F(W,, ) est uniformé-
ment continue sur les parties bornées de F'[W?, ], étant donné qu’un
sous-ensemble borné de F’'[W?, ] est précompact dans F et que I'on a
supposé la continuité de g”. Les conditions d’apphcatlon de la formule de

[7] 4 la semi-martingale hilbertienne Z" et a la fonction gei, sont donc
vérifiées. On obtient alors pour tout ¢, presque siirement

g(Z?)=g(ZS)+f k(W,.1) (g (Z5-)) dZ;

0

+ %f Jao (k(Woi ) ® k(W,11)) (€7 (Z5-)) d[Z7),

+ ) 8(Z)—g(Z-)—<AZy, g/ (Z1-) Y- %(g”(Z;‘-)(AZ?), AZg). (6)

s=t

[Z"] est un processus a valeurs dans

F W2 1] @, F [Wp ]=L(F(W,.,) ®, F(W,, ), R),

cad-lag, a variation finie, vérifiant au sens de la convergence en probabilité

(7 [Z=lim } (Z},,-Z;)®?

q tjemg

ou m, désigne la partition dyadique d’ordre ¢ de [0, 1].
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Pour tout te0, T[, on a les égalités presque siires (8) et (9) suivantes :
Z l{s,,_l St< s,,,g(Z'é)=Z 1{s,,_1 St< s,,}g(Xo) =g(X,) (8)

Zl{s,, L st<8y 2 g(Zn—g(Z-)

—<AZ;, g (25-) ) — ! 5 C&87(Z5-)(AZ5), AZS)

_Zl(s,, 1St<8; Zg(X) —g(Xs-)

ssSt

—(AX, g'(X-)>— - <g"(Xs—) (AX)), AX,>

=2 8(X)—g(X,-)—<AX, g (X, )>——<g”(X -)(AX), AX, > (9)

s=<t

(5), (6), (8) et (9) impliquent alors, pour tout t€[0, T[, presque siirement

g(X)=g(Xo) +Z 1{s,,.l <t<Sy J' k(W,.1) (g (Z3-)) dZ;

1 t
+5 Z L, 1 se<sy J Juo k(Wi ) ® k(W,41)) (8 (Z5-)) d[Z7],

0

+ 2 g(X)—g(X,-)—<AX,, g’ (X, )>——<g”(X -)(AX)), AX, ).

s<t

t
J k(W, 1) (g (Z3-)) dZ? vérifie au sens de la convergence en probabilité
0
(cf [14]
f k(Woi1) (@ (Zg-))dZy=lim 3 (k(W,,,) (g (Z})), Z},,,—Z})
V]

q tjemg

ou m, désigne la partition dyadique d’ordre g de [0, t] et (., .) la dualité
entre F(W,,,)etF [W 1)
On peut encore écrire

fk(Wn+1)@ (Z5-))dZ=lim Z (Zj,,—Zi, & (Z)).
0

On en déduit
Ly 5r<sy f (W, @ (Z)dZ
—hm Ls, - ‘S‘“"’,Z <Zy,,-Z:,¢(Z})>
j€hq
_11m1{s si<sy 2 <Xy — X, 8/(X,)).

tJEﬂq
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t
2l se< s,.)J k(W,.1) (8'(Z5-)) dZg
n ]

=hm Y L5, <e<sy 2 Koy = Xip 8(X)0

q n tjeng
=lim ¥ <X, —X,, & (X))

a4 tjeng

Ainsi la limite en probabilité de la suite ( ), <X

tjeng

—X,» &8 (X)) 7), existe.

ti+1

t
On la note f g (X,-)dX..

0o

Le processus f g (X,-)dX, admet une modification qui est une semi-
V]
martingale réelle sur [0, T[ car

t
Yls, i< s"}f k(W) (g (Zg-))dZg
n 0o

est une semi-martingale sur [0, T[ (cf. [4]). C'est cette modification que

I’on désigne en fait par J g (X,-)dX..
0
Posons pour tout t€[0, T[

Xh=2 1,y se <59 (27 2T, o k(W) @ k(W) (10)

[X], est a valeurs dans le dual de F ® F. Par les propriétés de [Z), [X] est
fortement cad-lag et pour tout he F ® F [X] W) =(X],(h), tel0, T]) est a
variation finie. De plus, (7) implique, pour tout ¢, ¥ de F, la convergence
en probabilité suivante

[Z7], (k (W, )0 ® k(W,1 1) V)
=lim Y (Z} -7}, 0)<Z], —Z, V). (11)

4 tjeng
D’ou
I,y 20 <sp[Z7 (K (Woi ) @ @ K (W, ) V)
=limlg <. <5, > <Z:',~+1_Z:',-’ (P><Z:',-+1—Z:'p v
q

tiemg

=lim I(Sn—l St <Sp Z <er+1_xtj’ ®> <th+1_xtj’ v
q

tjeng
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Z 1{s,,_1 <t<Sy [Z7],(k(W,s D)o ® k(W,: V)

=lim Z I{Su—l St <S8y Z <th+1-th’ (p> <th+1_th> q’>

q n tjeng

=1im Z <Xt‘j+1_th7 (p> <th+1_th’ \'}>'

q tjenq
Soit encore
Xl(e®@W=lim ¥ (X,,,~X, 0><X,,, ~X, ¥ (12

q tjemg
Cette égalité nous montre que le processus [X] défini par (10) est indépen-
dant des voisinages (W,), choisis.

D’autre part, pour tout entier n et pour tout te[0, T[ on a presque
stirement

Ly <5y (270 dp0 (k(Woiy) @ k(W ) =1, < 5, [X]. (13)
En effet, a 'aide de (11) et (12) on vérifie aisément que 'on a pour tout
¢, ¥ de F, presque siirement
1(: < Sy} [Z7],0d, 0 (k(W,11) ® k (W,: (e ®@ V)= 1{: < Sy} X (0 ® V).

Grace a la séparabilité de F, on en déduit (13).
Pour tout te[0, TJ,

f Jao k(Wi ) @ k(W,11)) (€7 (Z5-)) d[Z7),

V]
est limite en probabilité de
Y Uno (k(Woa ) ® k(W0 ) (€7 (ZD), [27,,,, —[27,),

tjeng

quand g — + 00, ou (., .) désigne la dualité entre F(W,,,) ®,F(W,,,)
et F/[W2, ]1®,F [W°, ,]et n, la partition dyadique de [0, #] d’ordre gq.

L, 1 se<sy J Iuo (k(Woi ) ® k(W,41)) (87 (Z5-)) d[Z7,
0

est alors limite en probabilité de
Igioysi<sy 2 Fne(k(Woi)) @ k(W,, 1) (€7(Z})), 27, ,—[27,)

=l si<sy 2 T2 k(Wi ) ® k(W) (€7 (X)) [27,,,,—[27,)

p.s.

= l{S,,_1 St<Sy Z ([X]tj+1 _[X]tj) (g” (th))

tjeng
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par I’égalité (13).
Lls,oysi<sy J Joo(k (Wyiy) @ k(W,41)) (8" (Z5-))d[Z7];
n /]

est limite en probabilité de

2l si<sy 2 (Xl ~XIPE" X)) =¥ (X, —X]) @€ (X))

tjeng tjeny
La limite au sens de la convergence en probabilité de la suite

(Y (X, ,—[X]) (8" (X,))), existe donc. On la note J t g’ (X,-) d[X],

tjemg 0o
2lsysi< s,.)f Joo (k(Wyit) @ k(W,11)) (€7 (Z5-)) d[Z7),
n 0

est une modification cad-lag, a variation finie sur [0, T[ du processus

f g’ (X,-)d[X],. Cest cette modification que 'on désigne en fait par
0

f g(X,)d[X], m

0

V. APPLICATIONS

Nous donnons dans ce paragraphe deux applications de la formule
d’intégration par parties, I'une concernant la formule d’Ito-Venttsel-Strato-
novich généralisée utilisée dans le calcul de Malliavin (cf. [3], [13]) et 'autre
la formule de Feynman-Kac stochastique (cf. [19]).

V.1. Formule d’Ito-Venttsel-Stratonovich

Pour ne pas compliquer les notations nous traiterons le cas unidimen-
sionnel.

Considérons I’équation différentielle stochastique suivante

X,=x+ftA(Xs—)dZs, tefo, TJ, (14)

0o

ou xeR, Z est une semi-martingale réelle quasi continue a gauche et A
est une fonction réelle indéfiniment dérivable sur R, bornée et a dérivées
bornées.
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On sait qu’il ex1ste une version de la solution de (14), notée X (x),, qui
vérifie pour presque tout o (cf. [8], [9]) :

(a) Pour tout ¢, X(.), est C>.

(b) Pour tout x, D?X (x), est cad-lag, D? désignant la dérivée d’ordre q
par rapport a x.

(¢) sup sup |DX(x),| < oo pour tout entier g et n.

Ix|Snt£T

Soit & I'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables sur R, muni
de la topologie de convergence uniforme sur les compacts dans toutes les
dérivées (cf. [12]). & est un espace de Fréchet nucléaire (cf. [11]). Son dual
topologique &’ est I'espace des distributions a support compact

(cf. (11, [12]).

ProposITION V.1. — Il existe une semi-martingale X a valeurs dans &
telle que, pour tout x, X (x) et X (x) sont indistinguables.

Pour la démonstration de cette proposition, on se reférera aux travaux
d’Ustunel (cf. [18]).

X=(X),. fo, 11 €St une semi-martingale a valeurs dans 'espace de Fréchet
nucléaire &. 1l existe alors Ue%, (&p) et une seml-martlngale hilbertienne
X= (X,), <10, 1 & valeurs dans & [U°] tels que i (U°) (X) soit une modification
de X, i(UY) designant I'injection canonique & [U°] — & (cf. [18]). X admet
ainsi une modification fortement cad-lag, concentrée dans & [U].

On conservera désormais une seule notation, X, pour désigner la semi-
martingale a valeurs dans &, concentrée dans &[U°], qui vérifie pour
tout x:

t

X,(x)=x+J A (X,- (x))dZ,
0

THEOREME V.1. — Soit (y, t€[0, T]) une semi-martingale réelle. Pour

tout te[0, T, on a presque sirement

Xt (yt)=y0+jt A (Xs_ (ys_)) dZs+J DXs_ (ys—)dys
0]

0

1 t
+ - J szs‘ (ys_)d <yc’ yc >s
2 Jo

+ j "DA(X,- (7,-)) DX,- () d <Z", >,
+ Z (Xs(ys)_xs(ysA)—DXs_ (ys‘)Ays)'

ou y°, Z° désignent les parties continues des semi-martingales réelles y, Z.

Démonstration. — 8, est une semi-martingale a valeurs dans & ou §,
désigne la mesure de Dirac en un point a de R. Appliquons la formule
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d’intégration par parties (théoréme III.2) a la semi-martingale X, a valeurs
dans & et a la semi-martingale 3, a valeurs dans . On a pour tout ¢ de
[0, T[, presque siirement

(s, x,<.)>=x,(y,>=f (8, dxs>+f (a8, X, >+[8, XT, (15)
0 0

On calcule alors les trois termes du membre de droite de (15) et on
obtient :

ft (By-s dXsz A (X;- (05-))dZ,,
0 0

J‘t (ddyg, X,- >=J DX;- (y,-) dy,+ % J D? X~ ) d O ¥0 ),
0 0 o
+ Z (Xs_ (ys)_xs— (ys‘)_DXs_ (ys_)Ays)'

[[ay’ X]]t=y0+J DA (Xs_ (ys—))DXs_ (ys_)d<zca yc >s

0
+ Z (Xs(ys)_Xs(ys_)+Xs_ (})s—)_xs_ (.ys))' |

st

V.2. Formule de Feynman-Kac stochastique

2 (R désigne I'espace des fonctions numériques indéfiniment dérivables
sur R? et & support compact, muni de sa topologie habituelle utilisée en
théorie des distributions (cf. [12]).

Soient ¢ un élément de 2 (R?), W un mouvement brownien sur R? et V

une fonction numérique indéfiniment dérivable sur R%. En dehors d’un
ensemble négligeable, I'application

t
x—o(x+W,(w)) exp(—f V(x+ W, (»)) ds>
0
appartient 4 2 (R%). Par conséquent pour toute distribution g appartenant
a2 (RY,

<g, 0. +w,(m>)exp<—fw. +ws<m))ds)>

0

est bien défini. Posons

Z,(x)=exp < — ft Vx+W) ds>.

0
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Pour tout x fixé dans R?, on a d’aprés la formule d’Ito :

d t
PxX+W)Z, ()= o)+ ¥ f Z,(x)0;¢ (x+W,) dW!
ji=1Jo

t t
+%J Zs(x)A¢(x+Ws)ds—J Ox+WIZ,(x)V(x+Wyds. (16)
0 0
Tous les processus figurant sous les intégrales du membre de droite de
(16) peuvent étre considérés comme des processus a valeurs dans 2 (R?),
prévisibles et localement bornés. Ces intégrales peuvent alors étre modifiées
comme des intégrales a valeurs dans un 2 (R% [U°] ou U appartient a
U, (2’ (RY) (cf. [14]). On en déduit, pour tout élément g de 2’ (RY), I'égalité
presque siire suivante :

d t
& @(.+W)Z(.)>=<8 0>+ ), J <& Z(.) 0;0(. + W) >dWi
j=1Jo
1 t
0

"j & (. +WOZ, () V(. +Wy)ds. (17)
0
Or

& @(- +W)Z,(.)>={(Z8) * by, ¢

Posons X,=(Z,g) * dw, Pour tout élément ¢ de 2 (RY), (X,, ~(p> a donc
une modification qui est une semi-martingale réelle continue. (X,) est ainsi
une semi-martingale continue a valeurs dans 2’ (R?). Elle posséde, d’aprés
I’étude faite au paragraphe II, une modification (X,) dont presque toutes
les trajectoires sont fortement continues dans 2’(R?). Par (17), X vérifie
I’équation a dérivée partielle stochastique suivante :

d

(18) dX,(9)=— 3, 0;X,(¢) dW]+ %AX,(Q) dt—(VX,)(9) dt

J

Xo (@) =<{g, ¢, pour tout ¢ appartenant & 2 (RY).
Nous avons alors la proposition suivante, comme dans [19] :

ProrosiTioNn V.2. — (X,) est l'unique semi-martingale a trajectoires
fortement continues dans 9’ (R?) solution de T équation (18).
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