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RÉSUMÉ. - Pour une martingale vectorielle complexe discrète et de
carré intégrable, on donne des conditions de validité de la loi des grands
nombres et l’on précise les vitesses de convergence. Ces résultats sont

appliqués à l’estimateur des moindres carrés et au prédicteur d’un modèle
de régression.

ABSTRACT. - For a discrete complex vector valued and square integrable
martingale, we give conditions for the validity of the law large numbers
and specifie the almost sure rates of convergence. Those criteriums are
applied to the least squares estimator and to the predictor of a regression 

’

model.
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550 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

I. LOI DES GRANDS NOMBRES

POUR LES MARTINGALES

1.1. Loi des grands nombres

On se place sur Cd muni du produit scalaire hermitien ~ u, v ~ _ *u v et de
la norme associée ]] . Il; selon l’usage, u désigne indifféremment le vecteur
ou sa matrice colonne et *u est sa matrice adjointe. Si A est une matrice
dx d, on note

Soit (Mn) une martingale centrée de carré intégrable à valeurs dans Cd
adaptée à une filtration F = (Fn) et (M>n) sa variation quadratique
prévisible :

On note respectivement et la plus petite et la

plus grande valeur propre de la matrice hermitienne positive ( M ~n.
Pour une martingale réelle et d=1, la « loi des grands nombres » date

de plus de 20 ans : sur { ( M ~n -~ oo ~, ~ M ~n tend, p. s., vers 0 et
les vitesses de convergence presque sûres sont connues ([25], [2]-[3], [22]).
Le cas vectoriel a donné matière à de nombreux travaux récents, le plus
souvent dans le cadre des modèles de régression ([1], [12] à [19] et [30]-
[31], [20]). On sait que l’ensemble des trajectoires telles 
tend vers 0 est, en général, p. s. contenu M B - oo ~ et un

contre-exemple dû à Lai et Robbins ([13], [14], [15]) prouve que la loi des
grands nombres peut être mise en défaut lorsque :

Nos résultats relatifs aux martingales vectorielles seront formulés dans
les deux théorèmes suivants. Il est plus aisé de les formuler en remplaçant
( M B par Q~ = ( M ~n + Q, Q matrice hermitienne définie positive, afin
que Qn 1 ait toujours un sens; ils sont aussi valables pour Qn = M>n sur

On note - pour la convergence presque sûre et P pour la convergence
en probabilité.
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551MOINDRES CARRÉS POUR UN MODÈLE DE RÉGRESSION

THÉORÈME 1. - LOIS DES GRANDS NOMBRES. - Soit

Q étant une matrice hermitienne définie positive.
( 1 ) On a la loi forte des grands nombres Qn 1 Mn -~ 0 presque sûrement

sur

Pour qu’une trajectoire de i’~ soit dans E, il suffit que l’une ou l’autre des
conditions suivantes soit réalisée :

ou

Si (03BBmin Qn/Kn) tend vers oo en probabilité, alors on a la loi faible des grands
1 

P

nombres, Qn 0.

THÉORÈME 2. - VITESSE. - Soit a une fonction réelle qui croît vers o0

si la variable croît vers oo et telle que [a (t)] -1 dt  oo [par exemple,

a (t) = tl +’’ ou a (t) = t (Log t)1 +Y pour y > o]. Avec les notations du théo-
rème 1, on a, p. s. :

Vol. 26, n° 4-1990.



552 M. DUFLO, R. SENOUSSI ET A. TOUATI

Commentaires. - 1. Nous avons formulé nos résultats dans Cd parce
que, dans l’utilisation qui en est faite pour les modèles linéaires même

réels, il est parfois plus agréable de pouvoir faire des transformations
linéaires complexes : l’analyse de modèles linéaires complexes n’est donc
pas superflue (voir [7]).

2. Dans le cadre des modèles de régression réels la partie (1) du
théorème 1 est donnée dans [20], tandis que la partie (1) du théorème 2
est donné dans [15] et [19]. Nous donnerons une démonstration succinte
de ces résultats car leur démonstration est analogue à celles des modèles
de régression. On trouve dans [10] un résultat contenu dans la partie (1)
du théorème 2, prouvé dans le cadre des martingales. Il reste à généraliser
nos résultats au temps continu afin d’améliorer [4], [21] ou [24].

1.2. Démonstration des théorèmes 1 et 2

(a) Posons

et

On a

avec

Les suites (Xn) et (~n) sont positives et, d’après Solo [27],

donc
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553MOINDRES CARRÉS POUR UN MODÈLE DE RÉGRESSION

Soit (pn) une suite strictement positive telle que soit tendue et

p

alors Il Q; 1 Mn Il tend vers 0 en probabilité. ,

Comme la suite est tendue, on obtient la partie (2) du
théorème 1.

(b) Considérons une suite adaptée (an) croissant vers 00. Un corollaire
classique du théorème de Robbins-Siegmund [26]. établit que sur

Sur E, en prenant an - 03BBmin Qn, on obtient p. s. :

en outre

Le théorème 1 est établi.
Soit a une fonction réelle croissante vers oo, positive, telle que

Comme

en prenant an = a (n), ou an = a (Log Qn), on a :

Si (a) tend vers oo, 
En outre, p. s., oo . Le théorème 2 est établi. []

1.3. Un contre-exemple

Diverses conjectures restent ouvertes.
Il est sans doute possible de prouver que la suite ( M )~ ~ 1 Mn a toujours

une limite presque sûre, ce qui permettrait de substituer à la loi faible du
théorème 1-(2) une loi forte. Kumar [11] a ainsi montré par une méthode

Vol. 26, n° 4-1990.
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bayésienne un résultat de ce type : pour un modèle de régression, si le
bruit est blanc et gaussien et si d=1, l’estimateur des moindres carrés
(vecteur de dimension q) a presque sûrement une limite pour toute valeur
du paramètre située hors d’un ensemble de I~q de mesure de Lebesgue
nulle. On sait que la condition - 00 n’est pas suffisante; un
contre-exemple est donné par Lai et Robbins ([13]-[14]).

Voici un autre contre-exemple, qui nous semble éclairant; il prouve
que l’estimateur des moindres carrés d’un modèle autorégressif explosif
d’ordre 1 de dimension 2 ayant un sous-espace propre de dimension > 1
peut ne pas être consistant; on montre dans [7] qu’il s’agit là du cas

type où la consistance de l’estimateur des moindres carrés d’un modèle

autorégressif peut être mise en défaut.
Soit (En) une suite de vecteurs aléatoires indépendants et de même

loi réelle de dimension 2, centrée et de covariance I; (Xn) le « modèle

autorégressif » de dimension 2 :

Xn + 1 = 2 Xn + En + 1, Xo étant réel indépendant de (ej.
n

Soit Mn = L 1 tEk; les vecteurs colonnes de Mn sont des martingales
k=1 .

n-1 1

vectorielles de crochet Sn _ 1= ~ Xk Montrons que, pour Qn = Sn + Q,
k=0

Q symétrique et définie positive, Mn a, p. s., une limite non nulle.
cc

Posons r~ = t(~ 1, ,~ 2) _ ~ 2 - k Ek + Xo. Il résulte d’un théorème de Paul
k=1

Lévy [23] que ~ ne charge aucun hyperplan. On a :

Calculs préliminaires

On a

et
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En outre et, pout tout on a :

Pour

prenant m = N,

le premier terme du membre de droite, pN, tend vers 0, p. s., car

(tN) est une suite matricielle bornée, p. s., et :

La suite (Rn tEn) est une suite de matrices aléatoires centrées de même
loi et de carré intégrable. Pour tous u et v de [R2 la variable

aléatoire ( u, R~ ~ ~ v, E~ ~ ~ u, Rk ~ ~ v, est centrée :

Cela implique par une loi des grands nombres sur les suites de carré

intégrable, (cf. [6], lemme 1.4.34) que 0.

0 et, p. s., la seule valeur d’adhérence possible de la
suite bornée (tN) est 1/3.

Vol. 26, n° 4-1990.
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On a :

Posons P = [03B6, ~], matrice dont les vecteurs colonnes sont § et ~ et

On = Diag [n 1 ~2, 2n] . On vient d’obtenir :

On écrit

pour Hn = 0394-1n-1 tP Mn,

et

Annales de l’Institut Henri Poinc°aré - Probabilités et Statistiques
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Étudions Hn = H1 n ;

II. RÉGRESSION

Les résultats obtenus en 1 ont une traduction utile aux modèles de

régression.
Soit F = (Fn) une filtration et un « bruit adapté à la filtration F », c’est-

à-dire une suite 8 = (En) de vecteurs aléatoires à valeurs dans Cd, adaptée à
[F et telle que, pour tout n :

où r est une matrice de covariance déterministe, que nous appellerons
« covariance » du bruit. Un « modèle de régression » de dimension d adapté
à F est une suite de la forme :

Vol. 26, n° 4-1990.
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où (Ï~) est une suite de vecteurs aléatoires complexes de dimension q
adaptée à F, de carré intégrable et R une matrice q x d. Notons

Dès que Sn est inversible, l’estimateur des moindres carrés est

Pour éviter les problèmes d’inversibilité, on remplace, comme en I, Sn
par Qn = Q + Sn’ Q hermitienne définie positive.

une martingale de variation quadratique 
Il est d’autre part utile, notamment en contrôle adaptatif, de considérer

Pour l’analyse de ces erreurs de prédiction, on rappelle que, en notant

Et, pour u E Cd :

Lorsque *u r u est nul, Rn u tend vers 0, p. s. sur {Àmin Qn  
Sinon, on applique les théorèmes 1 et 2 à Mn u. Les variables aléatoires

que nous avions introduites sont ici proportionnelles à

et la suite de ces variables est, p. s. du même ordre que

COROLLAIRE 3. - Soit l’estimateur des moindres carrés de R dans

un modèle de régression Xn+ 1- *R + 1 ~ Les notations utilisées sont

précisées ci-dessus. 0

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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1. Cet estimateur est fortement consistant sur l’ensemble des trajectoires
où l’une des trois séries suivantes converge :

2. L’estimateur est faiblement consistant sous l’une ou l’autre des hypothè-
ses suivantes :

3. Pour toute fonction a réelle croissant vers oo, telle que [ 1 /a] soit
convergente, on a, p. s.

et, sur ~ 

Commentaires. - (a) La partie (1) de ce corollaire est due à Le Breton-
Musiela [20].

(b) Lai et Wei prouvent dans [16];
cela revient au même que l’utilisation de a (Log sn _ 1).

(c) La partie (2) et la partie relative aux erreurs de prédiction sont
nouvelles sans hypothèse complémentaire sur le bruit.

(d) On dit que le bruit « a un moment conditionnel d’ordre > 2 » s’il
existe un a > 2 tel que sup E ( ~ n -1 )  oo . On obtient alors le résultat

n

plus précis suivant.
Pour tout u E Cd, posant

Vol. 26, n° 4-1990.
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où p est une v. a. finie, nulle si (Fn) -~ oo .
La démonstration de ce résultat est une adaptation simple de celle

donnée dans [31] ] dans le cas des modèles de régression unidimen-

sionnels, c’est pourquoi nous ne la donnons pas. On en déduit

relation établie dans [16] pour
le 1 et [20] pour n. En ce qui concerne les erreurs de prédiction,
elle implique :

Ces résultats relatifs aux erreurs de prédiction s’appliquent bien lorsque
( f n) -~ 0, ou lorsque (fn) a p. s. une limite  1. Voir [7] pour leur application
aux modèles autorégressifs vectoriels.

COROLLAIRE 4. - Avec les notations du corollaire 3, on pose :

On suppose ici que le bruit satisfait la loi des grands nombres :

- ~ Ek r; c’est le cas, en particulier, si le bruit est blanc ou s’il a
n k = i

un moment conditionnel d’ordre > 2.

1 . Soit 1’« estimateur empirique de la covariance »

(I-’n) est donc fortement consistant si P = 0; c’est en particulier le cas si

3. Si le bruit a un moment conditionnel d’ordre > 2 fini, on a, 1 P n tend,
p. s. vers 0 sur :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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l’estimateur empirique de la covariance est fortement consistant si : sn = O (n),
Log n = O 

Démonstration. - (a) Reprenant les notations du corollaire 3.

Donc, si *u h u = 0, *ufnu tend p. s. vers 0; et,
si *u r u ~ 0, où converge p. s., la limite étant nulle

si (*u Pn u) tend vers oo. L’estimateur empirique de la covariance est donc
fortement consistant si tend p. s. vers 0.

(b) ( 1 - f n) _ ( 1 + gn) - 1 >__ [sn + tr Q] - 1 (~min sn - ~ ) ~ On déduit dès lors de
la partie (3) du corollaire 3

d’où la partie (2) du corollaire par le lemme de Kronecker.

(c) Dans le cadre de la partie (3), p. s., il existe un P fini tel que

Pour tout a > o, si n est assez grand, pour n assez

grand :

vu que la suite 1 Log sn) est décroissante pour n assez grand, il en
résulte facilement :

cela étant vrai pour tout a, on obtient la partie (3) du corollaire.

Vol. 26, n° 4-1990. ;
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III. LOIS DU LOGARITHME ITÉRÉ

111.1. Une majoration simple de type « logarithme itéré »

Comme l’on remarqué Wei dans [30], Darwich [5], ou Heunis [9], on
peut parfois améliorer les vitesses de convergence presque sûres des estima-
teurs des moindres carrés lorsque la loi du logarithme itéré s’applique.

Considérons la fonction h (x) _ (2 x LL x) 1 ~2 où LL x est le « logarithme
itéré » Log (Log x). La démonstration de la proposition suivante est à peu
près celle de Stout ([28], [29]). Nous nous contenterons ici d’une majoration
simple du type « loi du logarithme itéré » qui nous semble bien adaptée
aux estimateurs des moindres carrés parce qu’elle n’utilise que des majora-
tions des traces de variations quadratiques prévisibles des martingales.

C’est surtout une borne constante presque sûre qui est utile.
Voici l’un des résultats de ce type relatif aux martingales.

PROPOSITION 5. - Soit (Mn) une martingale adaptée et (sn) une suite
adaptée qui tend, p. s., vers oo et telle 

(1) On suppose où C est o-mesurable
et  1. Alors, p. s. :

(2) On suppose où est une suite adap-
tée tendant vers 0; alors, p. s. :

Démonstration. - Il suffit d’étudier en considé-

rant - M, on en déduit le résultat relatif à 1 Mn ~.
Comme en [28] et [29], l’outil est la surmatingale exponentielle définie

pour ~, >__ 0 et c > 0 par,

où

Soit a > 0, àf o-mesurable,

(a) Prouvons ( 1 ). Soit 8, 1  o  1 /C, tk=inf{ n; sn >_ 8k ~; c’est un temps
d’arrêt. On considère xo tel que la fonction soit

croissante sur [xo, oo [, xo = 6 par exemple, et v = inf ~ n; 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Pour k assez grand, et Rn = Nn+v vérifie :

Par conséquent, pour 0 _ ~, dk __ 1 :

Soit ~ > 0 et

Compte tenu du fait que tk ~v et que, 

ona:

On en déduit par le lemme de Borel-Cantelli que, p. s. :

D’où, 8>0 et 8 > 1 étant arbitraires, p. s. :

(b) La partie (2) en résulte facilement. Posons

(a) de la démonstration, p. s.,

Mais, Comme C est choisi

arbitraire avec 0  C  1, on a, p. s. :

Vol. 26, n° 4-1990.
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COROLLAIRE 6. - Soit (En) une suite de variables aléatoires adaptée à F
et telle que, p. s. :

Soit (Y n) une suite adaptée à F, et (Tn) une suite adaptée à F telle que
On pose :

On suppose que (in) croît vers o~o et que

Alors :

Démonstration. - Soit (Cn) une suite positive adaptée à F et décroissant
vers 0 qu’on déterminera ultérieurement.

Soit et i son complémen-
taire. Posons :

(a) (Xn) est une martingale et, comme E [~n ( ~ n _ 1 ]  62 Tn _ 1, la

proposition 5 s’applique à (Xn) en prenant sn = a2 Comme,

la suite équivaut à (6 h (in)) et, p. s.,

n

(b) Soit ~k [h (sk -1 )] 1; (Nn) est une martingale qui converge,
k=1 i

p. s. En effet, le moment conditionnel d’ordre 2 + 2 a de En+ 1 par rapport
à !F n étant majoré par une variable aléatoire finie L indépendante de n,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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En choisissant la condition du corollaire assure que
( N ~ ~  oo . Donc, p. s., (Nn) converge; comme les suites (h et (? h (in))

sont équivalentes, par le lemme de Kronecker, 0. D’où
le résultat annoncé. []

111.2. Application au modèle de régression

Dans le cadre du modèle de régression décrit en II, le corollaire 6 a une
application immédiate, à condition de supposer que le bruit a un moment
conditionnel d’ordre > 2 fini :
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