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RESUME. - I. A. Ibragimov et R. Z. Khasminski ont montre la conver-
gence des experiences statistiques pour une suite i. i. d. de variables aleatoi-
res reelles de densite C1 par morceaux avec une vitesse de convergence de
1’ordre de 
Dans ce travail, nous generalisons leurs résultats a une chaine de Markov

recurrente positive a valeurs dans [Rd. Nous utilisons dans la demonstration
les processus de Hellinger.
Mots cles : Chaine de Markov, experience statistique, processus de Hellinger, théorème

limite fonctionnel, processus de vraisemblance.

ABSTRACT. - I. A. Ibragimov and R. Z. Khasminski have established
the convergence of statistic experiments for an i. i. d. sequence of real
random variables which density is piecewise CI, with a rate 

In this work, we generalise their result to a recurrent and positive
Markov chain with values in We use in the proof the Hellinger
processes.

Classification A.M.S. : 60 F 17, 60 J 05 , 62 F 12, 62 M 05 .
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520 L. LADELLI ET H. SADI I

Key words : Markov chain, statistic experiment, Hellinger process, functional limit theorem,
likelihood process.

1. INTRODUCTION

Dans [I], Ibragimov et Khasminskii ont etudie la convergence des
experiences statistiques pour une suite de variables aleatoires
réelles i. i. d. de densité fe (x), supposée C1 par morceaux. A l’aide de
quelques hypotheses suppIémentaires, mais qui restent assez faibles, Ibragi-
mov et Khasminskii ont montre la convergence des experiences associees
a o, lorsque ces experiences sont convenablement renormalisées.

Il est remarquable que le fait que fe ( . ) admettent des sauts augmente
la vitesse de convergence puisque le coefficient de renormalisation est 2 et

n

non 1 n comme dans le cas regulier. On notera aussi que si dans le cas
regulier les experiences limites obtenues sont gaussiennes, la loi de l’expé-
rience limite s’exprime ici au moyen d’un processus de Poisson.
Dans cet article, nous proposons une generalisation de ces résultats dans

deux directions :
- On ne considère plus une suite de variables aleatoires i. i. d. mais une

chaine de Markov recurrente positive.
- L’espace des etats R est remplace par Plus precisement, on

remplace l’intervalle [xk (8), 1 (9)] compris entre deux sauts successifs
de fe (x) par un domaine De c IRd. On se contentera donc ici d’etudier une
chaine a valeurs dans De.

Le modele propose ici inclut Ie modele de translation où Y~ est une
chaine de Markov recurrente positive a valeurs dans un domaine D c f~d,
et où P8 est la loi de la chaine definie par :

et aussi le modele multiplicatif, où sous les mêmes considerations on a :

of ~~)=(~i~i,....~~) si ~-=(x~~~--.~d) et

~=(~1. ~2~ - - -. ~) sont deux elements de [R~.
Signalons aussi que la demonstration repose sur l’utilisation des proces-

sus de Hellinger, technique qui simplifie beaucoup les calculs.
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521STATISTIC OF A MARKOV CHAIN

Les hypotheses que l’on fera sont de trois ordres et portent sur :
- la régularité de la dépendance en e,
- la regularite du domaine D dont le bord aD porte les singularites de

la loi de la chaine,
- et enfin, le noyau de transition de la chaine (ergodicite, homoge-

neite...).
Le cas où D est non borne necessite des hypotheses supplementaires et

sera traite separement en annexe, a la fin de l’article.

2. NOTATIONS ET HYPOTHESES

2.1. Dépendance en 8

On se donne une chaine de Markov a valeurs dans un domaine
_

Soit B)/ une application definie sur U c (~k x Rd a valeurs dans 

On suppose que Bj/ est de classe C3. De plus, pour tout 8 fixe,
l’application :

sera supposee etre un diffeomorphisme de De = ~ y, (8, y) E U ~ sur D. Si
designe le processus canonique sur on pose alors :

On supposera que 0 ~ 0398 (ce qui n’est pas vraiment une restriction) et
que ~r (o, y) = y de sorte Si tel n’est pas le cas, on

remplacera W par 03C8-0 1°03C8 et on remplacera D par DO. Le point 0 ne joue
aucun role particulier, on peut prendre a sa place n’importe quel point de
reference 80 E 8.

2.2. Domaine D

D est une variete a bord bornee de classe C1 1 par morceaux, c’est-a-

dire : aD = U Ai où chaque Ai est elle-même une sous-variete a bords de
t=i i

Vol. 27, n° 4-1991.



522 L. LADELLI ET H. SADI

dimension 1 avec Ai~Aj~~Ai pour et les surfaces de aD et de
q

respectivement de dimension d- 1 et d - 2, sont finies.
i= 1

2.3. Noyau de la chaine

On suppose que :
(a) La variable Xo admet une densite continue sur D et nulle en dehors

de D.

(b) La probabilite de transition de s’ecrit :

avec F de classe C~ sur ( f~d) z .
(c) On suppose de plus que la chaine est ergodique, ce qui se produit,

par exemple sous 1’hypothese (b), des que F > 0 sur D x D. Sa probabilite
invariante x admet alors la densite :

3. ENONCE DES RESULTATS

Les résultats sont exprimes en termes de convergence en loi des experien-
ces filtrées (dont on precise ci-dessous la definition) par le biais de

la convergence en loi des processus de vraisemblance convenablement
renormalisés.
On note par filtration engendree par le processus canonique

sur l’espace canonique et par Qe la loi de la chaine

.

P~ designera la probabilite et si en outre [nt] note la partie entiere
de nt, on a alors : ~n = (S2, 

Par ailleurs, etant donnes deux paramètres 03B6 et e nous noterons

Zn,03B603B8= ((Ze’ le processus densité generalise de Pn par rapport a Pe
defini de la maniere suivante : si l’on pose (resp. Z~~ n) comme la
densite de P~ (resp. P~) par rapport a une mesure qui domine P~ et p, on
a alors Z8~ ~ = Z~~ n~Zs’ n lorsque le denominateur n’est pas nul et 0 si le

denominateur est nul.

Dans l’expérience limite, le role joue par aD est remarquable. En fait le
domaine D n’intervient que par son bord aD lequel porte les singularites
de la densite. Si s E aD, designons par n (s) la normale en s a CD orientee
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523STATISTIC OF A MARKOV CHAIN

vers 1’exterieur et posons :

of ( ., , . ) designe le produit scalaire dans et

où x est un point courant de R la mesure de surface sur aD, et
on rappelle que f désigne la densité de la probabilité invariante. La mesure
y9 est donc une mesure sur I~ + x R x aD.

Considerons maintenant les mesures ponctuelles sur f~ + On
note Q’ l’ensemble de ces mesures et Jl la mesure canonique sur Q’. On
munira Q’ de la plus petite filtration (~ t) qui rend adaptes les processus

t] x A) of A est un borélien de R x aD. Enfin désignons par P8 la
seule probabilite qui fait de Jl une mesure de Poisson d’intensite y9 et par
C 1’experience (Q’, ~ t, Pe).

Ces notations ainsi fixees, on dira que en tend vers C faiblement
fonctionnellement si pour toute partie finie I c 0 et pour tout 03B8 ~ I

est defini de la meme manière que Z8~ ~, pour Fexperience c. Cette
convergence, qui est la convergence en loi des processus pour la topologie
de Skorohod, sera notee par :

THÉORÈME. - Sous les hypotheses 2. 1, 2.2 et 2. 3, on a :

Remarque. - Si l’on avait impose Yo = y et 1 ( y) ~ ~e,1 ( y) pour
il aurait ete impossible d’obtenir la convergence des experiences ci-

dessus. Mais dans ce cas, le probleme statistique est sans interet puisqu’on
arrive a distinguer les parametres des n = O.

Par ailleurs si f = 0 sur aD (ce qui equivaut a F nul sur aD), le résultat
est encore vrai mais sans interet dans ce cas. Cela signifie qu’on est dans

le cas regulier. II faut alors remplacer la normalisation en  par celle en
n

1 n03B1 avec 1 /2 __ a  1 et les experiences ( Q, Q-) convergent dans ce
cas vers une experience limite gaussienne.

Vol. 27, n° 4-1991.
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4. DEMONSTRATION

Comme le processus de Hellinger associe a I’expérience limite est ici
déterministe et continu, le résultat annonce sera demontre si l’on prouve
la convergence simple des processus de Hellinger. Rappelons a cette fin
quelques notations :
~ est l’ensemble des familles avec et tel que si

Ia = ~ 8, ae > 0 ~ on ait L a~ =1 et Ia de cardinal fini .
03B8 ~ I03B1

Notons par H les integrales de Hellinger associees a a E j~ et pour
1’experience en, au temps t = 0, par H(0153)o les integrales correspondantes
pour l’expérience 6. Enfin, h designe le processus de Hellinger associe
a l’expérience ~~ et h ((X)t celui associe a C.
Le théorème sera alors demontre lorsqu’ on aura montre que :

4.1. Demonstration de (I)

V 8 E I03B1 (a l’avenir on notera I a la place de Icx) on a :

Or, si G est la densite de Yo,

of ( . ) désigne le jacobien de l’application y --> 03C803B6/n (y). D’ou, si l’ on

pose Mn = (~ D~~n
~EI 1

Par ailleurs pour tout ç E on a = 1 et donc H (a)o = 1. Il nous

faut donc montrer que H(03B1)n0~ 1. Comme 1Mn tend vers que

n (~/n, y)) X ~ ( y) ~ est continue sur un domaine borne et qu’elle
~e! i

tend vers G, le théorème de convergence dominee donne alors le resultat.

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Pour montrer (II), nous aurons besoin des expressions explicites des
processus de Hellinger h (a)r et de h 

4 . 2. Calcul de h et de h (a)t

Soit Q une mesure qui domine les Po, 9 el, et ZO le processus densite
de Po par rapport a Q. Lorsque la partie martingale du processus densite
Z~ est nulle, la formule donnant 1’expression du processus de Hellinger se
simplifie. Si on note Zt = I, on obtient :

sur r (a) = n ~ Ze > 0 ~, et defini arbitrairement ailleurs et vz la mesure
i

de Levy de Z. Dans le cas particulier qui est le notre, nous allons calculer
h (a)t en utilisant la formule de Girsanov pour les mesures de Poisson

laquelle nous permet de calculer les processus densite. Pour une introduc-
tion aux processus de Hellinger, on pourra se rapporter au livre de Jacod
et Shiryaev [4]. Les criteres de convergence utilises ici sont tires de Jacod
([2]. [3]).

4 . 2 .1. LEMME. - Une version h est donnée par :

ou 6 (ds) désigne la mesure de surface de aD.

Preuve. - On a facilement une mesure v qui domine les v~ en posant :
v (dt, dx, ds) =, f ’ (s) 1~D (s) 11-~, A] (x) 1R+ (t) dt x cs (ds)

of A = sup cpe (s), il s’ensuit que :
8~I i

avec Ue (t, x, s) =1 aD (s) 11-~, 03C603B8(s)] (x) (t). Comme U03B8-1 ( est 

grable sur tout intervalle [0, t]. Le théorème de Girsanov pour les mesures
de Poisson dit alors que si Q est la probabilité qui fait de  la mesure de

Poisson d’intensité v, la densité Z03B8 = est obtenue par la formule :

Vol. 27, n° 4-1991.
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11 apparait sur cette formule que la partie martingale continue de Z est
nulle. Une version du processus de Hellinger est donc donne par :

Comme on a ~ a~ =1 ~ on obtient la formule de 1’enonce.
~EI i

4. 2. 2. LEMME. - Le processus h est donné par :

Preuve. - On remarque d’abord que si l’on pose
= Cette remarque ramene la demonstration au cas n = 1. Pour

calculer le processus de Hellinger, il sera commode de l’exprimer comme
la somme de ses sauts qui interviennent ici a des temps entiers. A cette
fin, exprimons aussi simplement que possible les processus densite qui
interviennent dans nos calculs.

Les hypotheses d’absolue continuite faites sur la loi initiale et le noyau
de transition font que la mesure de Lebesgue normalisee par une fonction
g > 0 d’integrale 1 sur [Rd donne une loi qui domine toutes les marginales

+00

de Pe. Plus préciment, la loi Q fait du processus canonique une
i=o

suite de variables i. i. d. La densite Z9 de p9 par rapport a cette loi vaut
donc :

De nouveau on remarque sur cette formule que la partie martingale
continue du processus densite est nulle. Par ailleurs la mesure de Levy vZ
est donnee par :

La meme formule que celle appliquée dans la preuve du lemme precedent
donne alors, vue la structure multiplicative des Zq et le fait que L a~ = 1:

11 en decoule alors la formule de 1’enonce.
Passons maintenant a la demonstration de la convergence de h vers

h sous P8, V 8 E I.

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Afin d’etablir cette convergence, nous decoupons en deux
morceaux :

soit, en tenant compte de ce que 1= F (Yi, y) dy :D

et

Introduisons une notation qui nous permettra d’exprimer les résultats
intermediaires que nous enoncerons dans les lemmes ci-dessous : soit

vn s, ...) une fonction definie sur Q x aD x ..., on ecrit que

vn = ou ( 1 /h) pour exprimer que

4. 2. 3. LEMME. - On a :

Preuve. - Les deux termes de la somme exprimant a? se calculant de
la meme maniere, nous ne traiterons ici que le premier terme :

Notons par aD + la partie du bord de D qui est a l’extérieur de D~.
Pour evaluer 1’integrale ci-dessus, nous donnons une expression appro-

chee de la mesure de Lebesgue de Posons :

ou E > 0 est fixe.
q

Notons A = U aAi (cf 2 . 2), AEn un En-voisinage de A dans Rd où
i=1 i

Notons également par Cn l’intersection de ce voisinage avec D
et par Bn le complementaire de dans 

Vol. 27, n° 4-1991.
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Pour S E Bn, designons par xn (s) le premier point d’intersection de la
normale en s a ~D, lorsqu’on se dirige vers I’interieur de D, avec Dn et
par la longueur du segment [s, xn (s)].
Remarquons que lorsque s E Bn, pour n assez grand, uniformement en

s, les segments [s, xn (s)] sont deux a deux disjoints.
Par ailleurs, comme Bn), s E A ~ -~ 0, et que la surface

(d- 2) dimensionnelle de A est finie, on en déduit que :

L’ensemble DBDn est obtenu en prenant l’union des deux parties
suivante : la premiere est U [s, xn (s)] et la seconde est le complémentaire

S E Bn

dans DBDn de cette premiere partie. Cette seconde partie est contenue
dans Cn dont le volume de l’ordre de :

Par ailleurs, comme F est de classe CB ses dérivées sont bornees sur
D x D, on a donc que la premiere partie de ani vaut :

On evalue Bn (s) : on définit 03B2n,03B8(s) et en remplaçant dans la
definition de ~in (s) et de xn (s), D~ par D:. On alors :

Rappelons que n (s) est le secteur unitaire normal a aD en sEaDaA
et oriente vers Fexterieur de D.

Posons (s). On a alors :

Mais

et

soit en definitive :

Annales de Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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On peut donc conclure que :

En faisant un calcul analogue pour l’autre partie de an on trouve

finalement :

où designe le complementaire de aD + dans aD, ce qui est le résultat
annonce dans le lemme.

Passons maintenant au calcul des b7.

4. 2.4. LEMME. - On a :

Preuve. - Pour evaluer 1’integrale

faisons un développement limit[ a l’ordre 1 de 1’integrand. On obtient la
somme des deux termes suivants :

Comme F est de classe C2 et B(/ de classe C3, que D est borne, Ie reste
de ce développcment limite est un ou ( 1 /n).
Comme le volume de D  Dn est de l’ordre de on peut remplacer

dans 1’integrale Udy le domaine d’integration par D en ne faisant
qu’une erreur de l’ordre d’un ou ( 1 /n). On obtient finalement :

Vol. 27, n° 4-1991.
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Passons maintenant a 1’autre morceau :

Comme ~r (o, y) = y, on a :

. D’ou il vient :

De meme que precedemment on peut remplacer le domaine d’integration
Dn par D en ne faisant qu’une erreur de l’ordre de ou (1/n). Puis en
appliquant le théorème de Stokes, on obtient :

Ceci termine la preuve du lemme.
Appliquons maintenant le théorème ergodique a h (a)". Comme :

on trouve que :

On a donc aussi :

l’Institut Henri Poincaré - Prohahilités et Statistiques
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A. ANNEXE

Cas non borne

Pour le cas non borne, un certain nombre d’hypotheses supplementaires
nous seront necessaires dans les calculs sur ani et b7.
Le cas où aD est borne se traite facilement et avec une seule hypothèse

supplementaire qui est de pouvoir permuter le signe somme avec Fopera-
teur de derivation partiel en x de F (x, y).
La demonstration de la convergence de H ne pose pas de problemes.

Il suffit d’etudier separement les intégrales sur D n B (0, N) et sur

D (~ B (0, N)~.
La convergence h --~ h est plus compliquee a demontrer et on

utilisera un precede diagonal qui reliera le rayon N de la boule B (0, N)
et l’indice n.

Voici les hypotheses supplementaires.

Al. Dependance en 8

La croissance en y des derivees de W par rapport a 8 doit etre controlee
pour 8 proche de 0. On suppose qu’il existe 03B4>0, r >_ o, et K >_ 0 tels que :

A2. Domaine D

D est une variete a bord de classe C~, de courbure minoree au sens
suivant: 3c>0, 3a>0 tels que ~s~~D et a) la courbure
en s’ d’une courbe contenue dans aD et un plan orthogonal a aD en s est
minoree par c. Cette hypothèse sert a eviter que des normales a aD en
deux points de aD proches l’un de l’autre ne se coupent trop pres de aD.
On supposera également que la mesure de surface de B (0, N) est
de l’ordre de Nd-1.
En fait, meme dans le cas non borne, D peut admettre des singularites

qui ne sont pas trop compliquees (voir la remarque 1 qui suit la demonstra-
tion ci-dessous).

Vol. 27, n° 4-1991.
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A3. Noyau de la chaine

(a) 3K>0, 3p>2r+dtels que :

avec g Lebesgue intégrable sur [Rd

(b) Si ge (x, y) = F (x), 03C803B8 ( y)) ! J03B8 ( y) |1D (y) [ceci represente le noyau
de transition de la chaine (X~)], on suppose l’existence de ~ ~ 0 tel que :

et

A4. Théorème

THÉORÈME. - Sous les hypothèses Al, A2 et A3, on a, en utilisant les
notations de 3, la convergence des experiences :

Démonstration. - La demonstration dans le cas non borne presentant
beaucoup de similitude avec le cas borne, nous n’ecrirons que les points
delicats. Nous nous contenterons de faire dans le detail la demonstration
donnant l’expression comme une integrate sur le bord du domaine.
Le cas où ~~ admet des singularites est traite dans la remarque qui suit
cette demonstration.

A5. Lemme

LEMME. - Sous les hypotheses Al, A2 et A3 on a :

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Preuve. - L’idee de la demonstration est de regarder séparément ce qui
se passe a Finterieur d’une boule B (0, N) et de montrer que les integrales
a Fexterieur de cette boule sont negligeables. Mais comme chacune d’elle
intervient comme terme d’une somme qui comprend n termes, il faut veiller
a ce que la contribution en dehors de chaque boule soit un On

utilisera donc un precede diagonal. Soit une suite de nombre reels positifs

N n tels que (1+Nn)2r~0 quand n - 00. On notera N n par N dans la
n

suite. Pour evaluer le volume de = (~ B (0, N), posons
pour s E aD, sn = 03C8-103B8/n (s). Fixons 03B8~I et notons [ie (s) la longueur du
segment [s, xn], où xn est le premier point d’intersection de la normale en
s a aD (orientee vers le demi-espace contenant sn) avec aDo/n.

Alors grace a Fhypothese faite sur la courbure de aD et le choix de N
et n on n (s) ~ = ou ( 1 /n), puisque ce terme est de l’ordre

((1+Nn)r n)2.
Mais :

Le reste est bien un ou(1/n)car~~2 ~203B803C8(03B6,s)~~K(1+N))r pour 03B6 petit

et ~eB(0, N), ce qui est le cas puisque ~e[0, Done

Auparavant nous allons aussi approcher F (Yi, y) xn] :

~F (Yi,y) - F (Yi, s)~ est de l’ordre de (1 + K II s lI)p p( 
1

De sorte que l’on a :

Ou l’on note, comme precedemment, par 8D+ la frontiere de D exté-
rieure a Dn. Pour l’autre partie, a savoir :

Vol. 27, n° 4-1991.
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on trouve :

où designe la partie de la frontiere interieure a Dn. Soit donc en
definitive, en regroupant les deux parties :

A 1’exterieur de la boule B (0, N), la décroissance de F (Yi, y) en y
entraine que :

puisqu’on a suppose que p > 2 r + d, ce terme est bien un si on
prend N = Ceci établit presque le résultat annoncé, pour l’instant
on a montre que :

Pour terminer, il reste a remplacer le domaine d’integration
~D n B (0, N) par aD tout entier. Ce faisant, on ne modifie 1’integrale
que d’un ou ( 1 /n) puisque :

ona:

Si on multiplie ce résultat par 1 /n, on obtient bien un Ceci nous

permet de conclure que :

A6. Remarque

Remarque. - 1. Dans le cas ou 3D est seulement C~ par morceaux,
nous pouvons generaliser la demonstration au cas ou la surface d- 2

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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dimensionnelle de est de l’ordre de On enferme

comme dans le cas borne les singularites vA dans un tube de rayon -, et
n

sur ce tube Cn on montre que l’intégrale que l’on cherche a evaluer est un

ou ( 1 /n), en effet, on a :

où l’on a designe par C une constante positive.
2. Les hypotheses 3 (b) servent uniquement dans les calculs sur les bn.

Elles permettent de négliger notamment les restes qui interviennent dans
les developpements limites.
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