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Etude de Pévolution de I’énergie libre

par

Laurent MICLO
60, rue des Cigognes, 67540 Ostwald, France

ResuME. — On s’intéresse aux algorithmes du recuit simulé sur R”, pour
lesquels on propose une nouvelle démonstration de la convergence. On
montre, en utilisant des inégalités de trou spectral, que ’énergie libre (i. e.
le gain d’information de la loi du processus en un instant par rapport a
la probabilité stationnaire en cet instant) satisfait une inégalité différentielle
qui implique, pour certains taux de décroissance de la température vers
zéro, la convergence du processus vers les minimums globaux du potentiel.
Cet article est le développement d’une note publiée aux C.R. Acad. Sci.
Paris sur ce sujet.

Mots clés : Recuit simulé, création d’entropie, trou spectral.

ABSTRACT. — We consider simulated annealing algorithms on R", for
which we propose a new demonstration of the convergence. We prove, by
using spectral gap inequalities, that free energy (i.e. the relative entropy
of the distribution of the process at one instant, with respect to the
invariant probability at this moment) satisfies a differential inequality,
which implies, under some decreasing evolutions of the temperature to
zero, the convergence of the process to the global minima of the potential.

Classification A.M.S. : 60J 60.
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236 L. MICLO
0. INTRODUCTION

On se propose de localiser les minimums globaux d’un certain poten-
tiel U, défini sur R", en utilisant une méthode probabiliste : ’algorithme
du recuit simulé.

Considérons un processus de diffusion, dont le terme de dérive est le
gradient du potentiel, et dont le coefficient de diffusion (qui représente la
racine carrée de la «température») décroit vers 0, quand le temps tend
vers l'infini. Sous certaines conditions, le systéme aura tendance a se
concentrer au voisinage des minimums du potentiel. Cependant, si la
décroissance de la tempéature est trop rapide, il pourra se geler en des
minimums locaux. Il s’agit donc de déterminer les bons taux de refroidisse-
ment.

Nous montrerons qu’il existe un nombre ¢>0 tel que pour tout k>,

o , k . .
une décroissance de la température en m entraine le systéme vers les
n (¢

minimums globaux. Il nous est possible d’estimer la vitesse de cette conver-
gence, et dans certains cas (présentés dans I’appendice), nous obtenons
des résultats plus précis, notamment que la convergence de l'algorithme
du recuit simulé peut avoir lieu pour un refroidissesment en
¢
In()—Aln(In(?))

Géométriquement, la constante ¢ peut étre décrite de la maniére
suivante :

Pour x, yeR", on pose %, , 'ensemble des chemins allant de x a y,
c’est-a-dire I'ensemble des applications continues ¢:[0,1] — R" telles que
©(0)=x et @(1)=y. Un chemin @e%, , étant donné, on définit son
¢élévation par

, pour une certaine constante A >0.

X,y

e(@= sup U(p())-Ux-U»+U,
0st=1
ou Uy=min U (z). La constante c est alors donnée par
zeR"
c= sup ( inf e(@))
x,yeR" 9€%x,y

Elle est également liée au comportement asymptotique de la seconde
valeur propre (ou trou spectral) de certains opérateurs (qui sont les
générateurs infinitésimaux des diffusions considérées), et c’est cette derniére
présentation que nous utiliserons.

Signalons que la convergence de I’algorithme du recuit simulé sur R"
avait déja été démontrée, pour k assez grand, par T. S. Chiang,
C. R. Hwang et S. J. Sheu [2], puis par G. Royer dans [11] pour k>c.
Cependant la méthode présentée ici est totalement différente, et semble
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RECUIT SIMULE SUR R" 237

plus simple et plus précise. Nous étudierons ’évolution d’une quantité
appelée «énergie libre», associée naturellement au systéme considéré, et
qui se révélera étre un outil trés performant pour I’étude de 1’algorithme
du recuit simulé en général. On démontrera qu’elle satisfait une certaine
inégalité différentielle, et tend vers 0 en D'infini, sous certaines hypothéses,
ce qui entraine la convergence du processus vers les minimums globaux
du potentiel. Précisons que cette méthode permet également d’obtenir,
quand la température est constante, des résultats quantitatifs sur ’ergodi-
cité des processus considérés.

L’avantage de cette approche est d’étre trés générale et de pouvoir se
transposer (se simplifier en fait) pour traiter le cas ou ’espace des phases
est un ensemble fini ou une variété riemannienne, compacte et connexe
(cf. [10]), ce qui permet de retrouver des résultats connus (c¢f. [5] et [6]).
Mais surtout, on peut la généraliser en dimension infinie, c’est le cas, par
exemple, pour des diffusions invariantes par translation sur Mz M
désigne une variété riemannienne, compacte, connexe et orientée), dont
l’intensité du terme de diffusion tend vers 0, et dont la dérive est, formelle-
ment, le gradient de potentiels d’interactions (de rang fini, et invariants
par translation) associés a certaines mesures de Gibbs (cf. [10]).

Notons que de nombreux travaux ont été faits sur I’algorithme du recuit
simulé 4 temps discret sur un ensemble fini, souvent motivés par des
problémes concrets (optimisation combinatoire, restauration d’images...).
Pour ce sujet on renvoit a la thése d’Olivier Catoni [1] et aux références
qu’elle contient.

REMERCIEMENTS

Je tiens, tout particuliérement, a remercier H. Doss, qui a bien voulu
relire cet article et m’a suggéré certaines simplifications, pour son soutien
et ses encouragements.

1. PRESENTATION DU RESULTAT PRINCIPAL

Commengons par préciser les hypothéses que nous ferons sur le
potentiel U.
UeC*(RY, R)
lim U(x)=o
(H)) <1
lim |VU|(x)=
|x| = o

|V U |>— AU est minoré.

Vol. 28, n° 2-1992.



238 L. MICLO

UeC*® (R",R)
U et chacune de ses dérivées ont une croissance
(H,) . v
au plus polyndmiale en I'infini.
VU est globalement lipschitzien.
Remarques. — (a) Typiquement, ’exemple suivant satisfait les deux

hypothéses précédentes :
UeC*((R",R)
et il existe R>0, C; >0 et 1 <a <2 tels que
X|2R = UE@=C,|xf

(ou |.| désigne la norme euclidienne usuelle sur R").

(b) Les hypothéses (H,) et (H,) joueront des rdles bien distincts, et il
doit étre possible d’affaiblir considérablement (H,) (voire de I’éliminer?).
En effet, elle ne nous servira qu’a obtenir (par le calcul de Malliavin) des
résultats de régularité de la loi, & un instant >0, de la diffusion considérée,
et les résultats ainsi obtenus seront disproportionnés par rapport aux
estimées dont nous aurons réellement besoin.

Introduisons le modele stochastique que nous étudierons.

Soient B=(B,);>, un mouvement brownien a valeurs dans R". défini
sur un espace de probabilité (@2, #,P) et X, une variable aléatoire de Q
dans R", de loi m et indépendante du processus B.

Soit o une application de classe C* de R, dans R*, qui représentera
I’évolution de la température en fonction du temps.

On sait qu’il existe une unique diffusion X=(X,),5, a valeurs R", régie
par

(1) dX,= /(1) dB,~ %VU(X,)dt

(X, étant I’état initial donné précédemment).

C’est cette diffusion X qui, sous certaines hypothéses, convergera en loi,
quand ¢ tend vers ’infini, vers les minimums globaux du potentiel U. Pour
t=0, nous noterons m, la loi de X,.

On supposera, dans toute la suite, que o(¢) tend vers 0 quand ¢
tend vers l'infini. On fera également I’hypothése que pour tout =0,
o (1)el0, 1/2], ce qui ne restreint pas la généralité du probléme, quitte a
multiplier U par une constante, comme on peut le voir par scaling du
mouvement brownien et par changement de 'unité de temps.

Présentons une famille de probabilités qui jouera un réle important.

Notons (¢f. Jacquot [8]) que I'hypothése (H,) implique qu’il existe deux
nombres A,, A,>0 tels que pour tout xeR", on ait

U®)2A, |x|-A,
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RECUIT SIMULE SUR R" 239

On définit alors, pour tout £>0,

g ()= : exp(— éU(.))
ICXP(—(l/S)U(X))dX

8. est la densité d’une mesure de probabilité (qui sera encore notée g,) sur
R". Remarquons que g, , est la probabilité réversible «instantanée», au
temps ¢, de la diffusion X.

Rappelons quelques propriétés des mesures g, :

Quand ¢ tend vers 0, g, tend a se concentrer au voisinage des minimums
globaux de U, et en fait, on a méme un principe de grandes déviations,
avec pour fonctionnelle d’action U—U,, ou U, est le minimum de U.

Dans certains cas, on a aussi des résultats de convergence étroite des
g quand ¢ tend vers 0 (c¢f. Hwang [7]):

Soit N I’ensemble des minimums globaux.

® si f dx>0, ou dx est la mesure de Lebesgue sur R", alors
N

@ 1

g~ Iydx
dx
N
e si N={x,}, alors
g5 Bxo
e si N={x,,...,x,}, alors
@ 1 o 12
8: Y (detU” (x))~ 23,

1

Y (et U” (x))~ 12"~
i=1

e Plus généralement, supposons que N soit une réunion finie de variétés
de classe C3, compactes, connexes et de dimensions strictement inférieures

a n [on suppose seulement que U est de classe C3, satisfait

lim Ux)=o0 et fexp(— U(x))dx< oo]. On note M la réunion des

|x| =

0’u
or?
nant du hessien normal & N en xeN. Il existe une mesure intrinséque .#
sur M telle que si on suppose que pour tout xeN, on ait

composantes de N de plus grande dimension, et det( (x)) le détermi-
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240 L. MICLO

2
det v (x)) #0, alors
or?

1

J det (92 U/or?) ()2 M (dy)
M

s P2U N\
803 det( o (x)) M (dx)

On définit ensuite, pour =0, I’entropie (aussi appelée I'information de
Kullback et que 'on désignera comme «l’énergie libre») I,(p) d’une
probabilité p sur R", par rapport 4 g, €n posant

o)
go @)

. n .., d]
si p <dx, en notant de la méme fagon p et la densité d—p,
X

L(p)=

+ 00, sinon.

I, (p) mesure, d’une certaine manicre, la distance entre p et g, ). En effet,

ona
llgsw—rll=4 /2L (p)

ou ||.|| désigne la variation totale (cf. [5]).

Enfin, décrivons la constante ¢ (pour ’équivalence de cette présentation
et de celle donnée dans la section précédente, voir [8]).

Sur lespace de Hilbert L?*(R"g,.), on considére Iopérateur
autoadjoint, positif —L,, qui est ’extension de Friedrichs de ’opérateur
symétrique —.%, défini sur I'espace des fonctions de classe C? a support
compact par

f,m%[c(t)mp—wu,vw]

L’hypothése (H,) assure que le spectre de L, est discret. 0 est la premiére
valeur propre et admet pour espace propre les fonctions constantes. Soit
A, la seconde valeur propre, i. e.

1 [1972 8000
=-o(f) inf
RO J (=S 8o o (d)

ou . ), désigne I'espérance par rapport a g, , (dx).
Il est connu (voir, par exemple, [8]) que sous (H,), la limite suivante
existe et qu’elle est positive ou nulle
c= lim —o()In(})

c(t)—» 0
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RECUIT SIMULE SUR R* 241

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de
cet article.

THEOREME 1. — Supposons que la loi initiale m ait des moments de tous
ordres.
Sous les hypothéses (H,) et (H,), si pour tout t assez grand, on a

0'(t)=—k—, ou k>c

7
alors,
lim I, (m,)=0

t— o
Ainsi, sous les hypothéses du théoréme, les résultats décrits précédem-
ment pour g, ,, quand o (z) tend vers 0, seront également valables pour
m,, quand ¢ tend vers I'infini [en effet lim I, (m,)=0 entraine que les g, ®

t— o
et les m, ont mémes points d’adhérence pour la topologie de la convergence
étroite, quand ¢ tend vers l'infini].
L’algorithme du recuit simulé est donc justifié dans ce cas.

2. QUELQUES PRELIMINAIRES SUR LES LOIS m, POUR ¢>0

Dans cette section, nous allons rappeler quelques résultats sur la régula-
rité des m,, pour ¢>0, et nous démontrerons certaines majorations sur les
moments de ces lois qui nous seront utiles par la suite.

Commengons par remarquer que 'hypothése (H,) est exactement celle
dont nous avons besoin pour pouvoir appliquer le calcul de Malliavin tel
qu’il est présenté par Kusuoka et Stroock dans [9] [cf. les exemples (3. 14)
qu’ils donnent], a la diffusion X. On obtient, si m=35, pour un certain
xeR", que pour tout >0, (8,), admet une densité de classe C®, par
rapport a la mesure de Lebesgue. Cette densité posséde des propriétés de
régularité trés fortes, ainsi, par exemple, pour tout multi-indice o e N"* et
tout T> 1, ’application

IT-1 T[>< R”—»R
(@, y)'—> (5 ): (1)

est continue et bornée par une expression du type
|)v (T, [a])

et |Ot =a,+...+a, (Pour la continuité, voir théoréme (2.23) de [4].)

Vol. 28, n° 2-1992.



242 L. MICLO

Ainsi, si m est une probablité sur R" ayant des moments de tous ordres,
on voit que m, admet, pour ¢>0, la densité de classe C*

m:(-)=Jm(dx)(5x)t(-)
par rapport a la mesure de Lebesgue, et si on pose, pour tout T>1,
Cte (T)=K (T, 0) J(l +|x )7 ™D m(dx)

alors, pour tout te[T~ 1, T],
l|m, ()] = Cte (T)

D’autre part, on sait que m, est une solution faible de ’E.D.P. parabo-
lique sur ]0, oo X R"

k=n
?2) %=$’) Z i<g 0 J’i)

05 "
ot 2 k=1 (7xk ° axk &8s 1)

[équation de Fokker-Planck associée a la diffusion décrite par (1)].

Mais les résultats précédents nous permettent de voir qu’en fait, m, en
est une solution forte [i.e. que (2) est satisfaite au sens de la dérivation
usuelle des fonctions]. On en déduit aussi que I’application

10, +oo [xR"-> R,
(1, x) > m, (x)
est de classe C?, car o est C!.
Remarque (importante). — Pour démontrer le théoréme 1, on oubliera

les résultats présentés ci-dessus ainsi que ’hypothése (H,), et on s’efforcera
de n’utiliser, outre (H;) et le fait que m admet des moments de tous

ordres [i. e.Vp20, JI UlPm(dx)<+ oo], que les faits suivants

Y t>0, m,(dx) admet une densité de classe C2, m,(.)
m, (x), en tant que fonction de (¢, x), ainsi que ses dérivées jusqu’a
'ordre 2 (en x), sont continues sur ]0, + co[ X R".
Pour tout T> 1, il existe une constante Cte (T)>0 telle que
Vie[T"LT], VxeR"
| m, (x)| < Cte (T)
Remarquons, par exemple, que 'assertion de bornitude dans (H;) peut

étre facilement montrée a partir de la formule de Girsanov, sous certaines
conditions sur m, si on suppose, outre (H,), que

(x)=0

(Hs)

lim 3
|x| = o IVUI
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RECUIT SIMULE SUR R" 243

lim ——(x)
x| = o |VU|2

hypothéses qui sont typiquement vérifiées dans le cas ol pour | x| assez
grand, on a

\ U@=|x|]>, avec a>2
Notons que (H;) permet de voir que pour tout x e R" fixé, ’application

10, + o[ » R,
t—m,(x)

est continiment dérivable (et sa dérivée est donnée par I’équation de
Fokker-Planck).

D’autre part, on pourrait également affaiblir I’hypothese sur m, et ne
supposer, par exemple, que

fU3 (x)m (dx)<

Nous allons maintenant prouver un résultat sur les moments des m,,
pour ¢20. On a, en fait, des majorations plus précises, qui sont présentées
dans I’appendice et qui sont utiles si on s’intéresse a des résultats plus fins
que le théoréme 1, notamment pour les taux de convergence, mais dont la
démonstration est relativement technique et fastidieuse. La forme suivante
m’a été suggérée par H. Doss.

LemMME 2. — Notons Uy = min U (x).

xeR"
Supposons que (H,) soit satisfaite et que m ait des moments de tous
ordres.
Alors, pour tout p20 et tout £€>0, il existe une constante M, >0 telle
que pour tout t 20, on ait

f (U=Up) (x)m, () M, , (t+1)
Notons que nous pouvons admettre, sans perte de généralité, que U, =0.

Nous supposerons cette convention faite dans toute la suite.

Démonstration. — Rappelons que nous avons déja défini, pour =0,
I’opérateur
_o@®

£.==

1
A.— (VU,V.)
2
Nous le supposerons ici défini sur I'espace des fonctions de classe C2.

Vol. 28, n° 2-1992.



244 L. MICLO

Soit p=2, alors UP? est de classe C?, et

2,0r= @Ol (=) (VU,VU)
+pUP~LAU]-pUP~1(VU,VU))
Du fait que | VU|>— AU est minoré et que lim [V U|(x)= oo, il existe

|x| = o

un nombre R, >0 tel que si |x|=R,, on ait
%lVU|2(x)—AU(x)gO

D’autre part, soit R, >0 tel que | x|=R, implique

p-1 .3

22U "4

Posons R=R, v R,. Pour xeR" tel que |x|=R, on a
2.2,U” (%)
=o(npUP~* (X)AU(X)+P<GU)%—(—1) - I)Up_l(x)|VU|2(X)
x
<o(p U WAUM)= 3p U () VUL ()
éc(t)p(AU(x)— %|VU|2(x)>U”_1(x)§O
[on a utilisé le fait que pour tout =0, o (£)<1/2].

Cependant, il existe clairement une constante K >0 telle que

VxeR"/|x|<R,
[p(p—DUP~2(VU, VU )+pUr 1 AU](x) =K

On a donc montré que,
V=0, VxeR"
L, UP (x) S %Ko(t)g %K
Appliquons la formule d’It6 4 la fonction U” et a la diffusion décrite

par (1).
Pour ceci, on introduit, pour />0, le temps d’arrét

T,=inf{20/U(X)2!}
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On a alors, P-p.s., V=0,

t AT,
U (X, , T,)=UP(X0)+J‘ 2,UP (X)) ds

0

+th Ve X){VU(X,), dB,)

0o

Mais ce dernier terme est une « véritable » martingale [car U (x) </ implique
que x est dans un certain compact, et sur celui-ci |VU|(x) est borné],
ainsi en prenant ’espérance de 1’égalité précédente, on obtient

E[U? (X, \1)]=E[U? (X)]+ E UMT’ Z, U7 (X,) dS] = '[U"(X)m(dX) + % t
0

qui est bien fini par hypothese.
On fait alors tendre / vers I'infini, pour s’apercevoir, par convergence
monotone, que

B[UP(X)]< J UP () m (dx) + %t

Nous venons donc de démontrer que pour tout p=2, il existe une
constante K ,>0 telle que

V=0,
IU"(x)m,(dx)ng(l +1)

(d’ou le résultat annonceé pour € 1).
Soient p=2 et 1>€>0, on a alors, pour tout =0,

JU” () m, (ds) < (fum )m, (dx))g
i é (I(p/a)£ (1 + t)E

Il suffit donc de poser M, . =(K,.)".
Le résultat pour 0<p<2 s’en déduit aisément. [

Remarque. — Les résultats de cette section nous montrent déja que sous
les conditions (H,) et (H;) et sous ’hypothése que m admet des moments
de tous ordres, on a pour tout >0,

I,(m)< oo

[en effet, d’aprés ’hypothése (H;) on a fln (m, (x)) m, (dx) < oo et d’apres

le lemme 2, on a fl Ingg o (x)|m, (dx) < oo].

Vol. 28, n° 2-1992.



246 L. MICLO

Ils nous permettent également de voir que pour tout p=0 et tout >0,

J <ln ( il >>p m, (dx) < o0
&q (1)

et plus précisément, que cette expression est uniformément majorée, pour
t dans les compacts de ]0, + oo, résultat dont nous nous servirons ultérieu-
rement.

3. ETUDE DE L’EVOLUTION DE L’ENERGIE LIBRE

En vue d’obtenir des inégalités différentielles satisfaites par I, (m,), nous
allons calculer sa dérivée temporelle. Formellement, ce calcul est immédiat.

PROPOSITION 3. — Supposons que m ait des moments de tous ordres, et
que les conditions (H,) et (H;) soient remplies. Alors I'application t+— 1,(m,)
est absolument continue sur 10, + oo, et presque sirement pour t>0,

d,om) _ 1 do() | m
" 507 J 8oy —m)dx—20(1) J ‘ .

U

go o dx

Démonstration. — Soient £>0 et pe CP (R") (espace des fonctions de
classe C® et a support compact) positive.
On commence par étudier I’évolution de la quantité suivante, définie

pour >0,
Hf=jpm,ln< e +8>dx
&s ()

L’intérét d’introduire H¢ est purement technique; notamment, cela nous
permet de dériver sous I'intégrale, sans nous préoccuper des points ou,
éventuellement, m, s’annule, et d’intégrer par parties.

Il apparait, d’aprés la condition (H;) (¢f. les remarques qui la suivent),
que lapplication ¢+ H¢ est continfiment dérivable sur ]0, + oo, et pour
tout £>0, sa dérivée est donnée par

dH f oy <ﬂ+a>dx
8o (1)
-1
+jp( L +a> oy
&8s g () ot
ey (e
8o (1) s ot
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Intéressons-nous au premier terme du membre de droite. On remplace

om . , . .
a—t‘ par lexpression donnée par I’équation de Fokker-Planck, puis on

intégre par parties, pour voir qu’il vaut

k=n
cs(t)JZ 0 < ( m, ))
— —_\J R pln 85 dx
2 k=1 6xk gt,(,) (t) Xk go(t)
ot m o m \?
_QJ\< t + pgc(t)Z( )dx
2 go’(t) 0 k gc(t)

8)
0 0
k= gcr(t) axk 5xk gc(t)

€
*, u variant entre s et ¢, pour

Soient #>s>0 fixés.

On intégre I’expression obtenue pour

u

trouver que
2
v M

t -1
Hi—H§=—Jduc(u) p< " s>
gc(u) go(“)
oo dp 0
ERONEN S X IE
8o ) k=1 0% axk gc(u)
-1
f ol 2] T
8o ) 8o ) ou
1 2
b5 (2%
8o ) 8o ) Ou

On désignera par (*) le membre de droite. Nous allons étudier le
comportement de chaque terme de (%), quand ¢ tend vers 0. Pour ceci,
commengons par rappeler le résultat suivant (voir, par exemple, le lemme
3.23 de [12)):

Notons 0 le support (compact) de p. Alors

Yu>0, V1<k<n, Vxeb,

SERCECE
axk gc(u)

. . .. m,
[cette majoration découle facilement du fait que I’application x+— —%(x)
8o )

dg o (u)

my,

8o wllc? ) &6 ()

est de classe C?, et est positive].
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Posons
K=2 sup
ssust|| 8o @ llc? @®
qui est une quantité finie, vu les hypothéses de régularité faites sur m,
dans (Hj).
Ainsi

VsSu<t, Ve>0,

-1 -1
Pl ) i)
gc(u) go(u) gc(u)

Il en découle, par convergence dominée, que le premier terme de (%)
tend, quand ¢ tend vers 0, vers
go (w)

t -1
J G(u)fp (mu/ga(u)>0}< " )
gc(u)
Jdch(u)J /
o(u)

avec la convention (que nous supposerons faite dans toute la suite) que

v M
go (w)

2
dga (w) éK fp dgu (u)

2

m
- dg o (u)

vV—%

2
dg o (u)

\% (x)=0, si x est un point en lequel m, s’annule.

gc (u)
D’autre part, du fait que pour tout x€0 et tout sSu<t, on ait

1n< u ) ()< ln( )/’"“
8o () 0xy, 8o ) f 8o w) 8

o (u)
le second terme de (%) tend (par convergence dominée), quand € tend vers

0, vers
t o) op 0
(e ()5 ()
& ) 10%; axk gu’(u)

. m, 0 m,
avec la convention que In —
&8s (u) axk 8o (u)

(x)

annule m,

Quant aux troisiéme et quatriéme termes de (%), ils tendent, quand €
tend vers 0, respectivement (toujours par convergence dominée, grace a la

présence de p), vers
t
0
fdufpl{m >O)ﬂdx
R “ ou
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t
_j dujp_"i % w 4,
s gc(u) au

om
u =0
o ()

et

Mais, du fait que

m,(x)=0 =

le premier de ces termes s’écrit aussi

t ft t
f dujpam“dx= duifpmudx=[fpmudx]
s ou Js du s

D’autre part, remarquons que pour tout >0,

.
im 1= [p 1 %) de
€0 J & 8o )

n
= pm,ln( ™ )dx
J &s 1)

Notons H, cette derniére quantité.
En regroupant les résultats précédents, on a donc prouvé que

A
8.

o (u)

t
—f du@jgw,ln<ﬂ> < Vi, V2N g
s 2 86 ) 8o (u)
+me,dx—jpmsdx

t d 1
+J; du(a au—))[pmu[U—(U),]dx

Nous allons choisir des p particuliers, que nous ferons tendre vers 1.
Soit fe C* (R"), décroissante et satisfaisant

f(x)={1’ si xZ1

0, si x=>2.

2

dx

(x*x) H,—H,= —2[

s

t
du c (u) jpgc (v)

Soit ge C* (R"), convexe et telle que pour |x|21, on ait g (x)=|x]|.
On définit, pour peN et xeR",

k=n
p,,(x)=f2< Y g(xk)—p>

=1
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Alors, p, est une fonction de classe C® a support compact, et il existe
une constante M, >0 telle que

VpeN, VI<k<n, VxelR’

0 -
lpp(x)| Vv 7\/pp(x) éMl
k
On a également que
lim p,=1
p—©
et pour tout 1 <k =<n,
p— ©

On considére (*X) avec p=p,.
Notons qu’il existe une constante K>0 (dépendant de 1 et de s) telle
que pour tout pe N,

H,—H,— Ppp(m,—ms)dx—J‘tdui<—l—>Jppmu(U—<U>,)dxg -K
K, s du G(u)

A
8o )

o

—2J duc(u)J‘gc(,‘)\/ppln< )

8o )

/ V Pps = (l >_1 M dx
\/ &o ()

&8s (u) &s (u)

Il s’ensuit que
ft

—K<-2 duc(u)ch(u)pp

vSs

2
dx

t m 2
é —2J‘ duO'(u) \[gc(u) pp \% . dx
s 8o (u)
t m. |2
+2J du o (u) Jg,(u) pp|V =1 dx
s &8s (u)

x\/J <1né:;> |V\/pp|2dx

Cependant, on a |V \/pp|2<nM et, puisque m admet des moments de
tous ordres, il existe, d’aprés la section 2, une constante M, >0 (dépendant
de s et de 1), telle que

VulsSu<t,
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J (ln————) dx<M,
ga(u)

Ainsi, si on note
2

mu
Jp(u)=J'go(u)pp V1' dx
gcr(u)
on a,
t
—K§—2Jduc(u)(Jp(u)— /anle\/Jp(u))
or,
nM2M, T (w)
/MM, /T, )< o102 4 2o
1 2 p( )_ 2 2
d’ou,

t t
nM? MZJ c(u)du+KgJ J, (w) o (u)du
s s
Notons que si on s’autorise I’hypothése (H,), ce résultat de finitude
peut s’obtenir directement, grice aux majorations en norme C? des densités
m, (qui peuvent se déduire des rappels du début de la section 2), et a la
relation (1) appliquée avec 6= R".
On fait alors tendre p vers l'infini, pour s’apercevoir, par convergence
t 2
monotone, que j duc (U) |8ew|V [ —=| dx est une quantité finie

s o (u)

t

|:majorée par nM2M, | o (u)du+ K:|.

s
Revenons a (*x) avec p=p,. On fait tendre p vers I'infini.
Le premier terme du membre de droite tend, par convergence monotone
(ou dominée, grace au résultat ci-dessus), vers

t
2J duc(u)jga(,,, y [
. g

o (u)
Le second terme est borné > est borné par

jduc(u)\/fgc(u) \/i dx\/J (ln;c;> V. /P, [2dx

qui est une quantité finie, et qui tend vers 0, quand p tend vers I'infini.
Enfin, le dernier terme tend vers

! d 1
J; du(;j; %)jmu[U—<U>u]dx

2

dx
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par convergence dominée.

Intéressons-nous au membre de gauche de (**). Il est clair (en considé-
rant séparément les points tels que m,=1 et les autres), toujours par
convergence dominée, que

lim jppm,ln dx=1,(m,)
X0

p— ®

lim f p,m,In-2 dx=1,(m,)
p = ®© o (s)

Finalement, on a donc obtenu que

Vi>s>0,

I,<m,)—13(ms)=£du[d%<$)jmu[U—<U>u1dx

-20 (u) Jgo (u)

v | T
8o (u)

o

2
dx:|
d’ou le résultat annoncé. [J
Pour obtenir une inégalité différentielle satisfaite par I,(m,), il nous reste

a comparer les termes
‘ V- 85 )
m m
It(mt)zj‘ : n< : )gc(t)dx
&s 20

Notons que nous pourrions le faire directement si on disposait d’inéga-
lités de Sobolev-logarithmiques pour les g, i-e. si on savait que pour
tout o (?), il existe une constante a(o((1)>0 telle que

VfeC'(R"), f>0,

go‘ ® dx

et

sz In(f2) g o dx §5(c(t))j|Vf|2gﬂ(t)dx+ffzgcmdxanfzga(t)dx]

~

Pour 0(t)>0 fixé, soit a (o (¢)) l'infimum des nombres a(c (t)) admis-
sibles pour les inégalités ci-dessus. Pour pouvoir exhiber des taux de
décroissance de la température qui entrainent

lim I, (m)=0

t— ©
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il nous suffirait de connaitre le comportement asymptotique de a (o (7))
quand o (#) tend vers 0. Cependant, un inconvénient majeur de cette
méthode est qu'on n’a pas, en toute généralité sous les hypothéses (H,) et
(Hy), des inégalités de Sobolev-logarithmiques pour les g, ,. Ainsi, par
exemple, il est connu que si pour | x| assez grand, on a U (x)=|x|*, avec

3 . T
aéi’ alors les mesures g, ne satisfont pas d’inégalités de Sobolev-

logarithmiques.

Par contre, précisons que ce programme est tout a fait adapté, via les
inégalités de Sobolev-logarithmiques prouvées par Holley, Kusuoka et
Stroock dans [5] et [6], & ’étude de 1’algorithme du recuit simulé en temps
continu, quand l’espace des phases, au lieu d’étre R", est une variété
riemannienne compacte, ou un ensemble fini (on considére dans ce cas un
processus de sauts), ¢f. [10].

Cette démarche est également utilisable, si on suppose, par exemple,
que pour |x| assez grand, U(x)=|x|*. En effet, on peut montrer assez
facilement, en partant des inégalités de Sobolev-logarithmiques pour les
mesures gaussiennes (¢f. Gross [3]), qu’il existe une constante ¢’ >0 telle

!

que pour tout 0<c (£) <1, on ait a(c (£))<exp <L() > Ceci nous permet
ot

de conclure (cf. le lemme de la section 5), que si pour ¢ assez grand on a

oc()=—, avec k>c/,
In(?)
alors,
lim I, (m,)=0
t— oo

Le théoréme 1 est donc démontré, dans ce cas, avec ¢’ a la place de c.
Il nous resterait & comparer ces deux constantes.

2
V.| I dg, o et I,(m,), nous passerons par
8o
. L [ m [ m 2 )
I'intermédiaire de f( L— < : > > 85 dx. En effet, par défi-
8ot sy / 1t

o c
nition de A,, on a
m, m, 2 1 _1 m,
- gsmdXx< o (DA, vV.]—
8o (1) 8o t 2 8s )

o

En fait, pour comparer J

2

dg o (1)
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|:Les points qui annulent m, ne posent pas vraiment de probléme, comme

.1, s [ m
on peut s’en persuader en considérant d’abord ' +¢, pour a>0.]
g

1l ne nous reste donc plus qu’a comparer

2
Lim) et j( [ m, _< [ m, >> Zo0d,
8o LYORAR

o (

ce qui est le but de la section suivante.

On pourrait penser que cette double comparaison risque de ne pas étre
trés précise du point de vue des estimations. En fait, il n’en est rien (ou
presque), puisque ce passage nous permettra de prouver la convergence
de Talgorithme du recuit simulé pour la constante ¢, qui est fortement
suspectée d’étre la meilleure constante pour laquelle le théoréme 1 est
satisfait (on sait que C’est le cas si on se place sur une variété riemannienne,
compacte et connexe (ou un ensemble fini) ¢f. [6]).

4. COMPARAISON DES DEUX TERMES PRECEDENTS

Commengons par un lemme général.
Soient p une probabilité, et £ une fonction de L (w),positive et telle que

sz du=1.
On notera <f>=ffdp.

LemMme 4. — Il existe un nombre 6,>0, indépendant de p et f, tel que
V0<d<39,

% f (f=(f)) du+43 sz lIn(f+e)+ 12 du ffﬂn(f)du

Démonstration. — Soit G I'application

R, -»R
x—x2lnx

Pour >0 et p> — {f), définissons
F.(p)=G(/>+p—GM-G ) p—ap?
alors,
F,(0)=F,(0)=0
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et pour p>—{f),
F(p)=3+2In(f)+p)—2a

Il s’ensuit que pour tout M >0, il existe un o (M) >0 tel que

V={f)<p=M,

F,o(P) =0

Remarquons, d’autre part, que
p21 = (p+{N)’In(p+<f))

SG' MM p+np+{fH+e)+1(p+{f))’

En effet, il suffit de voir que pour p=1, on a
G'(fMp+p*20

ce qui est clairement vérifié, puisque |G’ ({/))|=1 (car 0<{f)<1).

Prenons M=1 et posons a=a(1), la constante correspondante. On a
alors,

Vp>—={f),
(p+<{MIn(p+<f))
<GS lpg1"'°‘p2 1p§1+G’(<f>)P
+Hn(p+{fy+e)+1(p+{fN* 1,5,
<ap? 1p§1+G’(<f>)P

R I e R e i I
p
ceci pour tout 8>0. [On aura remarqué que 0<{fH><1=>G({f))=0]
Or, p>1 implique que

P+<) o)
p
ainsi, si on pose 8,=0a "', on a pour tout 0<3=<39,,
(p+{f))Pn(p+<{f))
, 1
SG'Me+ gp2+46[1n(p+<f>+e)+ 1P (p+ <)

On pose alors p=7—{f), puis on intégre I'inégalit¢ ci-dessus par rap-

port & dp pour obtenir le résultat annonce. [

Pour pouvoir appliquer avec profit le lemme précédent, nous avons
besoin de la majoration suivante.

PROPOSITION 5. — Supposons que les hypothéses (H,) et (Hj) soient
satisfaites, que m admette des moments de tous ordres et que pour t215>1,

l
on ait, pour une certaine constante 1>0, ¢ (t)= IT. Alors, pour tout €>0,
n(z
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il existe une constante A,>0 telle que,

Vt>to,
mt
In +e) | m,(dx)SA.exp
8o 1) ( )
Démonstration. — Soit pe CZ® (R"). Pour des raisons techniques, on

commence par étudier I’évolution de

2
H,=Jp<ln< e’ )) m, dx
&a

Il est clair que ¢t+— H, est une application continiiment dérivable sur
10, + oo[, et que pour tout >0,

-1
o2 ) e
dt 8o () 8o (1) &s 1)
ol ve)) G
&a (1) ot
o5
&a (1) ot
-1 2
_sz<m<ﬂ+e>)< m +e> (i) 0o 4
8 () &o (1) 8o ot

F: [0,+o0[-R

ou on a pose,

x—2In(x+e) X +In2(x+e)
x+te

On vérifie immédiatement que pour x positif ou nul, F’(x) est stricte-
ment positif.
On intégre par parties le premier terme de I’expression précédente pour

—* en utilisant le fait que

om, o) " o 0 ([ m
ot 2 k=1 5xk 5xk &6 @)
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pour obtenir

dH 2
B[ () ()]
dt 8w/ \0X\ &5 )

— G(I)J\ ( ><VP, Vﬂ gc(t)dx
& 8o (1)
ilow) [ (n(2% <))
dt\ o (9 85 (1)

-1 2
X< e +e> < e ) (U—=<CU ) ]gsdx
&s 1) 8o 1)

On considére les (p,),.n qui sont apparus dans la démonstration de la
proposition4, et on prend p=p,.
Remarquons que

() Con 2 Yo
&8st 8s
| [ () Coomvit )
8s(1) 8o (1)
S (e (2 e
85 8s
2 1/2
(2o
8o 1) 20
(s v ot sas)
X - V. /Pl° & dX>
F'\ & \/p “

Mais on voit facilement qu’il existe une constante C, >0 telle que

Vx=0,
F2
i:‘~,(x)§C1 [xIn®(x+e)+1]

ce qui implique qu’il existe une constante C, >0 (indépendante de p) telle

que
F2
f < >|Vf| 8o dx<C, [1+Jln < m, +g>m,dx]
F'\ & 8o (1)

En appliquant la remarque de la fin de la section 2, on se rend compte
que cette derniére expression est bornée, en tant que fonction de ¢, sur les
compacts de ]0, + oof.
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Il en est de méme de

d/ 1 m -1
1 ~+ U—-<CU)Jgsd:
tHd[(“(O)J‘)p( n<g0(t) e>> (gc(t) 3> <gc(t)> [ (Udde 0

uniformément en p, comme on peut le voir grace a une application des
inégalités de Holder, de la remarque de la fin de la section 2 et du lemme 2.

Il s’en suit, en passant a la limite quand p tend vers I'infini et en
s’'inspirant de la démonstration de la proposition 3, que pour tout s>r>0,

J‘ J\ (gct>} go‘t

puis que I’application
tl—»J]M(ﬂ +e>m,dx
8o

est absolument continue sur ]0, + oo[ et que p.s. pour ¢>0,
2

dJ,z_ c(t)JF,< ) o dx
o)
go(t) go' (1)

-1
+2— < )Jln( i +e>< i +e> " ou- dx
G(t) 85 t) gcr(t) gﬂ(‘)

Ainsi, puisque F’ et U sont positives et que pour t>1,, o () est
décroissante, on a

2
&5 ndx<©

VthO’
-1
ﬂ§2£<L>J\ln< e +e>< i +e> ﬂUm,dx
dt dt\ o (1) & 8o 8o 1)
Cependant,
-1
fln( il +e>( T +e> ﬂUm,dx
8o 8o &s
m 12 1/2
§<J‘ln2<—' +e>m,dx> (JUzm,dx>
8sw

et, d’apres le lemme 2, si €>0 est donné, vu la forme de o (7), il existe
une constante C,>0 telle que pour tout 1>¢,>1, on ait

JUzm,dx<C exp 2¢ >
oy
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ainsi,

Vi=t,,

ﬂgzcy?exp<—‘7‘— ar 1 Jie
dt c(@)/dt\oc(¥)

ce qui s’écrit encore
1/2 1/2
&_ é 2 Cs i exp _8_
dt € dt 0]

On en déduit aisément le résultat annoncé. [J
Appliquons les résultats obtenus dans cette section.

. 1 .
Supposons que pour t=t,>1, on ait o ()= 1—6, pour un certain
n(?

nombre />0. D’aprés la proposition 5, si les hypotheses (H,) et (H;) sont
satisfaites et si m admet des moments de tous ordres, alors pour tout
€>0, il existe une constante A, >0 telle que

Vi=t,,

fln2< '+e>m,dx<A exp( ¢ )
8o 1) o(?)

Cependant, le lemme 4 appliqué avec p=g, , et f=

, nous indique

0 (3]
que

V0<8<8, V0,

[ m [ m 2
J( : _< : >x) gc(t)dx
0] s (1)
2
g§l,(m,)—482f<1n< i +e>+l> m, dx
2 86 1)

Soit T,>t, tel que pour tout t=T,, on ait exp( 2 T><6
o (¢

On prend alors 8=exp<—2 %) dans l'inégalité précédente et on
o (¢

applique la proposition 5, pour obtenir que pour tout t>T,,

J‘<1, <1, >> go’(t)dx
o(t) c(t)
€ €
Eexp(—2;6>l(m,) 8exp< 4;6>[1+A exp(o_(t)>]
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On a donc prouvé I'inégalité suivante, entre les deux termes que nous
cherchions & comparer; pour tout £>0, il existe deux constantes positives
A, et T, telles que

I - </:)>)

V=T,

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

En regroupant les résultats des sections précédentes, il est clair que
I, (m,) satisfait certaines inégalités différentielles. Nous allons prouver que
celles-ci impliquent, sous les hypothéses du théoréme 1, que I,(m,) tend
vers 0 en l'infini.

On suppose que les hypotheses (H,) et (H;) sont satisfaites, que m
admet des moments de tous ordres et que pour (=t,>1, on ait

k . .
o ()= ——, ou k est un nombre strictement plus grand que la constante
t

¢, apparaissant dans le théoréme 1.

Soit £= k—c

D’apres la définition de ¢ et du fait que o (¢) tend vers 0 en I’infini, il
existe un temps T, >0 tel que pour tout :>T,, on ait

—o()In(\)<c+e

Ainsi si T, et A, sont les constantes qui apparaissent a la fin de la
section précédente, on a pour tout t>T, v T,

“Lﬂ
86 )
> 1 _c+e>J‘(/ < [ m > d
- G(Z) expg O'(t) ) c(t) g “ §

2
8s () dx

U

cte
‘:&m((JPWAP(aN
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En substituant ceci dans la formule de la proposition 3, on obtient

dl,(m) _d
7 §E<G(t)>J (m,— gc(t))dx

c+3¢ €
2o 5 [rom-Kew (- 5 )

Mais d’aprés le lemme 2, il existe une constante M;>0 telle que pour

tout 120,
ij,dx<M exp( 7 ))

Ainsi, pour =T, v T,

A ) < o= B,1,(m)
dt

—_m e & _ &
o= Medt(c(t)>eXp<c(t)>+Aanp< c(t))Bt

_ _ct+3e
B““""( 5 )

Pour conclure, nous avons besoin du lemme classique suivant.

ou,

LEMME 6. — Soit f:[0, + o[ > R, une fonction absolument continue
satisfaisant, p.s. en t, l'inégalité différentielle

f (=20 —BS(0)

ou o et P sont deux fonctions positives et continues telles que

fm B, dt= o0

hm —=0

t—= oo Py
Alors,

lim f(£)=0

t— o

Démonstration. — On pose

¢ () =exp ( f B, ds>f(t)
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g est une fonction absolument continue, et p.s. en ¢,

gO=0" 0O+B.S(@)exp < J By dS>

0
t
-
0

g(z)§g<0)+Jtocsequsﬂudu)ds
0 0

Ainsi, pour tout ¢,=0,

d’ou,

1<) exp<— j s, ds)

0o

+exp < - ft Bs ds) Jto o, eXp <r B. du> ds
0 0 0
+exp < - f Bs ds) J o, eXp <J B du) ds
0 to 0

. .. .o .
Soit £>0. Choisissons ¢, =0 tel que pour ¢>1,, on ait —~<e. Le dernier
s

terme de I'inégalité ci-dessus est alors majoré, pour = ¢,, par

exp < - f Bs ds) jt eB, exp <JS B du> ds
(o] to 0
<gexp ( - J By ds) [exp (f B, a’u>]t <e

D’autre part, les deux premiers termes tendent vers 0, quand ¢ tend vers

I’infini, on a donc
lim sup f(¢)<e
t—> ©

et le résultat annoncé en découle, € >0 pouvant étre choisi arbitrairement
petit. [

En appliquant ce lemme avec f(t) =1y, 1+, (my, |, 1,+,) (remarquer que
I’inégalité de Jensen implique la positivité de f), il suffit, pour finir la
démonstration du théoréme, de vérifier que

o0
j pet3akgi= + o

lim 1t(cJ"‘E)/k=0
t-> o0
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ce qui est bien satisfait, puisque k=c+5e.

APPENDICE

On va présenter des majorations sur les moments des m, plus précises
que celles du lemme 2, mais nous ne les démontrerons pas ici. On s’intéres-
sera ensuite a certains potentiels, pour lesquels la démonstration des
estimées précédentes est facile, et pour lesquels on prouvera que la conver-
gence de l'algorithme du recuit simulé a lieu avec une décroissance de la

P c .
temperature en ———————, pour une certaine constante A >0.
In(f)—Aln(In¥)
Nous supposons que la convention min U (x)=0 est satisfaite. On a le
xeR"

raffinement suivant du lemme 2.

LeMME 7. — Supposons que I'hypothése (H,) est vérifiée, qu’il existe un
nombre q>0 tel que pour | x| suffisamment grand on ait |V U | (x)>?<U*(x),

que pour un p21, la probabilité initiale m satisfait JU” (x)ym(dx)< oo, et
que pour t assez grand, G (t) soit décroissante et asympitotiquement équiva-

- . . .
lente a ﬁ, ou [ est un nombre strictement positif.

n(t
Alors, pour tout nombre r>0, il existe une constante M, >0 telle que
V=0,
fUﬂ(x)m,(dx)gM,<—1——)
o (1)

Pour la démonstration de ce lemme, on renvoie a [10]. Notons qu’il est
alors facile d’adapter la démonstration de la proposition 5 pour obtenir
le résultat suivant.

ProposITION 8. — Supposons que les hypothéses (H,) et (H;) sont
satisfaites, qu'il existe un nombre q>0 tel que pour | x| suffisamment grand
on ait |VU|(x)>’SU‘(x), que la probabilité initiale m vérifie

UP* 1 (x)m (dx) < o0, pour un p= 1, et que o (1) finisse par étre décroissante
et soit asymptotiquement équivalente a m, ou I est un nombre strictement
n(z
positif.
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Alors, pour tout nombre r>0, il existe une constante A, >0 telle que pour
tout t assez grand, on ait

fln”( i +e>m,dx§A, ! -
L0) c(H)f

[Remarquons que sous Ihypothése (H;), si VU est globalement

VU]

lipschitzien, alors, on a pour tout g>1, lim —q—(x)= + c0.
x| =

Cette majoration nous permet d’obtenir des inégalités différentielles
satisfaites par I,(m,), qui sont plus précises que celles qui découlent des
estimées de la proposition 5, et qui sont intéressantes si on veut étudier
finement la vitesse de convergence de I'algorithme du recuit simulé, ou
trouver des taux de décroissance de la température qui impliquent
lim I, (m,)=0 et qui soient un peu meilleurs que ceux du théoréme 1.
t— ©

Nous allons maintenant étudier un cas particulier. On supposera, dans
la suite de cette section, qu’il existe des constantes a>0, beR et R>0,

telles que le potentiel satisfasse,
|x|2R = UX)=a|x|*+b
Sous cette hypothése, la démonstration du lemme 7 est immédiate, et en

fait, on peut méme prendre r=0.
En effet, il suffit de voir que pour tout p=1,

tl—»j | x |>?m, (dx)
Rn

......

satisfait | U? (x) m(dx) < oo, et si ¢ est borné sur R,.

Mais ceci découle du fait qu’il existe des constantes M,, N,>0 telles

que
V=0, VYxeR"
LD (OSM,~ N, [x[?

Ainsi, une application de la formule d’Itd (avec les précautions habi-
tuelles) a la fonction |.|*” et & la diffusion décrite par (1), et un résultat
classique sur les inégalités différentielles démontrent I'affirmation preéce-
dente de bornitude.

La proposition 8 s’en déduit aisément (également avec r=0), car rappe-
lons qu’en notant J I’application

t— Jln2 (-m—' + e> m, (dx)
&o )
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J satisfait 1'inégalité différentielle

1/2
esol 4 N (fw-curpam ) n
dt dt o(?) )

(cf. 1a démonstration de la proposition 5).

Ainsi, si on suppose que o (¢) finit par décroitre et tend vers 0 en I'infini,
il existe une certaine constante A >0 telle que pour tout ¢ assez grand, on
ait

1
o (1)?
Il apparait alors, en reprenant la démonstration de la fin de la section 4

et de la section 5, et en choisissant 8=o (f)>, pour tout ¢ suffisamment
grand, que I, (m,) finit par satisfaire I'inégalité différentielle

1A

dl (m
—t( ') §at_BtIt(mt)
dt
avec,
d 1
o,=K,|— —|+K, o (¢
t ldt G(t) 2 ()Bt

B.=20(1)*%,

ou K, K, sont deux constantes strictement positives.

Cependant, d’apreés [8], 'hypothése faite ici sur la forme de U implique
qu’il existe un entier positif n, tel que pour o (#) suffisamment petit, on
ait

x,zw(z))"oexp(— G%)

On en déduit, si on prend, pour tout ¢ assez grand,
_ c
In(£)— Aln(In (¢))

avec A>n,+3, que les conditions

o (?)

JB,dt=oo
lim 2 =0
t- o Py

sont satisfaites, et donc que
lim I,(m,)=0

t—=
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