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RESUME. — Soit (X (18), I = 0,n) une observatiomliscrétea pass > 0 de X, un CAR(p).
L'estimation de Yule—Walker classique est biaisée et doit étre corrigée. L'estimateur ainsi obtent
est convergent lorsqué = né — +oo, asymptotiquement normal a la vitesg& et efficace en
variance. Le coefficient de diffusion est également estimé a la vitégse L.
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ABSTRACT. — Let(X (18), I =0, n) be adiscrete observatioat meshs > 0 of X, a CAR(p).
Classical Yule—Walker estimation are biased and must be corrected. Resultant estimatol
convergeifl’ = né — 400, are asymptotically normal with ratéT, and efficient. The diffusion
coefficient is also estimated, with ratérs—1.
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1. Introduction

Soit W = (W(#)),>0 un brownien standard. Un CAR) de parametres8 = («, o),

o ="(ao, ...,a,1) € RP, est un processus gaussien a temps comting (X (1));>o0
dérivable a I'ordrep — 1 vérifiant, siX)(r) = %X(r) [4,8] :

dXP V@) + JaoX (1) + -+ o, 1 XPV()] dt = dW(2). 1)

Si le polyndbme caractéristique de (1) a ses racines de parties réelles strictemel
négatives, il existe une unigue solution, centrée, stationnaire et ergodique. On
supposera par la suite que est cette solution ¥ = (X, X@®, ..., X»~D) est alors

une diffusion gaussienne sB¥, centrée, stationnaire et ergodique.
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Dans la suite, la notation = 0, p signifie j € {0,..., p}.
Un CAR(p) peut étre estimé a partir des équations de Yule—Walker (YW) basées sul
les covariance derived®; ;) [8]

i,j=0,p—1, D;;(h)=E[XPh)XV(0)],

T
2 1 .
Di,p(h) L=(P) lim F/X(l)(l-Fh)dX(p_l)(t)
0

T—+o0

avec D, 1 ,(0) = —02/2. Les équations de YW décalées kle< O s'obtiennent en
multipliant (1) parX ) (z 4 h) et en prenant I'espérance,

j=0,p—-1 D;,(h)+a,-1Djp_1(h)+---+agD;o(h) =0. ()
Posant(h) = (D; x(h))j k=0 p-1 €ty (h) =YD, ,(h), i =0, p — 1), o Vérifie :
y(h) +T'(h)a=0. 3)

Estimer les(D; ) permet d’estimewx. Hyndman [8] estime (3) enr = 0 pour une
observation continue d& et de sesp — 1 dérivéesX® sur [0, T], c’est a dire pour
une observation compléte de la diffusidnsur [0, T = nd] : I'estimateur obtenu est
convergent, asymptotiguement normal et efficace lordgue +oco. Le cadre de notre
travail est différent seule I'observation discrétéX (/8),! = 0, n) est disponiblepou
8 > 0 est un pas fixé éf =nd — +o0.

Les résultats sur les dérivées de la covarianck dent rappelés au §2, des estimateurs
de ces dérivées étant proposés au 83. Une corrélation existant entre les approximatio
de X~V (t) et de dX?V(¢), un biais explicite multiplicatif c(p) apparait dans
I'estimation deD,_; ,(0) : il suffit de renormaliser I'estimateur pour débiaiser la
procédure. Ceci conduit a une estimation convergente, deun biais explicite en @)
prés, estimation asymptotiquement normale a la vitag%eet efficace en variance.
L'estimateur des? est convergent, a un factegt + O(8)) prés, asymptotiquement
normal a la vitesse/ T §~1. Les propriétés de la méthode sont validés expérimentalement
pour un CAR2) au 84.

2. Lacovarianced un CAR(p)

La covariancer(h) = E[X(t + h)X(t)] de X est de class&?’~2(R), C®(R*).
Pour k > 2p — 1, les limites a droite et a gauche @& en 0 existent et sont
finies, r??~Y(07) = —r@=D(0%), r®(07) = r@(0") [1,5]. r et ses dérivées sont
a décroissance exponentielle.

PROPRIETE 1 [8, Théoréme 3.1]. —
VheR,Vi,j=0,p—1, D ;h)=(=1/r"(h)=(-1)r"*)(-h),
Vh#0,Vi=0,p—1, D;,(h) =D r'"P(h)=(=1)r"P(=h),
Dy1,p(0) = (=r=H(07) = (=) H(0").
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Les équations de YW s’écrivent alors, pout 0, p — 1 :
Vh>0: rP ) da, gr TPV () 4 - 4 agr? (h) =0, (4)
V<O (=DPrP () + (=D ey PV () + -+ aor® () = 0. (5)

On vérifie alors que, pour un resiedécroissant exponentiellement, on a pbys O :

2p 1k

r(t+ h) — Z Z' (k)(l+) + h2p+1R(l)
(i) site]l—nh,0,
2p hk 2p—1
r([ + h) — Z k' (k) (l) + 2% 2p-1 (0+) + O(h2p+l) )

3. Edtimation des équations de YW

Les (D; ;) sont liées aux dérivées de€, mais ces dérivées ne sont pas observees :
il faut les estimer. SOINX (r + 8) = X(t + 8) — X (1), AY) la jo"¢ itérée deA. On
approximeX ) (¢) pars~/ AV X (t + j8) : pour j =1, p, 5/ AV X (t + j§) approche
dXU=D as prés[9, Ch. 4, théoréme 1, p. 139]. Un estimateur empiriqui;g€0) pour
i,j=0,p—1 estdonc:

A 3D S AW )
Dl =— S ADX (kS +i8) AVX (kS + )8
i p;) ( ) (k8 + j§).

Soitak = Y2, Cl(~1)/7'I*, j eN*, ke Netd; ; =2Y;_o Cl(—1)' L ”), i, j eN.

THEOREME 1. —Pourt >0,i,j =0, petkeZ,ona:

E[ADX (1 +i8) AVX (1 + j8 +k8)] = (1)) ATDr(j6 + k8)

= (=1/ Ay (i5 — k8). (6)
De plus, sik < —j ouk > i, on a:
o 2p 81
AT+ k)= l—,a,g (k8 —i8)T) + 8P R(KS) @)
I=i+j "

ou R est a décroissance exponentielle. Enfirk si{—j + 1,...,i — 1} alors:

ATDr(j8 + k8)
2p ol

8 , _ _
=3 l—‘afﬂ rO((k —i)8) + 8272y j 4y r'®~ DO +O(8#7h).  (8)
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Démonstration. Posantd = E[AD X (t +i8) AV X (t + j§ + k8)], on obtient :

i i
A=Y Cl(=D)""'Y CH=D"E[X (1 +18)X(t + k8 + jé —nd)]

1=0 n=0
i+j min{m,i}
=D (D" ( >, c;?’—l> r(k8 + j& —mé)
m=0 I=max{0,m—j}
i+j
=(=D"> (D" Clrks + j§ —m8) = (=1 ATVr (ks + jo).
m=0

(7) et (8) résultent alors des deux développementsatnés a la fin du 82. 0
Les (D} ;) estiment legD; ;(0)) maisD"_, , est biaiséSoitc(p) = —1+dop—1,p.

PROPOSITION 1 (Biais des covariances dérivées estimées). —

E[D},] =D ;(0) + 5%1),,]-“(0) +0(82) sii=0,p—1 j=0,p,

i+j<2p—3,
E[ﬁ;—zp] = Dp—lyp—l(o) —d(-1+ d2p—2,p)Dp—l,p(0) + 0(82)7
E [l/j;_]_,p_l] = Dp—l,p—l(o) + 6 de—Z,p—le—l,p(o) + 0(82)5
. sht
E[D)_; ] =c(p)Dp-1,(0) — > > a;Dy1j41(0) + O(5%). )
j=0

Démonstration. -Utilisant (6) et (8) poui = p—1, j = p etk =0, le développement
de Taylor der@®=D etr©@” en 0, puis la propriété 1, on obtient :

E[D!_,,] = (=1r 15~ @ D ARy (ps)

= (D7D (p ~ 18) + a2 IO
+4 (721)2— 1)r<zf’>(—(p — 1)5)] +0(8?)

==t [r@"—l)(o—) = (p = Dsr®(O7) +dgp1,,r 7P (0%)
+38 (—sz_ 1);»(21’)(0—)} +0(8%)

= (=D (=14 dzp-1,)r® (0"
+ (=D 1s (%)M’) (0") + O(82).

En dérivant (4) poui = p — 1 et en passant a la limite eri Qon obtient :

-1
r@not) =— pz:ozjr(jﬂ’) (0M).

j=0
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Avec la propriété 1, on a:

p—1 p—1
(DY ar V0T =) aiDpy1,j41(0).

j=0 j=0
Les autres développements s’obtiennent de maniére similaire.

D; 1p présente donc un biais multiplicatif p) indépendant déa, o?) : ¢(1) =

1L c@ =3 cB=3cd) =351 c(5) =22 D|V|santD” , Parc(p), on obtient

un estimateur d&,_; ,(0) a un biais en @) prés. D’ autre part, commB,_; ,(0) =

—“—22, o? est estimé pab? = C(p) D;; 1p; o? peut aussi étre estimé a partir de la
variation quadratiqué Q(AP~VX) = S"IZEAP X (k8 + ps)]?, (6) et (8) donnant :

E[VQ(AP™X)] = — p+ 18 e(p)a?(1+0O(5)).

Quant ar(0), y(0) eta, ils sont estimés par :

F (Dlnj)lj =0,p—-1°

='D§ ... Dy, c(p) DLy ). T"@+7"=0. (10)
Pouré petit, le biais d’estimation pout est de I'ordre dé et s’explicite a partir de

15=
= 52%(1 = p)D; j11(0), i=0,p-3

1272 1
By-z =5 L = D2 + (-1 52y )o

et
p—1
Bp 1= 3 Zat l+1 p_C(P) ) p— ll-i-l(o)
i=0
Posond™ = E[T"], y® = E[p"], 02 = E[62).

THEOREME 2 (Convergence de 'estimation de Yule—Walker). —
(1) Il existedo > O tel que si0 < § < §o, avec une probabilité qui tend veidorsque
n — 400, (10) admet une unique solutiai* = —(I'")~1p", vérifiant:

2 d2p 2,p—10.

"5 at=—(M) Yy =a—sr©0) (B, ..., By_1) +O(57).

) 625 02=024 25"t a;D,_1:41(0) + O(?).

c(p)

Démonstration. -D’aprés la proposition 1I'° = I'(0) + O(8) et I'(0) est inversible
[8]. Il existe doncédy > O tel que si O< § < 8y, I'® est inversible.Y étant «
exponentiellement mélangeante [6, §2.5.3, proposition 3], on peut appliquer la loi de:

grands nombres [ £ 19 : avec une probabilité qui tend versI” est inversible et
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(10) admet une unique soluti@t. Appliquant a nouveau la loi des grands nombres a
»", on obtient la convergence @é versa?, I'écart entrex’® eta s’obtient en remarquant
quea’ —a = —(I"%)"[y% + IM«]. Utilisant la proposition 1 ainsi que (2), on en déduit
le biais annoncé.

La convergence dé&? verso? résulte de la loi des grands nombres pﬁ;r_l,p ; le
biais s’évalue & partir de (9).0

Soit

2
2p—-1 l(k l)2p 1

d(p) = e )2 Z Zczp( 1) “ T

La convergence gaussienne de I'estimateur et sa variance asymptotique s’obtiennent
facon technique mais standard (cf. [7]) :

THEOREME 3 (Normalité et efficacité de I'estimation). —
(1) Si0 <8 < 8o,

V8@ — o’y 28 N0, V)

ou 'V, =a?I'(0)~1(I + 0(2)).
(2

V62 —o?) 5 N (©, K),
Ky =d(p)o*+ O(9).

Remarque— une autre procédure d'estimation [7] utilise les équations de YW (3)
décalées dé@ = —(p — 1)é. Cette procédure élimine directement le biais multiplicatif
systématique dans l'estimation d#,_; ,. L'estimateur dex déduit a des propriétés
analogues au précédent.

4. Etudeexpérimentale

La méthode d’estimation est mise en ceuvre pour un @ARe parameétreag = 2,
a1 =3 eto? =1, de covariance(h) = %(exp(—|h|) — 2exp(—2|h|)). Les observations
sont simulées a partir d'un schéma d’Euler de p@9@1 surf0, T = nd] pour différents
choix (n, §). Nous calculons les moyennes empiriques(«) = %Z,N:l&"’i (my(0?)
poura?) et les variances empiriqués (o) = w25 S (@™ — my)? (Vi (o'?) poura?)
des estimateurs swW = 200 réalisations indépendantes XleLa variance théorique de
a" esta?T'(0)~1(I + o(1)) olic’T"(0)~! est diagonale, de termes diagonaux 12 et 6. La
variance théorique dé? vaut 20* 4+ O(8). Les biais théoriques d&" et des? sont de
la forme B(«, 028 + O(82) avec :

.t/ 1 s 1,
B%(a) = <_§0(00(la Z<Olo — §a1>),

2
B (0. 62) = ﬁ(@ —a1>.
4 \«
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Tableau 1

Biais réels et parties principales des biais théoriques pour un CAl(2) 2,
a1 =3eto?=1

8 o —a BY(@)s o2 — o2 B (a, 02)8
0.05 —0.1407 —-0.15 —0.0832 —0.0875
—0.0629 —0.0625
0.1 —0.2650 -0.3 —0.1587 —-0.175
—0.1262 —-0.125
0.5 —0.8956 -15 —0.5606 —0.875
—0.5953 —0.625
Tableau 2
Moyennes empiriques et estimations débiaisées d’'un CAR(2) sur 200 répétiiea®, a1 = 3
eto?=1
n 8 my (a) of mn@) o my(c?) 082 my(c?) o2
5000 005 1.874 1.859 2.012 2 0.917 0.916 0.996 1
(T = 250) 2950 2.937 3.015 3
0.1 1.744 1.735 1.995 2 0.840 0.841 0.984 1
(T =500) 2876 2873 3.003 3
0.5 1.103 1.104 1.767 2 0.439 0.439 0.759 1
(T =2500) 2.403 2404 2917 3
500 Q05 2.126 1.859 2288 2 0.903 0.916 0.982 1
(T =25) 3.026 2937 3.090 3
0.1 1.834 1735 2102 2 0.838 0.841  0.981 1
(T =50) 2917 2873 3.046 3
0.5 1.116 1.104 1.790 2 0.436 0.439 0.756 1
(T =250) 2412 2404 2.930 3
On réduit le biais en calculadt = &" — B*(@")8 etéj =62 — B (4", 62)5. On

Pl

note alorsi y («) ety (o?) les moyennes empiriques associées.

Le Tableau 1 compare les biais réefs— o eto? — o2 a la partie principale des biais
théoriquesB(«, 0%)8. Le Tableau 2 donne les estimations @@t dec? comparées a
leur limite théorique et aux estimations partiellement débiaisées. Le Tableau 3 compar
les variances empiriques aux parties principales des variances théoriques.
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Tableau 3
Comparaison des variances empirique et théoriqgue des estimateur d’'un CAR(2) sur 20
répétitionspg = 2,01 =3 eto? =1

n by V(@) a?r0)-1 Vi (0?) 904

5000 (T = 250) Q05 (3235 gjg) (;2 g) 1.62 2.25

(T = 500) a1 (964 142) (12 0) 1.72 2.25
1.42 491 06

(T = 2500) 05 (4 02 190) ( 12 0) 0.44 2.25
1.90 310 06

500 (' = 25) 005 ( i‘gig ég‘;’) (éz 2) 231 2.25

(T = 50) 01 (11 12 137) (12 0) 1.56 2.25
137 513 06

(T = 250) a5 (4 06 177 ) ( 12 0) 0.48 2.25
1.77 1352 06

Commentaires- Les biais réels sont proches de leurs parties principales geur
0.05 eté = 0.1. On constate la convergence des estimateurs vers leurs limites théorique:
L'estimation des variances reste correcte méme pour des valeurs rdativement
faibles, mais se dégrade rapidement lors8jaeoit. Le débiaisage améliore la précision
de I'estimation.
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