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RESUME. — En 1976, Aubin énoncait la conjecture suivante : pour toute
variété riemannienne compacte de dimension N > 3, la meilleure constante
de linclusion de H; dans L2/(N=2) est atteinte. On montre que la
conjecture est vraie.

ABSTRACT. — In 1976, Aubin stated the following conjecture: for any
compact riemannian manifold of dimension N > 3, the best constant
corresponding to the imbedding of H; in L?N/(N=2) is attained. We prove
that the conjecture is true.

1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Soit (M, g) une variété riemannienne C* compacte (sans bord) de
dimension N > 3. Une fois pour toutes, on note
_N+2
P=N_2
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58 E. HEBEY ET M. VAUGON

wy = volume de la sphere unité de RV *1
_ 4
N N(N—Z)w?v/N'
H, (M) désigne I'espace de Sobolev complété de C°> (M) pour la norme :

|lul|®> = /M IV, ul? dv (g) + /M u® dv (g).

M étant compacte, H; (M) ne dépend pas de g.

On sait que H; (M) se plonge continiment dans LP*! (M). De plus
(voir Aubin [2]) :

(1) Pour tout € > 0, il existe une constante C, > 0 telle que pour tout
u € Hy (M ),

(/M ulP*! dv (g)>2/(P+1) < (Sn+e) /M |V, ul®dv (g)+C- /M u® dv (g).

(ii) Si pour tout uw € Hy (M),

2/(p+1)
( |ufP*dv (9)) < A/ Vg ul’dv (g) + C/ u? dv (g)
M M M

ol A et C sont des constantes, alors A > Sy.

On démontre ici que la conjecture énoncée par Aubin dans [3] est vraie.
Autrement dit :

THEOREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimension N > 3. Il existe alors une constante C > 0 telle que pour
tout v € Hy (M),

2/(p+1)
([wrra@)  <sx [ mapw@ e [ @)
M J M M

Ce résultat fut démontré dans [3] lorsque g est & courbure sectionnelle
constante, puis dans [16] lorsque g est conformément plate. Par ailleurs,
le résultat reste valable pour les variétés compactes a bord lorsque H; est
remplacé par Hy 1 (le complété de D (M) pour la méme norme). Pous plus
de détails, on renvoie a 1’appendice 1.

Enfin, la démonstration du théoréme passant par plusieurs étapes, le plan
de Tarticle est le suivant :

1. Introduction et résultats

2. Réduction du probleme a la boule unité B

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D'INCLUSION DE SOBOLEV ~ 59

. Les équations associées a la conjecture

. Théorie classique des points de concentration

. Estimations de la vitesse de convergence des z, au bord de B
. Transformation du probléme et blow-up

Une estimée C° pour 9,

. Conclusion et identit¢ de Pohozaev

N-JE-CNEN I NIV R N

. Appendices

2. REDUCTION DU PROBLEME A LA BOULE UNITE B

On note B la boule unité de RY. Soit g une métrique riemannienne
C* définie sur B (que ’on pourra voir comme la restriction a B d’une
métrique riemannienne C° définie sur RY). On note Hy ; (B) 'espace de

Sobolev complété de D (B), I'espace des fonctions C* a support compact
dans B, pour la norme

= [ 19,uP o)+ [ (o)

B étant compacte, 1 encore Hy, 1 (B) ne dépend pas de la métrique g.

On dira que g vérifie la propriété (*) sur B s’il existe une boule ouverte
B’ centrée en 0, contenant B, telle que g soit géodésiquement convexe
sur B et sur B’ (i.e. deux points quelconques de B, resp. B’, sont joints
par une unique géodésique contenue dans B, resp. B, et cette géodésique
est minimisante).

On démontre ici la proposition suivante.

PROPOSITION 1. — Soit B la boule unité de RN, N > 3. On suppose que
pour toute métrique g définie sur B et vérifiant la propriété (*) sur B, il
existe une constante Cy > 0 telle que pour tout u € Hy 1 (B),

(/B IUI”+1dv(g)>2/(p+1)SSN/BIVguIZdv(g)Jng/Buzdv(g).

La conjecture est alors vérifiée par toute variété riemannienne compacte
de dimension N. Autrement dit, (M, g) désignant une variété riemannienne
compacte quelconque de dimension N, il existe une constante C > 0 telle
que pour tout u € H; (M),

2/(p+1)
([rraw) " ssn [ Warwwse [ @i,
M M M
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60 E. HEBEY ET M. VAUGON

Démonstration. — M étant compacte, il existe un atlas fini (U;, ®;);—;
de M, tel que pour tout ¢ : ®; (U;) = B

Lk

(®;71)* g vérifie () sur B.
Il s’agit 1a d’un résultat classique de géométrie riemannienne. Pour plus de
détails, on renvoie a [17], tome 1, théorémes 8.7 page 149 et 3.6 page 166.

Soit maintenant (7););—1,_, une partition de I'unité subordonnée au

recouvrement (U;);—1, . k. Sans perdre en généralité, on pourra supposer
que pour tout ¢ :

7; et \/’IZ c H()’ 1 (Uz) n CO (U,)
Vvl € C°(UY).

Soit maintenant w € C*° (M). On pose u; = /7; u. On a alors :

(/M |upt dv(g))2/(p+1) giz: (/M i do (g))2/(p+1).

Par ailleurs, puisque u; € Hy; (U;), les hypotheses de la proposition
nous permettent d’écrire qu’il existe une constante C; > 0 telle que

2/(p+1)
(/ |ui|p+1d1;(g)) §SN/ |Vgui|2dv(g)+(3’i/ u? dv(g).
M M M

On obtient ainsi :

2/(p+1)
( [l o <g>)
M

k
i=

<y (SN /M IV wldv(g) + C, /M W2 dv (g))

=1

<SNZ/ n:|\V y ul? dv (g) +SNZ/ (VyauVym:)dvu(g)

+SNZ/ u2|Vg 77i|2dv(g)+z Ci/ mu2dv(g)
i=1 JM i=1 M
<sv [ WuPdne) +o [ i)

M

M

k
ot C = Sy Supu (ng \/m?) + Sup; C;.
=1
On retrouve donc I'inégalité qu’il fallait obtenir. La proposition est
démontrée. W
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MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D’INCLUSION DE SOBOLEV 61

3. LES EQUATIONS ASSOCIEES A LA CONJECTURE

En vertu de ce qui vient d’étre dit, le probleme devient : montrer que
pour toute métrique riemannienne g définie sur B et vérifiant la propriété
(*) sur B, il existe une constante C, > 0 telle que pour tout u € Hy; (B),

2/(p+1)
( [t dv(g)) <sy [[Wyufan(o)+C, [ wtanlo)
B B B

Soit alors g une métrique riemannienne définie sur B et vérifiant la
propriété (*) sur B. Pour tout réel o > 0 on définit la fonctionnelle I, (u),
u € Ho1(B), u # 0, en posant

VeulPdv(9) +a [ udv(g
! B

2/(p+1)
( [ 1ult o <g>)
B

Démontrer I’existence de la constante C, revient alors a montrer qu’il

I, (u) =28

existe un réel o > 0 pour lequel Inf, I, (u) > % ('inf étant pris sur
les w € Hoy (B), u # 0).

Par suite, si I’on suppose que C, n’existe pas, on obtient que pour
tout o > 0, Inf, I, (u) < S0 En utilisant des techniques variationnelles

standard on démontre alors fé résultat suivant.

1
PROPOSITION 2. — Si pour tout o > 0, Inf, I, (u) < 5o alors pour tout
_ N
a > 0, il existe ®, € C*(B)N Hy1(B), ®, > 0 sur B, et il existe
1
Ao 6]0, g [ tels que :
Ay @, +0a®, =2, P2 sur B

/ P2+ dv (g) = 1
B

o Agu = —g“ (diju — TF O u).

Démonstration. — L’inclusion de Hy ; (B) dans L7+ (B) étant compacte
pour tout ¢ < p, on démontre sans difficulté D'existence de @, €

Vol. 13, n® 1-1996.



62 E. HEBEY ET M. VAUGON

C?(B) N Hy,1 (B), ®, > 0 sur B, et I'existence de Ag > 0 tels que
Dg@, +0ad, =\, @! sur B

/ I+ dy (g) = 1
J B

lim A, = Inf, I, (u).

q9—p

Les techniques utilisées pour démontrer un tel résultat sont maintenant
classiques. (®,) étant bornée dans Hy 1 (B), on pourra en plus supposer que
'}i_rg @, = P, faiblement dans Hy; (B), fortement dans L2 (B) et presque

. 1
partout. Comme lim A\, = Inf, I, (u) < 5o les mémes arguments que
q—=p

ceux utilisés dans la démonstration du théoréme 1 de [4] nous permettent
alors de montrer que ®, # 0.

®,, devient ainsi une solution faible, positive et non identiquement nulle,
de I’équation

Agu+ au = (Inf, I, (u)) u?.

Par théorie classique de régularité, on obtient maintenant &, € C2 (B),
et avec le principe du maximum, on obtient ®, > 0 sur B.

Il reste donc 2 montrer que / @2+ dv (g9) = 1. L’inclusion de Hy; (B)
B

dans L? (B) étant compacte, sans perdre en généralité, on pourra supposer
que lim &, = &, dans L? (B).
q—p

On obtient alors :
/ &2+ dy (g) = lim / P @, dv(g)
B =P JB

p/{g+1)
< lim (/ It dy (g))
B

q—p

x (/ q)(()q+1)/(q+1—p) dv (g)
B

1/(p+1)
< (/ OPH gy (g)) puisque/ <I>g+1 dv(g) = 1.
B B

) (¢+1-p)/(g+1)

Par suite, / 2l du(g) < 1.
B
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MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D’INCLUSION DE SOBOLEV 63

Indépendamment,

2 dv @ 2 dv(g) = (Inf, I, (u P+ dy (g).
/B|v9<1>a|d<g)+ /Bcbad () <If1<>>/é<1>a dv (g)

On obtient ainsi :

/ IV @al2dv(g) + a / 82 dv (g)
S B B

2/(p+1)
(/ o2+ doy (g))
B

< (Inf, I, (u) ( /B &+ gy (g))Q/N < Inf, L. (u).

Inf, I, (u)

et, comme conséquence directe de ces inégalités, / PPl dy (g) = 1. La

proposition est donc bien démontrée. W

Ainsi, démontrer la conjecture revient a montrer que la situation décrite
par la proposition 2 ne peut pas se produire.

4. THEORIE CLASSIQUE DES POINTS DE CONCENTRATION
La démonstration de la conjecture se fait par I’absurde. On suppose donc
que pour tout o > 0, il existe &, € C?(B)N Hy 1 (B), ®, > 0 sur B,
1
et il existe A, E]O, — [, tels que :
Sn

) Ay, + 0P, =P sur B

@ / B dy (g) = 1.
B

On étudie dans ce paragraphe les premiéres propriétés vérifiées par les
®,,. Pour un complément sur le type des phénomenes décrits ici on pourra
voir [19], [21], [22] et [25]. Dans tout ce qui suit nous considérons des
suites de réels o qui tendent vers 400, et nous prenons successivement
des sous suites.

LemMmE 3. — (1) Toute sous suite de (D,) qui converge dans un
L(B), ¢ > 1, a pour limite 0. En particulier, on pourra supposer que
lim ®, = Op.p. et dans L*(B).

Vol. 13, n° 1-1996.



64 E. HEBEY ET M. VAUGON
1

Sy’

Démonstration. — (1) Puisque

2) lim A, =

o [ B < [ 9,0, o) +a [ #dvig) << o
B B B SN

on obtient lim ®2 dv (g) = 0. La premiére partiec du lemme est donc
B

a—0oC

bien démontrée.
(2) Supposons maintenant qu’il existe une sous suite (\,) de (Ay)

1
vérifiant lim A, = )\ < 5o Soit € > 0 choisi de sorte que (1 +¢) A <

ax—00 N

o et soit C. une constante strictement positive pour laquelle
N

Vu € H(),l (B),

2/(p+1)
( [ 1l <g>)
B

S(l-l—E)SN(/ |Vgu|2dv(g)—|—06/ u2d'v(g)>.
B B
On a alors )\a:/ |V9<I>a|2dv(g)+a/ @2 dv (g)

B B

1 2
> er(a_CE) L @, dv (g),

puisque / PPl dy (g) = 1.
B

Par suite, on obtient
(i—(ue)xa) +(1+6)(a—C’5)/ ®2 dv (g) < 0,
SN B

ce qui est impossible pour « > 1. Le lemme est donc bien démontré. W

a—00

LEMME 4. — lim a/ ®2 dv (g) = 0.
B

Démonstration. — Soit ¢ > 0 et soit C. > 0 telle que pour tout
u € H()’l (B),

(/B|u|p+1 d (g))?/(pﬂ)S (Sn+e) /B IV, ul? dv (9)+C. /B u?dv (g).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D’INCLUSION DE SOBOLEV ~ 65

D’apres (1) et (2),

2/(p+1)
/|\7g B2 dv (g)+a/ B2 dv (g) = Ao (/ oot dv(g)) .
B B B

Par suite,

/ IV, Bl dv (g) + a / 2 du () < A (S +¢) / IV, @2 dv (g)
B B B

+ Ao Ce / @7, dv (g).
B

1 .
Comme par ailleurs, A, < S et / |Vy®al|?dv(g) < Ao, on obtient
N B

I’existence d’une constante C' > 0, indépendante de « et ¢, pour laquelle

a/ @idv(g)SCe—Fé’s/ ®2 dv (g).
B B

Du lemme 3 on déduit alors lim « / ®2 dv (g) < Ce. ¢ étant arbitraire,
B

00

on récupere lim o / ®2 dv(g) = 0, et le lemme est démontré. W
a—00 B

Comme dans [13], on dira maintenant que zo € B est un point de

concentration de (®,) si pour tout § > 0, lim dP+l dy (g) > 0.
a—00 B (mo, 5)
(Une fois pour toutes, par I’intégrale sur B (xg, 6) on entend I'intégrale sur

B (z9, §) N B.) On démontre alors le résultat suivant.

LEMME 5. — (1) Si z¢ est un point de concentration de (®,,), alors pour

tout § > 0, lim 2t dy (g) = 1
a—00 B (20, 6)

(2) (®o) posséde un et un seul point de concentration (toujours quitte
a extraire une sous suite)

3) aﬁ_{IOIOH‘I)aHLw (B) = 00.

Démonstration. — (1) Soit To € B et soit n € C™(RY) vérifiant
0<n<1n=1sur B(xo 6/2), n = 0 sur RM\B (zo, §), § > 0.

Vol. 13, n°® 1-1996.



66 E. HEBEY ET M. VAUGON

En multipliant (1) par 2 ®*, k > 1, on obtient (voir [14]) :

3) % /B IV, (@EH2) o (g)
Q(k—l) 1
G [ ekt

2
= \v4 2q)k+1 / 2q)k+1
k+1/B| o> s du (g) + o % dv (g)

Y / 7 By (g).
B

Les inégalités de Holder pour le membre de droite de (3), I'inégalité
de Sobolev classique rappelée dans I’introduction et le fait que (®,) soit
bornée dans H;, permettent alors de montrer le résultat suivant :

Ve>0,3C;, >0/Vé < letVEk e[l, pl,
/ IV, (@F+V/2)P dy ()
JB

2
<EXDT Syt (/ 5+ du (g)
4k B(xo,b)

x / IV, (1BEHD/2)2 do (g) + C.
B

)(P—l)(:ﬂ+1)

. . 1 .
Par suite, en tenant compte du fait que lim A\, = —, on obtient :
a—00 S N

Ve>0,3C; >0/V6 <K, Va> letVEk e[l pl,
/ IV, (n8+D/2)2 dy (g)
B

2
(4) S (k + 1) (1 _|_€) </ (I)ﬁ-H dv (g)
4k B (x0,5)

x / IV, (18EHD2)2 du (g) + C.
B

) (p—1)(p+1)

Supposons maintenant qu’il existe do > 0 tel que

lim oPtldy(g) < 1.

a—oco [p (x0,80)

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D’INCLUSION DE SOBOLEV 67

En utilisant (4), on obtient pour £ > 1 suffisamment proche de 1 et pour
6 << 19

/ IV, (18%+D/2)2 du (g) < Gy / IV, (18+D/2)2 dy (g) + O,
B B

ou Cy et C5 sont deux constantes indépendantes de o avec Cs < 1.

Par suite, / IV, (n®%T172) 12 dy (g) < Ce.
B

Posons alors a= lim ®P+1 dy (g). Par définition, si ¢ est un
> J B (z0,80/2)
point de concentration de (®,), a > 0.

Indépendamment, avec Holder,

/ &2+ dy (g)

B (CE(] N 60/2)

< ( / BN (1)/(N=2) gy, (o)
- B (E() 5 60/2)

(/ ‘I>LV (k+1)/(Nk=2) g, (9)
B(x0,60/2)

< Cy (/ QN (k+1)/(NE=2) ) (9)
B (w0,50/2)

) (N+2)/N (k+1)
) (Nk=2)/N (k+1)

) (Nk=2)/N (k+1)

puisque
/ Vg (n@EFD/2)P dv (g) < Cte.
B

N (k+1)

P 8 t,si b =
ar conséquent, si kq NE—2

, on obtient

1<k <p+1 et /@ﬁldv(g) > Cs > 0.
B

Cette derni¢re inégalité contredisant le premier point du lemme 3, la
premicre partie du lemme 5 est démontrée.

(2) En vertu de ce qui vient d’étre dit, et puisque [ P2Tldv(g) = 1,

N

quitte a extraire une sous suite (®,) posseéde au glus un point de
concentration. A I’inverse, par définition méme des points de concentration,
on montre facilement que (®,,) posséde au moins un point de concentration.
La seconde partie du lemme 5 est donc démontrée.

Vol. 13, n® 1-1996.



68 E. HEBEY ET M. VAUGON

(3) Pour finir, lim ||®,||1~ (B) = 00 se démontre avec la premiére
=00
partic du lemme 5. Il suffit de remarquer que pour tout 6 > O,

dr+1dy (g) < Cte5N||<I’a||1£tol(B)' u
B (z9,6)

LEMME 6. — Soit x¢ le point de concentration de (®,). Alors, hm ®,=0
dans C'loc (B\{‘TO})

_Démonstration. — Soit x # zo, x € B. Pour § < 1 on a alors
lim [, (=.5) @2+l dy (g) = 0. Par ailleurs, voir (3) et (4),
ax—00 ?

(5) / Vg (n@FD/2) 2 du (g) < Oy / [Vy (n@EFD/2)2 dy () + Cy
B B

N

ou

kE+1)2 (r—1)/(p+1)
o=y >(/ @ﬂ“dv(g))
B (z, )

k-1 k+1
e < B [ agniatian) + EED [ 19,00 et (g),
B B

2k
Par suite :
(i) lim / IV, (77<I>¢(f+1)/2)|2 dv(g) =0pourtout 1 <k <p
a—0o0 B

(i) lim LA +1)/2 g, (9) = 0 pour tout 1 < k < p (avec
@7 JB(z,6/2)
Sobolev).

(p+1)?
2

(i) nous permet maintenant d’utiliser (5) avec k = — 1, et on

obtient ainsi lim 3¢ /4 g (9) = 0 pour un certain & > 0,
a—oo fp (x,6)

& <« 1.
Finalement, par récurrence, on voit que pour tout x # xp, et tout g,

il existe 6 < 1 tel que lim ®2 dv (g) = 0. Par suite, puisque
a=00 JB (x,6)

Ay P, < A, @2, on obtient que pour tout w € B\{x}, hm ¢, = 0 dans
L*> (w). (Voir [11], théoréme 8.25.)

Pour finir, le lemme 7 ci-dessous, le théorémei8.32 et le corollaire 8.36
de [11], montrent que lim @, = 0 dans CL_(B\{zo}). W

LeMME 7. ~ Soit o le point de concentration de (®,,). Alors, pour tout
q et tout w € B\{zo}, hm a?||®4|| L () = 0. En particulier, pour tout
w € B\{zo}, hm a||<I>a||Loo ) = 0.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D’INCLUSION DE SOBOLEV 69

Démonstration. — Soit T # o, z € B, et soit § > 0 tel que 2o & B (z, 6).
On a alors, voir (3),

ot / 72 B4 dy (g) < C) af / B4+ dy (g)
B B (x,6)

+ Cyal / <I>§+P dv (g),
B (x, §)

ou C; et Cy ne dépendent que de 7 et k.
Par ailleurs, en raison de ce qui vient d’étre démontré, pour tout

w € B\{zo} et tout m, lim @7 dv (g) = 0. Par suite, en raisonnant
ax—00

par récurrence sur g, on obtientwque pour tout x # xg, tout m et tout ¢,
il existe 6 > 0, 6 < 1, tel que

lim af / ®7'dv (g) = 0.
B (z,6)

a—0o0

Pour finir, comme A, ¢, < A, @, on obtient que pour tout g et tout
w € B\{zo}, lim o9||®4| 1= (o) = 0. (Voir [11], théoreme 8.25).
ax—00

Le lemme est donc bien démontré. W

)\a (N—2)/4
e = (Nuv—z)) Po-

Tout comme les @, les u, se concentrent au point zy, et :

On note alors

6) Agtug + oty = N (N —2)ub sur B
%) lim [ wrtid(g) = 3%
B
N(N —
® lim A\ ua|2 dv(g) = %
a—0o0 B

Soit maintenant z, un point de B tel que
Ua (Za) = ||[tallz= (B)
et soit u, tel que
|z 5y = ng V=272

D’apres les lemmes 5 et 6, lim z, = g et lim p, = 0. De plus :

a— 00
LEMME 8. — (au2) est bornée.

Démonstration. — Au point zo, Ay u, > 0. Par suite, o ps N=2)/2 <

N(N -2 p; V2 et au2 < N(N-2). ®

Vol. 13, n° 1-1996.



70 E. HEBEY ET M. VAUGON

5. ESTIMATION DE LA VITESSE DE
CONVERGENCE DES z, AU BORD DE B

On note d la distance euclidienne de RY. Les z,, ayant été introduits 2 la

fin du paragraphe 4, ’objet de cette partie est de démontrer la proposition
suivante.

. d(z,, OB
PROPOSITION 9. — lim d(7a, 0B) = +o00.
=00 229
Démonstration. — Puisque lim x, = xg, on remarque déja que le résultat
a—o0
est immédiat si zp € B. Sans perdre en généralité, on pourra donc supposer
que z9 = (0,...,0,1) € dB. On introduit maintenant les isométries

vectorielles de R™Y qui raménent le point z, sur un point % € [0, zo] (ou
[0, zo] = {0z0, 0 < § < 1}). En composant g et u, par ces isométries, on
obtient une famille g, de métriques sur B, et des fonctions encore notées
Uy, qui Vérifient :

9) lim g, = gdansC? (B)
(10) Uy € C? (B)n Hoi1(B), uq > 0sur B
11 Ay, o+ otiqg = N(N —2)ul sur B
. WN
(12) Jim [ ult dv (90) = 5
B
N(N -2
(13) lim IV, tal® dv(ga) = __(_N_)ﬂ\f_
a—oo [p 2
(14) U (‘Tf) = U;(N_2)/2 = ||ua||L°° (B)-
Comme d(z,, 0B) = d(zf, z0), il nous faut montrer que
R
lim M = 00. Pour se faire, on introduit les fonctions
amoo g
Vo (SU) = IJ'EYN_2)/2 U (Mo T + Zo).
— 1
Vg, estdéﬁniepourxeBa:B< xo’ ;}J— .Onaalors0<v,<1let
Mo o

UBo = E ot E = {(21,..., zn) € RY/zy < 0}. De plus, 0 € B, pour
tout «, et si on suppose que (/i) est décroissante (ce qui ne nuit pas a la
généralité), on obtient B, C B, dés que a < .

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Analyse non lin€aire



MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D'INCLUSION DE SOBOLEV 71

On définit maintenant h, () = go (ta T + %o), T € B,. D’apres (9),
pour tout K € E, lim h, = g(z0) dans C?(K). De plus, si £ désigne

la métrique euclidienne de RY :

1
(15) I > 0/Va, Xf < he <A
(16) les h,, sont uniformément bornées C! sur B,,.

Par ailleurs, avec (11), on voit facilement que
an Ap, Vo + (ap2)ve = N (N — 2) P sur B,.

(z8 — m0)

{87

On définit alors y, = Yo € By et vy (yo) = 1.

On distingue maintenant deux étapes dans la démonstration.

d(zE, Zo)

Etape 1. — On montre que lim = 0 est impossible. Si ce

Qa=—=>00

extraire une sous suite, on pourrait supposer

N

n’était pas le cas, quitte a

d(xaR> .’170)

que lim = 0. Par suite, on aurait lim y, = 0. Or, voir

a—00 a—00

I’appendice 2, les relations (15), (16), (17), le lemme 8 et le fait que
0 < vy £ 1, entrainent que les v, sont uniformément bornées C' au
voisinage de 0. Avec le théoréme des accroissement finis, on devrait donc
avoir

1= I'Ua (ya) — Vo (0)| < Cted(O, ya)7

. . . . . d(zE x
ce qui est impossible. En conclusion, lLim M >0
a—00 llza

: d(zB
Etape 2. — On montre que lim M =4 LR, £ >0, est
,&—00 Mo

impossible. La encore, si ce n’était pas le cas, quitte A extraire une sous
suite, on pourrait supposer que CY11_)m Yo = Yo € E. On remarque alors que
(va) est équicontinue sur tout comi)oact de E. Pour le voir, on utilise (15),
(16), (17), le fait que 0 < v, < 1 et le théoréme 8.32 de [11]. Par suite,
il existe v € C°(E) telle que pour tout K € E, une sous suite de (v,)
converge vers v dans L (K). La fonction v vérifie ainsi 0 < v < 1 et
v(yo) = 1. En particulier, v # 0.
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On remarque maintenant qu’a extraction prés d’une sous suite,
lim au? = 0. En effet,
a—ro0

a [ wdo(gn) = and [ Vo (he) 2 ol [ o do(h),
B B K

o

Pour tout K € E. Or,

/Bui dv (ga) = <WJ/\\;&7)>(N—2)/2/B‘I)3¢ dv (ga),

et puisque v # 0, on déduit du lemme 4 que, quitte 3 extraire une sous
suite, lim ap? = 0.
a—0o0

Par conséquent, avec (17), v € C*° (E) et

(18) Agzeyv =N (N —2)v?sur E.

(On rappelle que lim h, = g(zo) dans C? (K) pour tout K € E.)

On remarque maintenant qu’en transportant la métrique g (z) par un
isomorphisme vectoriel de RY convenablement choisi, et en composant v
par ce méme isomorphisme, on obtient une solution de Az v = N (N —2) vP
sur un demi-espace de R™. (Quitte 2 composer de nouveau par une isométrie
vectorielle, on pourra méme supposer que ce demi-espace est encore le
demi-espace E.) Pour ne pas trop alourdir les notations, on continue de
noter v cette solution et E le demi-espace sur lequel elle est définie.

Soit maintenant

1 (N-2)/2
w@ = () M= 40w

On pose h = w* (V=2 £ A un facteur multiplicatif 4 pres, h représente la
metnque sta.ndard de la sphere apres projection stéréographique. On note
alors v = — et ¥, = —. La courbure scalaire de la métrique h valant
4N (N — 1) on obtlcnt

(19) Ap9+N(N-2)9=N(N-2)?* sur E.
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De plus,

/;|Vhﬁa|2dv(h)+N(N—2)/é 92 dv (h)

— [ FevaPin @

«

<G / [Vh. val?dv (ha) (d'apres (15))

o

< 02/ v dv (hy) (d’apres (17))
Ba

= Cg/ Pt dv (ga)
B
< Cte (d’apres (12)).

Les (94) sont donc uniformément bornées dans Hy ; (E, h). Par suite,
puisque lim ¥, = ¥ uniformément sur tout compact de E, on obtient

ax— 00
¥ € Ho1(E, h). (Toute suite bornée dans un Hilbert possede une sous
suite faiblement convergente.)

Notons maintenant S la sphére unité de RV*+! et g, sa métrique
standard. Par projection stéréographique, E devient une demi-sphére S+ de
SN . Avec (19) on obtient ainsi une solution positive v1 € Hp 1 (ST, go) de

N(N-2) _N(N-2)

Agy v1 + 1 1 , v} sur ST,

En effectuant une nouvelle projection stéréographique, mais de pole
opposé au sommet de S*, on obtient alors une solution positive v, €
H()’l (B) de

N(N -2
Ag vy = Lzl—l v} sur B.
Or ceci est impossible d’apres Pohozaev. On obtient donc la contradiction
. . d@k z .
recherchée, et, par suite, lim M = oo. En conclusion, la
amoo g

proposition 9 est démontrée.
(On rappelle que d (z%, z9) = d (2., 0B).) R

Remarque. — Avec les résultats de [10], théoréme 2, z, se trouve
forcément dans B si la métrique g est euclidienne au voisinage de 9B.
Dans ce cas particulier, la proposition 9 est immédiate.
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6. TRANSFORMATION DU PROBLEME ET BLOW-UP

La métrique g vérifiant la propriété (*) sur B, il existe une boule ouverte
B’', centrée en 0 et contenant B, telle que g soit géodésiquement convexe
sur B et sur B’. L’application exponentielle est alors une fonction C'>
de deux variables, A valeurs dans B’, et définie sur un voisinage ouvert
de B’ x {0} dans B’ x RY. (Pour plus de détails, voir [17], tome 1.) Par
ailleurs, puisque la métrique g est géodésiquement convexe sur B’, pour
tout = donné de B’, exp, réalise un C*™ difféomorphisme d’un voisinage
ouvert de 0 dans RY sur B’. Avec le théoreme des fonctions implicites,
(exp,) ™', regardée comme une fonction définie sur B’ x B’, est alors C'™®
des deux variables.

On note maintenant ¥, = exp, . ¥, est donc un C* difféomorphisme
d’un voisinage ouvert de 0 dans R™ sur B’. On note alors

wa = (Vo)™ (B)
9o = (Vo) g

Uy = Ug © Uy,

(uq et T, ont été introduits & la fin du paragraphe 4).

we est un domaine relativement compact étoilé en 0 de RY (au sens
ol pour tout x de w, et tout 0 < § < 1, fx € w,). De plus, puisque
I’exponentielle et son inverse sont C*° des deux variables, on obtient
facilement :

(20) A >0/Va, %f < ga <X (¢ la métrique euclidienne)

2n les g,, sont uniformément bornées C? sur w,
22) lim g, = (exp, )* g dans C' (K) pour tout K € (exp, )~ (B').

Par ailleurs, toujours d’aprés les propriétés élémentaires de
I’exponentielle, on obtient :

(23)  les g, sont géodésiquement normales en 0. En particulier,
pour tout aet tous 4, j, k=1,..., N, go (0);; = 6;;
et (8k ga) (0),']‘ =0.
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Enfin :
flo € C? (@a) N Ho 1 (Wa), o > 0SUr wy,
(24) N-2)/2
et @i, atteint son maximum N~ /2 en 0
(25) Ay o + aliqg = N (N — 2) @f, sur w,
. ~ WN
(26) ah—>nolo ug+1 dv(gs) = 5
N(N-2)w
(27) lim |Vga ﬂalz dv (ga) = L‘N—)IX
a—oo [ 2

o

On définit maintenant :

U (7) = N&N_2)/2 i (Ko T)

ho () = go (o ), x € Qo = Yo
v, Vérifie alors :
28) 0<a <leti,(0)=1
(29) Ap, Vo + (ap2) o = N(N = 2) % sur Q.
d(z, OB)

Par ailleurs, comme lim = oo (voir proposition 9), et

a—00 o
puisque les métriques g et g, sont équivalentes a la métrique euclidienne,
on obtient lim d(0, 9Q,) = co. Par suite, U, = RY au sens ou pour

ax— 00

tout K € RY ettout o > 1, K C Q..
Enfin, utilisant (22), on obtient

(30) pour tout K € RY, lim h, = ¢dansC* (K).

On étudie dans ce paragraphe les premieres propriétés vérifiées par les 0.
Pour commencer, on remarque que (20), (28), (29), (30) et [11],
théoreme 8.32, entrainent que les v, sont équicontinues sur tout compact
de RY. Par suite, il existe 9 € C° (R") telle que pour tout K € R", une
sous suite de (¥, ) converge vers ¢ dans L (K). On aalors 0 < 9, < 1 et
©(0) = 1. En particulier, ¥ Z 0. On démontre maintenant le résultat suivant.
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LeMME 10. — A extraction prés d’une sous suite, lim au? = 0.

a—ro0

Démonstration. — On remarque que pour tout K € RY,

a/ uidv(g):a/ ﬂidv(ga):aui/ 72 dv (hq)
B We

@

> o / 32 dv (ha).
K

A\ (N=2)/4
Or u, = (N—(_]—V_%—Q—)) ®,, et puisque 0 Z 0, on déduit

facilement du lemme 4 que, quitte 2 extraire une sous suite, lim « p2 = 0.
a—0o0

(On rappelle que lim h, = ¢ dans C! (K) pour K € RY.) B
Avec le lemme 10 et (29), (30), on obtient alors & € C™ (RV) et
A¢d = N (N —2)#* sur RY.

Par suite, avec les résultats de [8] (voir aussi [20]), on obtient

17(:1:):( ! )UHW, oit|z] = (0, z).

14 |z|?

N(N -2
LemME 11. — lim |Ve il dv (€) = ‘LWLW—N

Démonstration. — Avec le lemme 6, lim u, = 0 dans CL_(B\{zo}).
=00
Par suite, pour tout § > 0, § < 1,

lim |Ve i |* dv (€) = lim |Ve tia|? dv (€).
=00 Wa Q=00 13(07 )

On remarque maintenant que :

Ve > 0,36 >0, Jag > 1/Va > ag, ||ga — &llco B (0,6)) < €.
Pour le voir, il suffit d’écrire que
llga = Ellco B(0.6)) < 19a — (€xP4,)" gllco (B (0, 8)
+ [l(expg,)" 9 = Ellce (8 0, 8)-
D’apres (22) on a alors C}gr;o llga — (expy,)* gllco (B 0,5)) = O, et

puisque (exp, )* g est normale en O, pour é suffisamment petit on aurra
ll(expg,)* g = Ellco (80,6 < €/2.
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Par suite, Ve > 0, 3§ > 0, <1/

(1-e¢)
B

Ivga '&’0‘2 d/U (ga)
(0,8)

<

< / Ve il dv (€)
B(0,5)

<(1+e) Vg tal? dv (9a)-
B(0,6)

Reste maintenant 2 remarquer que pour tout § > (,

lim Voo ial? dv (g4) = lim/ [V tal? dv (g4)
a—00 B(O, 5) a-—oo W,
= M;\Iz)_wﬁ d’apres (27).

Le lemme est donc bien démontré. H

Pour finir, on démontre le résultat suivant.

LEMME 12. - lim 9, = # dans [p+!

(RY), G étant prolongée par 0
[s 2 de o)
en dehors de .

lim

a—00

Démonstration. —~ On démontre en fait un peu plus en montrant que
[Ve (0 — 0)[2 dv (§) = 0. Le résultat annoncé découle alors du
N

théoréme d’inclusion de Sobolev.
On a:

L 1¥e 0P ao(e) = L werba©+ [ veirane

-2 Vet, Ved)d .
/Qa( ¢ Ua Ve ) dv (€)
Or :

/(Vf@aw)dv(@:/ B A v (€)
Qs Q

o

:N(N—2)/ B0 7 do (£),
ch
et puisque 0 < 9, < 1 (voir (28)),

lim o 0P dv (€) = / " dy ().
X— 00 Qa RN
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Par ailleurs,
. . . - N(N -2)w
dim [ Istal2dv(§)=JgT;oL IV»suozl“’dv(E)=—(—7v—)*ﬂ
d’apres le lemme 11. Enfin,
- - N(N-2)w
[ vespave = v -2 [ omane = TEZHeN
R RV
Par conséquent,
lim | |Ve (o — )P dv(€)
a—0Q RN
_N(N—2)LUN N(N—2)wN N(N—2)LUN
B T R T A

Le lemme est donc bien démontré. W

7. UNE ESTIMEE C° POUR %,

Les notations sont celles du paragraphe 6. On démontre le résultat suivant.

ProposITiON 13. — I existe une constante C > 0 telle que pour tout o et
tout © € Qy, Uy () < CO(2).

La démonstration de cette proposition passe par plusieurs étapes. On note

he = A/ (N=2) he

fo= N2 g

La encore, a un facteur multiplicatif 4 pres, h représente la métrique
standard de la sphere aprés projection stéréographique. Si maintenant
We = Ua/0, on vérifie sans difficulté que

. Ay v apl\ ~
AVSRTNE § (—g—%— + @p—1) Wy = N (N =2)w2  sur 1,.
En effet, d’apres (29).

4(N - 1)
N-2

4(N -1)

An, T+ ——

ap? 9o = 4N (N — 1) %P,
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et si S (h,) désigne la courbure scalaire de h,, on peut écrire

4(N -1) N N 4N-1) .
W—Ahava+5(ha)va+(ﬁaua S(ha) Va
=4N (N -1)E.
Reste alors a remarquer que
4(N-1) , (AN P\
ﬂAhava'i'S(ha)va-‘v ( N —2 Ahawa-{—S(ha)'wa
4(N -1) . C (i \ap
TTAhQU“’-S(ha)'U—S(ha)’U.

On démontre maintenant le résultat suivant.

Ap, ¥ | apl
T + 1 > 0.

LEMME 14. — Pour o > 1 et pour tout x € S,

Démonstration. — Soit ¢, () = pax. ¢, réalise une isométrie de
(Qu, #2 hy) sur (wa, go)- Par suite, Ay & = p (A, (90 ¢31)) 0 da.
Indépendamment, puisque les g, sont géodésiquement normales en 0, pour
tout v = u(r)

Ay, u=A¢u+ 10, Log/|gal
ol r = |z] et |g,| est comme dans [2], chapitre 4.

De plus, voir [2] chapitre 4 et théoréme 1.53, (wq, go) €t (B, g) étant
isométriques, il existe une constante A > 0, indépendante de «, telle que
|0, Log \/|ga]| < Ar. On obtient ainsi, Ay, o > A0 — A2 r|t’|. Par
suite, puisque A0 = N (N — 2) %P et puisque

f)’(x)z—(N—2)|x|( L )M,

1+ |z
on obtient
Ap, v Ofﬂi 2 242
—al 4 2o > N(N -2+ i (1+]af)

— (N =2) Apdla]* (1 + |zf)
=N (N =2)+pg 1+ |2*) (a + alz® = (N - 2) AJz]*)
=N(N=2)+apg (1+z) + (@ = (N = 2) A) 2|z (1 + |z))
>0 sia>(N-2)A.
Le lemme 14 est donc bien démontré. W
Du lemme 14 on déduit maintenant
3D Aj Wo < N (N —2)dF sur Q.
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On note alors

¢ V'inversion définie par ¢ (z) = #
Oa = ¢ ()
Wy =we00¢
Hy = ¢ ho

O, est du type RV\@, ou les 4, sont des ouverts contenant 0 et tels
que pour tout § > 0, et tout @ > 1, 6, C B(0, §). De plus, puisque
¢ réalise une isométrie de (Qq, ho) sur (©,, Hy), I'inégalité (31) est
conservée et on obtient
(32) Ay Wy < N(N —-2)W?Esur Q,.

Enfin,

=z \* z
(H.) (z);; = (——— N
! 1+ |x|2 le2 Kkl
y ((5gc|x|2 — 2z 2%) (64|z]? - 2x,-xl))

|[* |=[*

et ainsi (voir (20) et (21)) :
1
(33) 3JA>0/pourtoutaettouts € O,NB, -& < Hy <X

34) les H,, sont uniformément bornées C° sur ©, N B.
On démontre maintenant le résultat suivant.

LEMME 15. — lim W, = 1 dans LP*!(B).

a—00

Démonstration. — On a
[ wa—1pane < o [ Wa—1ptian (5o (apris (33)
B B
= / Do — 1P dv (ha)
(B)
= / [t — B|PT dv (he)
$(B)

<Ca [ o -t do(e
Qa
(avec (20), les h, sont équivalents a la métrique euclidienne).
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Par suite, en vertu du lemme 12, lim [ |W, — 1Pt dv(¢§)=0. W
B

— 00

On posséde maintenant tous les renseignements nécessaires a la
démonstration de la proposition.

FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 13. — On remarque déja que
démontrer la proposition équivaut a montrer I’existence d’une constante
C > 0 telle que pour tout « et tout = € €, W, (z) < C. Or, pour tout
K € R, lim 1, = 1 dans L* (K). Par suite, démontrer la proposition
revient A montrer 'existence d’une constante C > 0etdunréel R >0
tels que pour tout « et tout = € Q, vérifiant |z| > R, @, () < C. Ce que
I’on peut encore écrire, aprés inversion :

3C > 0,360 > 0/Vaet Vo € O, vérifiant |z| < by, W, (z) < C.

Soit alors n € C°° (RN) telle que 0 < n < 1, n = 1 sur B(0, §/2),
n = 0 sur R¥\B (0, §), § > 0. En multipliant (32) par n? Wk, k > 1,
on obtient (voir [14]) :

4k
m/@ Vi, (nWEHD/2)2 dy (H,)

2(k—1)
C (k+1)2

2
*m/@ IV, 0l WD dv (H,)

(33)

/ n(Am, n) Wit dv (H,)
Oq

5N(N-2)/ n? WP dy (H,).
ea

Les inégalités de Holder pour le membre de droite de (35) et I'inégalité
de Sobolev classique rappelée dans 1’introduction permettent alors de
montrer

(36) / IV, (aWED2)2 do (H,)

o

=G / Vi, qWEY2)? do (Ha) + Co
B4
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_ (k+ 1)2

(r-1)/(p+1)
Cy (I1+¢) (/ Wet gy (HQ))
4k B (0,6)

E—1
Co < —— [ nlAg, n|Widv(H,)
% Jo,

B 9, Wt o ().
2k Jo,
Avec le lemme 15, on voit maintenant que pour tout k, on peut choisir
6 >0, 6 <1, de sorte que C; < C < 1, Ya. Par suite, avec un
raisonnement par récurrence du méme type que celui effectué pour la
démonstration du lemme 6, on obtient :

(37 VqeN,36>0,6 < 1/pourtout a, / Wdv (€) < Cte.
B(0,6)
(On rappelle que les métriques H,, vérifient (33).)
On écrit maintenant (32) sous la forme

Di(H v/|Ha| D;Wo) > =N (N —2) /[Ho|WE.

D’aprés (33), (34) et (37) on peut appliquer le théoréme 8.25 de [11].
Par suite, il existe une constante C' > 0 et il existe §; > 0, §; < 1, tels
que W, (z) < C pour tout z de O, vérifiant |z| < §,. Comme annoncé,
cette derniére inégalité termine de démontrer la proposition 13. W

Remarque. — (1) Comme conséquence directe de la proposition 13, on
obtient lim 9, = o dans L> (RV).

ax—00

(2) Le résultat de la proposition 13 est en fait strictement équivalent au
résultat suivant : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout « et tout

M (N-2)/2
T E Wy, Uy (2) < C| ——2— )
(@) (ug+me>

8. CONCLUSION ET IDENTITE DE POHOZAEV

On achéve la programme annoncé au paragraphe 3, et donc la
démonstration du théoréme, en montrant que I’existence des ®, de la
proposition 2 pour o grand conduit & une contradiction. L’étude est basée
sur I’identité¢ de Pohozaev et utilise fondamentalement la proposition 13.

Les notations sont celles du paragraphe 6. Dans toute la suite, les C;
sont des constantes strictement positives qui ne dépendent pas de «. On
pose maintenant :
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n=normale extérieure unitaire 2 dQ, pour la métrique eucilidienne £
8, o =dérivée normale de 9, au sens de la métrique euclidienne.
On obtient alors (voir [18] pour plus de détails)

/ (2% O) Vo) Ag T dv (€) + N=2 / o Ag T dv (£)
Q, 2 Qg

1

-1 /éﬂa (z, n) (B 5a)? do (£),

ol (-, -) désigne le produit scalaire euclidien.

Or Q, est étoilé en 0. Par suite, pour tout z de 9y, (z, n) > 0. On
obtient ainsi

(38) / (z* Ok Ta) Ag Ta dv(§)+N—2_—2/ o Ag Do dv (€) < 0.
Qo Qu

Soit maintenant un réel > 0 tel que pour tout X de RV, hiJ X; X; >
| X |2. (n existe d’apres (20)). On écrit que

T'Af Vo = Aha Vo + (hzo't7 — n&ij) 81‘]' Vo — h;J T (ha)fj Ok Vs
1
ol les T (hq)f; = 3 (8; (ha)mj + 05 (Ra)mi — Om (ha)ij) hZ* représentent
les symboles de Christoffel de hg.

Par suite, aprés avoir multiplié (38) par 7, on obtient

N -2

(39 / (2% Ok Vo) A, Vo dv (€) + —— / Vo An, Vo dv ()
Q. 2 Ja.

+/ (x* O V) (h¥ — 06) By Do dv (£)
Qa
—/ (2% 3 V) (WY T (ha)]}) Om Do dv (€)
Qa
N-2 5 )
S ba (B9 — 169) 8y T d
# 25 [ a b =) B o (@

-5 [ A T ) () <o

Or 9, vérifie I’équation (29) (voir paragraphe 6), et ainsi
/ (2F Ok Vo) A, Vo dv (€) + N-2 / Vo An, Vo dv ()
2 2 Ja.
= [ @ 000) (N (N = 2)% — (002) ) v €)
N2

122 /é T (N (N = 2) 3 — (ap2) 3) dov (€)
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Avec des intégrations par parties, 0, étant nulle sur 0f),, on obtient
maintenant

Aa(x B ) T do () = (N2_2)/ 1 dy

/ (2" Ok Do) T du (€) = —%/ﬂ

Par suite,

«

- N -2
| @i saav©+ X2 [ nn nne)
Qa Qo

= o2 / 32 dv (¢),

[

et (39) devient

“w il [ R+ | @ o) 08 —059) 0,5 do )
(979

o

_/Q (2" 0 Ta) (W T (ha)72) O b dv (€)

N -2 . .
+ 52 e (W = 06) 0y 5 d (€)
2 Q
N -2

— 2 | (BT (1)) O do (€) < 0
Q

a

o

On s’intéresse maintenant aux différents termes qui interviennent
dans (40). Tout d’abord, en intégrant par parties, on obtient

/Q (@ 0uta) (]~ n8) 3y dv ()
_ /{m (@, 1) (On )2 ((hF — 6% ) my ;) do (€)
- L (05 hi9) 2% B, 5, Oy o o (£)
- / (b — 06*9) 0y 10 B; B v (€)

- / (R — n6") 2% Byy, 00, B; Do, dv (€)
Qq
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et
/5 (hid — 169 2% By B O B v (€)
:=A; (2, 1) (B ) (A — 08) m my) dor (€)
_/Q (2" Oy hi9) B o B; B dv (€)
_N L (RS9 — 8%9) 8; T, B; e v (£)
_ L (hid — 67 £* 8 T Dt Do v (£).
Par suite,

/ (h’a’ - néij) ¥ Ok U, 0; U dv ()
Qa

1 g g
~/ (2, 1) (0n ) (h — 067 ni ;) do (€)
2 Joa,
1 y
— 5 /Qa (.Z‘kak hfj)@,—ﬁaajﬁadﬂ(ﬁ)
— % [) (hza] - 7]61]) 8,; 'lja 8j ﬁa dv (f)
et :
41) / (% Oy, D) (BT — 169 By; T dv (€)
Q,
1 ~ \2 17 1]
5 [ @ m) (@) (8 = 8% mimy) o )
2 N
—/ (0; hi9) z* 8; B, Oy, Ty du (€)
Qa
N—2

il MR UL
Qo

+%/ (¥ Oy hi3) ;g B Ty du (€).
Qo
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De méme,

/ B (h9 — m13) By 5 v () = — / (K = m879) 8, 50 9 5 do (€)
Qs Q

o

- / (8 hi9) 50 0, 50 do ()
Qq

et :
/ (8: hiF) 50 B 5 dv (€) = — - / (945 hi9) 2 do ().
Q. 2 Ja,
Ainsi,
“2) / B (T — 159) B, 5 o (€)
Qg
=_/ (hid — 0859) B, 50 8, o dv (£)
+1 / (8 hi9) 72 o (€).
2 Q.
Enfin,
@3) / B (W T (ha) ) Oy B v (€)

o«

I_% /Q (Om (BT (ha)2)) 32 do (£),

o

En reportant (41), (42) et (43) dans (40), et aprés simplification, on
obtient maintenant :

ond [ R [ @000 (4 ) mn do 6

+%/ (2" ), hi7) B; B, B, D dv (£) —/ (0; hl) &* 8; b Oy Vo dv (6)
Q. Qa
222 [ oyt du(e)
4 a0,
N-2 y
22 / (Om (BT (ha)2)) 92 do (€)
Qa
- / (% hiI T (ha)2) Ok B O B () < 0.
Qq
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Or, pour tout z de 9Q,, (z, n) > 0 et (b — né*)n; n; > 0. Par suite,
[ @m) @ua)? (B = 87 mins) do (€) 2 0
09

et:

(44) aui/ 2 dv (&) + / (2% Ok hi7) 0 B O; T dv ()

o

_/ (8; B) 2" 9; o, Ok T dv (€)
Qa
___2 o2 dy
/Qa (5 hi3)i2 dv (€)
_2/ (Om (R T (ha))) 92 dv (€)

/ (z* h”I‘(h) 1) Ok Vo O Vo dv (€) < 0.

On remarque maintenant que 9;; h¥ (z) = p2 (8;5 9) (o ). Avec (20)
et (21) on obtient alors :

(45) ,/ (0i; hi9) B2 dv(f)l<C’1pa/Q o2 do (€).

o

De méme, |0, (B T (ha)7})| < Ctepl, et ainsi

6) | ARG RE dv(&)’smi | w2

Qo

Indépendemment, avec Taylor et puisque les g, sont normales en 0,

(O h) (2) = pra (B g7 (o @)
= pta (9 93) (0) + e (Or1 97 (1o 0 ) 3*), 6 €]0, 1]
= pd (O g7) (po 8 ) 2.
Par suite, en utilisant 1’équivalence des métriques h,, et &, des intégrations
par parties, (20), (21) et I’équation (29) vérifiée par ¥, on obtient
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l [ = @ndoo s @) <cuit [ Bl IVen (e
Qa Qq

<Cup? / 102 [V, 52 do ()

a

==Cust | (T (15 Vi, 5a)) o (he)
Qo

=Cypl / |2|? (A, Ta) T dv (o)

a

— Cy i / (Vi |22 Vi, 9a) o dv (k)
Qq

o / 102 (An, B) B d (ho)

o

_ Ol / (A, [2?) 2 dv (ha)
Qa

<yt / 12 (A, ) ba dv (he) + Co i2 / 52 dv (ha)
Qo

a

—C? / 1012 50 (N (IV — 2) 08, — o 3) do (ha)

o

+Caul [ dv(ha)

=1

<Cppi / 32 dv (€) + Co 2 / 2 32+ do (¢).
Qa

a

Par suite,

47

/ 2% (8, h¥7) 8; U 8; T dv (€)
ch

<Crpd / 52 dv (€) + Cs 422 / o2 2+ do (€)

« Qa

et en raisonnant de la méme facon, on montre que
(48) ‘ / (0; hz,]) z* 0; U Ok Vo dv (g)‘
Qa

< Coud / 32 dv (€) + Cro 2 / o2 72 do ().
Qo

a
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Par ailleurs, toujours d’aprés Taylor et en utilisant I’expression des
T (hq)f;, on voit que pour tout X de RY, |(z* A T (ha)i?) Xi Xm| <

Cu1 2 |z|? | X|?. Par suite,

L (2 hY T (ha)T}) Ok Do Orm U dv (5)’

< Cupii? / 12 | Ve ba]? do (€)

o

et, 1a encore,

(49)

/Q (z* BRI T (ha)T}) Ok T O o dv (g)‘

§013#i/ 17idv(§)+014,¢i/ lz|* 52" dv (€).

« Qa

En reportant les relations (45) a (49) dans (44), et en simplifiant par p2,
on obtient maintenant :

(50) « / 92 dv (§) < Cys / 92 dv (€) + C1g / |z|? 92+ du (€)
Qo Qq

a

Pour conclure, et donc obtenir la contradiction recherchée, il reste 2
remarquer que :

(€2)) / o2 dv (&) > % / 7 dv(€) >0 pour a>>1
B

a

(puisque les 9, convergent uniformément vers ¢ sur tout compact de RY)

(52) / |z| 252+ dv (€) < Cyr / |z 2P do (€)
RN

a

< Cig désque N > 3

(d’apres la proposition 13).

Par suite, (50), (51) et (52) imposent o < Cte. Les @, deAla proposition 2
n’existent donc pas pour « grand, et le théoréme est démontré. W
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9. APPENDICES

APPENDICE 1

(M, g) désignant une variété riemannienne compacte 4 bord de dimension
N > 3, on note Hy; (M) I’espace de Sobolev complété de D (M), I’espace
des fonctions C'*° a support compact dans M\OM, pour la norme

l|u||? = / |V, ul?dv(g) + / u? dv (g).
M M
La question devient : montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

(53) pour tout u € Hy 1 (M),

</M |u|P+1 o (g)>2/(p+1)

SSN/ |Vgu|2dv(g)+C/ u? dv (g).
M M

La réduction du probleme présentée dans le paragraphe 2 reste valable
pour cette question. Par suite :

THEOREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte a bord de
dimension N > 3. Il existe alors une constante C > 0 pour laquelle (53)
est vérifiée.

APPENDICE 2

On démontre une version modifiée du corollaire 8.36 de [11].

LEMME. — Pour o >> 1, on considere la famille (D) de domaines de RN
définis par I'intersection d’une boule de rayon 1 et d’une boule de rayon «,
dont un modele peut étre obtenu de la facon suivante : D, = B1 N B,

ot By ={(z,y) e RxR¥™!/z® +[y|* <1}
By ={(z, y) e RXx R/ (z + Va2 — 1)* + [y < o®}.

On note 0D, = 8D, N By, 0D} = 8D, N B,, et si (zo, 0) € DY, on

note O,, Uintersection de D, avec la boule de centre (xq, 0) et de rayon 7
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Soit maintenant (g,,) une famille de métriques définies sur un voisinage
ouvert de D, telles que

% & < go < AE(E la métrique euclidienne)
et soit (vy,) une famille de solutions réguliéres sur D, des équations
Ay, Vo + o Ve = fo
va =0 sur 0D}
on h, et f. appartiennent a C°(D,).
Si : (i) les métriques g, sont uniformément bornées C' sur D,
(i) les fonctions h et f. sont uniformément bornées C° sur D,
alors il existe une constante C, indépendante de «, telle que
”'Ua”CI (0a) <C (SupD,x I'Ual + Supp, |fa|)
(C ne dépend en fait que de N, de la borne C! des g,, de la borne C°
des h, et de )\.)

Démonstration. — Pour y € RN~!, on note z] (y) 1'unique point de D
de coordonnée y sur RV -1, et on note =} (y) 'unique point de D} de
coordonnée y sur RV—1,

On considére maintenant la famille d’homéomorphismes 6, : D, — D;

définies par
oo = (WO D) )
zd (y) — x5 (v)
On vérifie facilement que les 6,, restreints a
D ={(z,y) € Dy/|lyl <1—€},e>0,e k1,
sont des difféomorphismes sur leurs images, et qu’il existe C(g),
indépendante de «, telle que pour tout (z, y) € D5, :
54 o5 <l .l < C o)
Sur Dy on considére maintenant la famille d’équations
Ay, W + (ho 007wy = fo 001
We =0 surT
ol ko = (051)* ga» wa = va 005 et T = {(0, 4)/(0, y) € By}.
Compte tenu de (54), on se trouve dans les conditions d’application du
corollaire 8.36 de [11]. Par suite,

lvallcr 6a (Ba)) < C (Supp, [va| + Supp, | fal)-
et en utilisant (54),

llvaller 0.) < € (Supp, [val + Supp, |fal)-
Le lemme est donc bien démontré. W
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