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RESUME. — Soit u la solution de I’équation de Klein-Gordon semi-linéaire
en dimension 1 d’espace

OPu — 0%u +u = F(u,Oyu, dpu)

avec une nonlinéarité F' quadratique et des données de Cauchy petites,
C* a support compact, u|;—o = €ug, Oyu|t—o = €u;. Moriyama, Tonegawa
et Tsutsumi ont montré que le temps d’existence 7, de la solution vérifie
alors liminf._g€?logT. > 0. Le but de cet article est de montrer que
liminf._,0€?logT. > A, ol A est une constante explicite s’exprimant en
fonction de ug, u; et de la nonlinéarité. © Elsevier, Paris

ABSTRACT. — Let u be a solution to the semilinear Klein-Gordon equation
in one space dimension

Otu — 02u +u = F(u, dyu, dyu),

where F' is a quadratic nonlinearity and the Cauchy data u|;—g =
€ug, Oult=0 = eu; are small in C§°. Moriyama, Tonegawa and
Tsutsumi have shown that the time of existence of the solution satisfies
liminf._o€e?logT. > 0. The aim of this paper is to prove that
liminf._o €?logT. > A for a constant A which can be explicitly computed
from the Cauchy data and the nonlinearity. © Elsevier, Paris
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564 J.-M. DELORT
0. INTRODUCTION

Soient f et g deux fonctions C* a support compact sur R?. Si pour u
fonction C* sur un ouvert de R x R%, muni des coordonnées (t,z), on
note u’ (resp. u”) les dérivées d’ordre 1 (resp. 2) de w par rapport 2 toutes
les variables, et si F'(u,u’,u”) désigne une fonction C™ de ses arguments,

linéaire en u”, considérons la solution u de 1’équation de Klein-Gordon
nonlinéaire :

(0.0.1) Ou+wu = Fu,u',u"), ulimo=e€f, Oyuli=o = eg

ol € désigne un petit paramétre. Si 1’on suppose F' nulle & I'ordre 2 en
0, Klainerman [16] et Shatah [20] ont indépendamment prouvé que, en
dimension d > 3, la solution de (0.0.1) existe globalement en temps pour
€ > 0 assez petit. Ce résultat a été étendu a la dimension 2 par Simon et
Taflin [21] et par Ozawa, Tsutaya et Tsutsumi [19]. Enfin, en dimension 1,
Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi [18] ont prouvé que I’intervalle maximal
d’existence de la solution [0,7.[ vérifie T, > Ce®/ ¢ pour une constante
¢ > 0, résolvant ainsi une conjecture d’Hormander. D’aprés Yordanov [23],
un tel ordre de grandeur du temps d’existence est optimal. Le but de cet
article est de donner une minoration explicite de la constante ¢ a partir de
quantités reliées aux données de Cauchy et a la nonlinéarité.

En effet, lorsqu'on considére le probléme analogue pour 1’équation
des ondes, OJu = F'(u/,u”), on sait d’aprés John-Klainerman [12] et
Klainerman [13], [14] qu’il y a existence globale en dimension d > 4 et
que le temps d’existence est minoré par c¢/e? (resp. C'e/¢) en dimension
d = 2 (resp. d = 3). Homander [9], [10] a donné une minoration explicite
de ¢ en utilisant une solution approchée de 1’équation. Le fait que cette
borne inférieure soit en fait égale au temps ot se produit 1’explosion n’a été
connu pendant longtemps que dans des cas particuliers, d’apres les travaux
de John [11]. Récemment, Alinhac, en conclusion d’une suite de travaux
consacrés a ces questions, et pour la bibliographie exhaustive desquels nous
renvoyons a sa monographie [1], et a ses articles les plus récents [2], [3],
[4], a prouvé que, en dimension 2, pour une équation d’onde quasilinéaire
générale, et des données initiales génériques, la minoration établie par
Hormander donne bien le temps d’explosion de la solution. Il a en outre
obtenu un développement asymptotique complet du temps d’existence en
fonction de e, et une description de la solution au voisinage du point
d’explosion.

Notre but ici est plus modeste : nous nous contentons d’obtenir,
pour I’équation de Klein-Gordon en dimension 1, une minoration
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NLKG EN DIMENSION 1 565

de liminf._,oe?logT., qui est I’analogue de celle due a Hormander
pour 1’équation des ondes, et que nous prouvons par une méthode
similaire de construction d’une solution asymptotique. Le minorant de
liminf,._ ¢ €% log T. obtenu est égal a +oco lorsque la nonlinéarité vérifie
une propriété que nous appelons « condition nulle » par référence aux
conditions introduites par Christodoulou [5] et Klainerman [15] pour
I’équation des ondes en dimension 3. Contrairement a ces auteurs, nous ne
savons pas prouver que cette condition nulle entraine 1’existence globale
pour (0.0.1). Ce résultat est toutefois connu dans un certain nombre de cas
particuliers d’apres les travaux de Moriyama [17], ce dont nous discutons
au paragraphe 1.2.

L’essentiel du travail consiste en la construction d’une solution approchée,
décrite dans la section 2. La section 3 donne la preuve du théoréme, en
appliquant la méthode de Moriyama, Tsutaya et Tsutsumi a la différence
entre la solution approchée et la solution exacte cherchée. Il s’agit en fait
de combiner la réduction a une forme normale de Shatah [20] a I’utilisation
des champs de Klainerman [16]. Nous reprenons a cette occasion nombre
de résultats de [18] afin de les mettre dans un cadre qui facilite 1’écriture
de la preuve du théore¢me.

1. MINORATION DU TEMPS D’EXISTENCE
ET CONDITION NULLE

1.1. Enoncé du théoreme

Désignons par (t,z) = (zo,z1) les coordonnées sur R?, et notons
2 2
d = 8,0, = 8,,Dy = Dy = 10,,D, = Dy = 19,,0 = 2; - Z;

I’opérateur de d’Alembert en dimension 1. Nous nous proposons d’étudier
le temps d’existence des solutions de 1’équation de Klein-Gordon quasi-
linéaire

Ou + u = F(u, 0yu, Opu, 8;0,u, 0%u)
(1.1.1) Uli—o = €f

Oruli—o = €g
ou f,g € C5°(R) sont données a valeurs réelles, lorsque le petit paramétre
e tend vers 0. La nonlinéarité F' sera supposée polyndmiale, a coefficients
réels, nulle & 'ordre 2 a 1’origine, au plus de degré 1 en les dérivées

secondes. On sait grice aux travaux de Georgiev [7] et Moriyama, Tonegawa
et Tsutsumi [18] que si F' est indépendante des dérivées secondes, ou bien
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566 J.-M. DELORT

est nulle a I'ordre 3 en 0, 1’équation (1.1. l) admet une unique solution
maximale définie sur [0, T.[ avec T. > Ce“/’ pour une certaine constante
¢ > 0. Une telle minoration est optimale en général, d’aprés Yordanov [23].
Nous nous proposons ici de minorer ¢ i.e. d’étudier lim inf._ g €e?logT..
Comme les nonlinéarités nulles a I’ordre 4 A 1’origine donnent lieu a des
solutions définies globalement en temps, nous nous limiterons au cas ol

F s’écrit

(1.1.2) F=Q+P

avec @ (resp. P) polyndme homogene de degré 2 (resp. 3). Nous
décomposerons

2
Q(u, Ou, Opu, 0;0,u, D2 2u) =Y i*Qy (u, D¢ Dyu, D u; Dyu, Dyu)
(1.1.3) =0
(udtu(‘)uatdud2 ) Z Pk(thD'u,DthuD w)
k=0
ol Q(Th,T>,Ts; 21, 7Z5) (resp. Pio(Ty, Ty, T5; Z1, Z5)) est un polyndéme

réel homogene de degré k en Z = (Z1,Z,) et 2 — k (resp. 3 — k) en
T = (Ty,T,,Ts), le degré en (T3, T;) étant en outre inférieur ou égal 2
1. On écrit de plus

Qo(Th, T2, T3) = Qo(Th) + Qo (T1, T, Ts)

1.14
(1.14) QUT; Z) = Q\(T1; Z1, Zo) + QY (T, Ts; Z1, Z>)

ol @ est quadratique, Q( est linéaire en T et en (T, T3), Q) et QY sont
linéaires en T' et linéaires en Z. Si (wo,w;) € R?, on pose

qr(wo, w1) = Qr(l,wows, wiiwg,w1) 0< k<2

1.1.5
( ) pk‘(wO?wl):Pk(lvaL‘)lvw%;wOawl) 0§k§3

et pour k = 0, 1 on décompose gy, en g}, +qj d’apres (1.1.4). Siy €]—1,1] et

(1.1.6) woly) = ———, w(y) = ——

1—192 V1-—1y2?

nous définirons

(L.17) @(y) = p1(wo(y), w1(y)) + 3ps(wo(y),w1(y))
+ q1(g0 + g2)(wo(y), w1(¥)) — ¢ (a6 + 2q2)(wo(y), w1(y)).
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Associons d’autre part aux données de Cauchy f, g la quantité suivante

(118)  T) = (=) (@) + (1 - )lalesw)P)

et définissons A € R U {+oo} par la relation

(1.1.9) % = yes]t_ul)l[(F(y)q’(y))'

On remarquera que A > 0 puisque, I" étant nul a 1’ordre infini sur |y| = 1,
['(y)®(y) tend vers O si y — £1. Le théoréme que nous nous proposons
de prouver est le suivant :

TuEOREME 1.1.1. — Supposons, soit que F est indépendante de 0:;0,u
et 0%u, soit que Q = 0. L’unique solution de (1.1.1) est définie sur un
intervalle maximal d’existence [0,T.[ vérifiant

lim iglf elog T, > A.

Remarque. — Le théoréme précédent est également valable si on remplace
I’hypothese f,g € C°(R) par f,g € S(R). Nous nous limitons au cas de
données a support compact dans un souci de simplification technique de
certaines preuves. Le cas plus général de données a décroissance rapide
se traiterait en remplagant dans les sections 3.1 et 3.2 les normes L? ou
L utilisées par des normes a poids, comme dans I’article de Moriyama,
Tonegawa et Tsutsumi [18].

La preuve du théoréme va consister en I’obtention d’une solution
approchée a (1.1.1), suivie de I'utilisation de la méthode de Moriyama-
Tonegawa-Tsutsumi [18]. Les restrictions imposées a F' dans 1’énoncé du
théoreme proviennent du fait que cette méthode ne s’applique que sous
de telles conditions.

Lorsque ®(y) = 0, le théoréme affirme que liminf. ¢ €e?logT. = +o0,
et il est naturel d’introduire la définition suivante :

DErINITION 1.1.2. — On dit que la nonlinéarité F' vérifie la condition nulle
si et seulement si ®(y) = 0.

Remarquons que 1’expression de ®(0) a été obtenue par Hormander [10]
section 7.5, dans le cas de la dimension O d’espace, par I’intermédiaire
de considérations d’énergie. Nous ne savons pas si la condition nulle
entraine I’existence globale pour € > 0 assez petit. Toutefois, dans le cas de
nonlinéarités cubiques, un certain nombre de résultats sont connus. Nous
nous proposons d’en discuter dans le paragraphe suivant.
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568 J.-M. DELORT

1.2. Condition nulle pour des nonlinéarités cubiques

Nous supposons dans ce paragraphe ) = 0. La fonction ®(y) est alors
donnée par

(1.2.1) P(y) = p1(wo(y), w1(y)) + 3ps(wo(y), w1 (y)).

Introduisons également

(1.2.2) P(y) = =3po(wo(y), wi(y)) = pa(wo(y), w1 (y)).

DEFINITION 1.2.1. — On dira que P vérifie la condition nulle (resp. la
condition nulle avec comportement asymptotique libre) si et seulement si
®(y) = 0 (resp. ®(y) = 0 et U(y) = 0).

- La terminologie précédente sera justifiée au paragraphe 2, lorsque nous
verrons que la solution approchée que nous construirons aura, lorsque

®(y) = 0, un comportement asymptotique de solution libre de I’équation
de Klein-Gordon, si et seulement si on a de plus ¥(y) = 0.

Les polyndmes Py, Pi, P, P; étant au plus d’ordre 1 en T, T3, ils
peuvent se décomposer de la maniére suivante :

Py = aT? + TP L(Ty, Ts)

Py =TYLY (21, Zo) + VT2 L3 (20, Zo) + Ty T3 L2 (21, Z5)
Py =T\QY (21, Z:) + TaQ*(Z1, Zo) + T:Q%(Z1, Z)

P3 = P3(Z4,7Z,) ‘

(1.2.3)

ot a € R, L,L' L? L*® sont des formes linéaires a coefficients réels,
Q", Q% Q* des formes quadratiques réelles. Remarquons que pr(wo,wy)
n’est autre que P(72, XY, Y% X, Y) restreint A T = 1, X = wy,Y = w,.
Comme lorsque y décrit | — 1,1[, (wo(y),w1(y)) décrit une branche de
I’hyperbole

(1.2.4) l=w)—w?

la condition ®(y) = 0 s’écrit encore

(1.2.5) P(T?, XY, Y% X,Y) +3P(T?, XY, Y% X, Y)T? = 0
sur I’hyperbole X2 = Y2 + T2, et la condition ¥(y) = 0 s’écrit

(1.2.6)  3Py(T% XY,Y%X,Y) + Py(T%, XY, Y%, X,Y)T? = 0

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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sur I’hyperbole X2 = Y2 4+ T2. (Il est immédiat que les conditions
(1.2.5), (1.2.6) sont satisfaites sur toute I’hyperbole deés qu’elles le sont
sur une de ses composantes.)

Définissons

(1.2.7)
Po = {(Po, P1, P», P3),polyndmes de la forme (1.2.3) vérifiant (1.2.5)}
Py = {(FPo, P1, Py, P;),polyndmes de Py, vérifiant (1.2.6)}

espace des nonlinéarités vérifiant respectivement la condition nulle et la
condition nulle avec comportement asymptotique libre.

ProposITION 1.2.2. — L’espace vectoriel Py est de dimension 18 et le
sous-espace Py de dimension 13.

Démonstration. — Notons E’ (resp. E") I’espace des couples (Py, P3)
(resp. (P, P»)) de la forme (1.2.3), Ej (resp. Ej) le sous-espace de E’
(resp. £') donné par (1.2.5) (resp. (1.2.6)). On a donc Py = E{ x E", P, =
Ej x Ef et E” est de dimension 12. Pour que (P;, P;) appartienne a F,
il faut et il suffit que

T°L'X,Y)+ XYL*(X,Y) + Y2L3(X,Y) + 3P3(X,Y)
soit divisible par X? — Y2 — T2 soit encore, de maniére équivalente, que
(X2 -Y?)LYX,Y)+ XYL*(X,Y)+ Y2L3(X,Y) + 3P3(X,Y) = 0.

Donc P est déterminé par (L', L2, L?) i.e. E}, est de dimension 6.
Pour que (P, P,) appartienne a Ej, il faut et il suffit que

3(aT* + T?L(XY,Y?) + T?Q*(X,Y) + XY Q*(X,Y) + Y2Q3(X,Y)
soit divisible par X? — Y2 — T2 soit encore

(1.2.8) 3a(X*-Y??+ (X2 -YH[BYL(X,Y)+ Q'(X,Y)]
+ XYQ*(X,Y)+Y?Q3(X,Y) = 0.

Alors, nécessairement
XYQz(X,Y) + Y2Q3(X,Y) = (X2 — YQ)YH(X,Y)

pour une forme linéaire H. On en déduit qu’il existe une deuxiéme forme
linéaire M telle que

Q*=XH-YM, Q*=-YH+ XM.

Vol. 16, n® 5-1999.



570 J.-M. DELORT

Reportant dans (1.2.8), on obtient Q' = —3a(X?% - Y?) - 3YL(X,Y) —
YH(X,Y) ie. Ej est paraméué par a,L,H,M : il est donc de
dimension 7. U

Il est tentant de conjecturer que le probleme (1.1.1) admet une solution
globale lorsque € > 0 est assez petit pour toute nonlinéarité de Py, et que
cette solution a un comportement de solution libre a I’infini pour toute
nonlinéarité de P;. Moriyama [17] (cf. également Yagi [22]) a prouvé qu’il
y a existence globale avec comportement libre a I’infini pour 7 nonlinéarités
linéairement indépendantes, dont on vérifie aisément qu’elles appartiennent
a P;. Comme P; est de dimension 13, ces nonlinéarités n’épuisent pas tous
les cas ol on peut espérer un tel résultat.

N

Le seul cas, a notre connaissance, ou l’existence globale soit connue
sans que la condition ¥(y) = 0 soit également satisfaite, est celui ou
la nonlinéarit¢é ne dépend que de u et pas des dérivées. L’existence
globale découle alors de considérations d’énergie et, pour F'(u) = u*, on a
®(y) = 0,¥(y) = —3. Dans ce cas, Georgiev et Yordanov [8] ont prouvé
que la solution ne peut avoir a ’infini un comportement de solution libre.

2. SOLUTION APPROCHEE

Nous nous proposons de construire une solution approchée a (1.1.1). Nous
considérons une nonlinéarité de la forme ) + P donnée par (1.1.2). Nous
ne supposons pas nécessairement dans cette section que les hypothéses
du théoréme 1.1.1 sont satisfaites i.e. nous autorisons des nonlinéarités
quasilinéaires quadratiques. En effet, les restrictions imposées dans I’énoncé
du théoréme 1.1.1 ne sont utiles que pour la preuve de I’existence d’une
solution exacte a (1.1.1).

2.1. Solution asymptotique

Commengons par rappeler le développement asymptotique de la solution
du probleme linéaire. Nous noterons V' 1’algebre de Lie engendrée par les
champs 0y, 0., t0, + xd; et pour k € N et u distribution sur R2, nous
noterons V*u la famille de distributions obtenue en faisant agir de maniére
itérée sur u au plus k champs de V. Nous poserons pour (t,z) € R?

avec |z| < |t
(2.1.1) o(t,z) = V2 — a2
et nous fixons x2 € C§°(R), x2 = 1 au voisinage de 0 et x; = 1 — xo.
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PROPOSITION 2.1.1. — Soient f,g € C§°(R), a support dans un intervalle
]—m, m|, a valeurs réelles. La solution u® du probléme linéaire Ou® +u® =

0, ui=0 = €f, Oulli—o = €g s’écrit pour t > 0 sous la forme
w(t,z) = x1(H)UP(t, z) + x21()U2, (¢, x) + r(t,z) o
(2.1.2) U(t,z) = et~/ 2"z /1)
avec
(2.1.3)
1) = S (1= ) (0) - iV Paaw)] i o] < 1
1\Y 2\/% Y 1\Y ? Yy g\\wily))) st |y ’

af(y) =0sily| > 1

et o U, = UY et r est une fonction C* & valeurs réelles, supportée dans
|z| < m + t, vérifiant pour tout k € N

(2.1.4) [VEr(t, )]y < Cre(L+ 8)~%/2.
Démonstration. — On a a(t,£) = ec'™VIHEh, (&) + ee VI [_(¢)

avec
. 9(8)
h+(8) = lf(f):F \/—52]

D’apres [10] théoreme 7.2.5, la solution de I’équation Dy =

1+ D%v,v|4=9 = h, s’écrit
, t-1/2 22\ ¥4, —r
o(t,z) = ePt™) Iy (¢)e'™/4 (1 — —> h(—)
(t, ) mxl( Je o Ny

+ s(t,x)e? ) 4 g
ol s est un symbole en (¢,z) d’ordre —3/2, supporté dans |z| < |¢], et
s’ € S(R?). La proposition résulte de cette expression et de la vitesse finie
de propagation.
Soient a;(s,y),0 < j < 3, des fonctions C* sur [0, A[XR, supportées

dans |y| < 1, ao étant a valeurs réelles, et a; a valeurs complexes pour

J > 1. Si (t,z) vérifie t > 0,e?logt < A et |z| < t, nous poserons
€ x
t, = — ip(t,x) ( 21 t, _)
Ui(t,z) \/Ze ay (€ logt, -

2

€ T
Uo(t,z) = + a0 (62 logt, ?)

2
(215) Ug(t,.’L‘) — %e2i¢(t,x)a2 (62 logt, %)

e 3ip(t,z) 2 T
Ug(t,fli) = me " as (6 IOgt, ?)
U_.j(t,.’L') = Uj(t,l‘) j = 1,2,3.

Vol. 16, n® 5-1999.



572 J.-M. DELORT

Ces fonctions sont prolongées par 0 pour |z| > ¢.

THEOREME 2.1.2. — Soit A la constante définie par (1.1.9). 1l existe des
fonctions

(s,9) = a;(s,y), 0<j<3,

vérifiant les conditions précédentes, avec de plus a1(0,y) = al(y), telles
que si 'on définit, avec les notations (2.1.5),

(2.1.6) Ut,z) = Z Uj(t,z),

j==3

la fonction

(2.1.7) S(t,z) =0U + U - F(U,8,U,8,U, 8,0,U, 52U)
vérifie
VA" < AVk € N,3C > 0 et Ve €]0,1[,Vt € [1,e4/<)
(2.1.8) IVES(t, )| oo < C(272 + et=5/2).
Nous désignerons désormais par R, s(t,z) (o, € R;) toute fonction

C*> sur R% x R, a support dans |z| < ¢, telle que pour tout k£ € N, il
existe C > 0 avec

(2.1.9) IV Raplt, = SO VE2 1.

Nous utiliserons les expressions suivantes (ot wg = wo(z/t),w; = wi(z/t))

(2.1.10)

2
DzUl = w1U1 t3/2 “"8 0,1(6 logt —)
thUl = U1 +1,

1 T
DU, = woU; + zt3/2 [—al — €205a; + yayal] ((—:2 logt, ?)

t3/2
X [wé’al — 262wpdsa; + 2w0y(9ya1] (52 logt, %) + Ry 5/2
€ T
DiUl = W%Ul + Zme "’[wg’al — 2w13ya1] (62 IOgt, ?) + R175/2
d’ou I'on déduit

3
(2111) DUl + U1 t§/26 (4)()(9 aq (6 10gt —> + Rl ,5/2¢
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D’autre part, si «, [ vaut O ou 1, on peut écrire :
(2.1.12)

D, Uy = Ry 2, DUz = 2w, Us + Ry 9, D,Us = 3w,Us + R35/2
DoDgU, = wawplUi + Ry 32

DoaDslUp = Rz,  DaDglUs = 4wawsUs + Ry

D,DgUs = YwawpUs + R3 5/2.

LEMME 2.1.3. — La quantité U + U s’écrit

3 3

(2.1.13) 21 Z/zwoa a€e — 2i Z/Zwoa are” "

€2 €2 0 0
+ ?ao - 3? [age P+ age” “"]
3

- 8t3/2 [a363"P + ase 3“‘0] + R1 ,5/2 + R2 2.

Le lemme résulte immédiatement des expressions (2.1.11), (2.1.12).

N

Pour démontrer le théoréme, il nous reste a comparer (2.1.13) a
F(U,6,U,08,U,08,0,U,0%U).

LEMME 2.1.4 . — On a l’expression suivante :

(2.1.14) Q(U,8,U,8,U,8,0,U, 02U)

3

B2
62 2up " "
+ = ; [0+ a6 — a2 + i(d) + q7)]a}
J
+ 5 e((24) + 540 + g + i} — 24)))asds

t3/2
+ (29 + g + 1q})aoaq]
2
€
+ ?2((1(’) + g + g2)]a1)?

+ termes conjugués des trois premiers + R 5.

e*?2¢) + 5qq — 4go + 3i(qy + 2¢7)]aras

Démonstration. — D’apres (2.1.12),

DU =wa »_ jU;+ Riz/2, DaDpU = waWwp > 5°Uj + Rype.

l71<2 l7l<2
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On aura donc, avec les notations (1.1.3)

(2.1.15)  Qw(U,D,D,U,D2U; D,U, D,U)

=Qx (Z Uj,wown Y 5205w Y 32U;;

|71<2 |71<2 [71<2
wo Z JUj,wy Z jUj) +Rs
[71<2 [71<2
k
(v Qk(z Uy 5205,
[71<2 [71<2 [71<2
Wiy jZUj;w07w1>+R2,z-
|71<2

On obtient donc, pour k = 2, Pexpression

2

(2.1.16) Y iU; | aa(wo,wr) + Rap.

lil<2

Pour k = 1, on décompose @; en @} + QY et on obtient ’éxpression

2117) [ D750 | D] U | dh(wo,wn)

li1<2 lil<2

+ Z 7U; Z 7°U; | ¢ (wo, w1) + Ra .

lil<2 li1<2

Pour £ = 0, on décompose Qg en Qf + Qf et on obtient

2

(2.1.18) Z Uj q{) + Z Uj Z szj qg(wo,wl) + R2,2.

lil<2 lil<2 lil<2
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Or, on constate immédiatement que

2

S U | =201Uz + UP + 2(UsU_y + UrUp) + 201U,

lil<2

+2(UU_g +UpU_1) + U2, +2U_1U_3 + Ry »

Z Uj ZjUJ‘ = 3UUs + U7 + (UaU_1 + U Uy)

l71<2 7152
— (UU_2 + UgU_y)

—U?, —3U_U_s + Ry
2

jU;j | =4 Uy + UE — 4U,U_y — 22U U_; — 4ULU_,
+U? +4U_1U_3+ Ry

(Z Ui | | Y. 5°U; | = 501Uz + UF + (5U2U_1 + UyUp) + 201U,

7152 |71<2
+ (53U U_ + UpU_1) + U2, +5U_1U_3 + R »

U | Y 52U, | = 6U1Us + UE — 2UU_y + 2U0,U_,

lil<2 lil<2

— U2, —6U_1U_y + Ra».

Reportant ces expressions dans (2.1.16), (2.1.17), (2.1.18), on obtient
(2.1.14). O

LEMME 2.1.5. — On a lexpression

(2.1.19) P(U,8,U,0,U;8,0,U,d2U)
3
€ : .
= PR e*#lpo — p2 + i(p1 — p3)]a’
3

e . . _
+ a7 300 + 2 + i(p1 + 3ps)atan
+ termes conjugués + Ry 5.
Démonstration. — On peut écrire
DoU = wo(Uy —U_1) + Ray + Ry 30
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et
DoDgU = waws(Uy +U_1) + Ry y + Ry3/9
d’ou
P.(U,D,D,U, D2U; D,U, D,U)
= P(Ur + U_1,wowi(Uy + U_1),wi(Uy + U_y);
wo(Ur — U-1),w1(Uy —=U_1)) + Ry + Ry 5/
= (U1 + U_1)* Uy = U_1)*py + Ry
Le lemme résulte du développement de ces expressions.

Démonstration du théoréme. — D’apres les lemmes 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5,

pour que S donné par (2.1.7) s’écrive Ry + Ry 5,2, il faut et il suffit que
soient satisfaites les conditions

(2.1.20) ~8asz = (2qy + 5¢4 — 4g2 + 3i(q} + 24¢}))aas
+ (po — p2 + i(p1 — p3))a’
(2.1.21) —3az = () + qf — g2 +i(qy + q}))a?

(21.22)  2iwodsay = (2¢) + 5q) + 4ga + i(q), — 2¢7))asa,
+(2¢0 + g + iqy)arao
+ (3po + p2 + i(p1 + 3ps))aia
(2.1.23) a0 = 2(qo + 95 + g2)las|*.

Reportant (2.1.21), (2.1.23) dans (2.1.22), on obtient
1 .
(2.1.24) wodsar = Salar [ (y) + i (y)]

ol ®(y) est donnée par (1.1.17) et

1
(21.25)  W(y) = 5(2q0 + 545 + 402)(ap + 45 — g2)
1
- 3@ =20 (a1 + 1)
— 2(2q5 + 45) (g0 + 45 + 92) — (3po + p2)

qui coincide bien avec la notation déja introduite en (1.2.2) dans le cas
de nonlinéarités cubiques.

On déduit de (2.1.24)

(2.1.26) Olar]* = Jar|*®(y) /1 — ¢
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et puisqu’on impose a;|.—o = al, on obtient

|CI,1(S y)|2 — Ia(l)(y)|2
’ 1—|ad(y)|*®(y)v/1 - y2s

qui est défini pour s € [0, A[. On obtient alors a; comme 1’unique solution
sur [0, A[ de I’équation différentielle linéaire
O(y) +i¥(y) |a%(y)[”

2wo(y) 1 - af(y)IP(y)v/1— ys

(2127) 85(11 = a3
asa1|s=0 = (],(1],

et on constate que a; vérifie les conditions de 1’énoncé. Les
équations (2.1.20), (2.1.21), (2.1.23) déterminent alors ag,az,as. Le
théoreme est démontré. (]

Remarque. — Si la condition nulle ®(y) = 0 est satisfaite, on a A = 400
et a; est donné par

(2129)  (s9) = ) exp | s/ Plad(w)PU)s|.

Par conséquent, la phase de la contribution principale U; + U_; a U est la
phase libre ¢ modulée par la phase de (2.1.28) (ou son opposée). On voit
donc que la condition ¥(y) = 0 introduite dans la définition 1.2.1 (pour
des nonlinéarités cubiques) signifie que la solution asymptotique a méme
comportement a 1’infini qu’une solution libre.

2.2. Construction de la solution approchée

Nous allons construire une solution approchée U, de 1’équation (1.1.1)

par recollement de la solution asymptotique U précédente et de la solution

libre P.

PROPOSITION 2.2.1. — Soient x2 € C§°(R), x2 = 1 au voisinage de [—1, 1],
Supp x2 C] — 2,2, et x1 = 1 — x2. On pose

(2.2.1) Ua(t,z) = x1(e23)U(t, z) + x2(e2°t)u’(t, z).
Alors U, vérifie sur [0,e*/< [xR

I:ll']a + Ua = F(UaaatUaa82Ua76taan7a§Ua) + Sa
(2.2.2) Ualimo = ¢f
at(]alt=0 = €g
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et pour tout A’ GlO,A[, tout k € N, il existe C > 0 tel que 'on ait pour
tout t € [0,e4/€]

(22.3)  [VES.(t, )] pee
2

<cf-£ R
< 1—-”-1{62/3t<2} + ZE + t5_/2- 1{52/3t>1}
(224) ”Vksa(t? ’)||L2

€ € €
<C ml{sz/sKQ} + 72 + ) Licersesny |-
Démonstration. — On a pour t €. [0,e4"/ 62[

(225) S, =x1(e*) (O + 1)U - F(U,8,U,8,U, 8,0,U, 92U))
+ 262/3x'1(62/3t)(8tU — 9u®) + 64/3X,1/(€2/3t)(U —u?)
+ x1(2*)F(U,8,U, 8, U, 8,0,U, 92U
- F(U(u atUay azUaaatazUaaagUa)-
Comme U est & support dans |z| < ¢, le théoréme 2.1.2 entraine que la

contribution a .S, de la premiere ligne de (2.2.5) vérifie la majoration (2.2.3).
Pour 1 < €%/3t < 2, on peut écrire d’apres (2.1.6) et la proposition 2.1.1

2201 U= (e ) - ()

€ . T T
+ e an (G0t 7) = ()] + Rua + B
et de méme

(2.2.7) (U —u®) = iwo\%ei‘p [al (62 log t, %) — a?(%)]

- in%e_i‘p [&1 (62 logt, %) - d?(%)]
+ Ry3/2 + Ry 1.

N

Puisque a1],—o = af et que a; est C*° a support dans |y| < 1, on a

(bt 2) -8 (2) 1+ () < e

si 1 < €3t < 2. La norme L™ de la seconde ligne de (2.2.5) se majore
donc par

62

€3 € )
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qui s’estime par le premier terme du membre de droite de (2.2.3). 1l faut
voir que I’on a la méme estimation lorsqu’on fait agir £ champs de V. Or,

(t0, + 20,)(U — u°) = \/%e“" (o2 (108, 7 ) = 88(3)]

+ %eiv [51 (62 logt, %) - 5?(%)] + R31/2 + Ri3/2 + Ra1

avec by (s, y) = (1-y%)3ya1(s,y)—ya1/2,b7(y) = (1-y*)9,al(y)—yal/2.
On obtient des expressions du méme type lorsqu’on fait agir sur U — u°
9, ou d,. Il en résulte que la contribution a V*S, de la deuxieéme ligne
de (2.2.5) se majore également par le premier terme du membre de droite
de (2.2.3).

Enfin, les deux dernigres lignes de (2.2.5) sont nulles si €2/t > 2. Comme
d’autre part V*U(t,.) et V¥U,(t,.) se majorent dans L par Ce(1+1)~1/2,
et que F est au moins quadratique, la contribution correspondante au
membre de gauche de (2.2.3) s’estime par le premier terme du membre
de droite. .

L’inégalité (2.2.4) résulte de (2.2.3) et du fait que S, est a support dans
lz] <t +m.

COROLLAIRE 2.2.2. — Avec les notations de la proposition, pour tout
A" < A, et tout k € N, il existe C > 0 tel que Ve €]0,1],

A’/€2

(2.2.8) / IVESa(t, )|l 2 dt < Ce¥3.
0

Soit (¢;) ;>0 une partition dyadique de I'unité sur R. Il existe C > 0 telle que

(2.2.9) > sug[qu(s)u + 8)|[VFSa(s, )| 2] < Ce/3.

. 8
2j<eAl/52

3. PREUVE DU THEOREME D’EXISTENCE

3.1. Opérateurs bilinaires et estimations

La preuve du théoreme d’existence, dans le cas de nonlinéarités
quadratiques, consiste a combiner la méthode de Moriyama, Tonegawa
et Tsutsumi [18] a I'utilisation de la solution approchée construite dans la
section précédente. Nous adaptons dans ce paragraphe les résultats de ces

auteurs que nous utiliserons.
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DEFINITION 3.1.1. — Pour m € R, nous désignerons par S™(R?) I’espace
des symboles d’ordre m sur R a valeurs dans C. Nous poserons d’autre
part pour (o, 3) € 7?

(3.1.1) S*P ={a e C®R*C);3ac S°R?),3 P,,Qs € C[X]
de degrés respectifs inférieur ou égal a o, (3 tels que

a(§,n) = Pa(§)Qs(m)a(€,m)}
sia>0 082>0et
(312) 5% ={a e C*(R%C);3 ac S*R2),3 Qp € C[X]
de degré < [3 tel que a(&,m) = Qa(n)a(&,n)}

sia < 0et p >0

On définit symétriquement S** pour & > 0,8 < 0. Si a € S*P et
u,v € S(R) on pose

(3.1.3) Op(a)(u,v) =

e [ e @it dedn

Nous noterons ||.||. la norme dans I’espace de Sobolev H®, |.| la norme
L> et ||.|| 1a norme L? par rapport aux variables d’espace.

PROPOSITION 3.1.2. — Soient (a, ) € Z x N et a € S*P. Il existe C > 0
et pour tous u,v € S(R)

s
(3.1.4) 10p(a)(u, v)|| < Cllu|| e <Z |3ﬁvl)-

Démonstration. — Si @ € S™ avec m < 0, on a [|Op(a)(u,v)|| <

C||u||gm|v| d’apres Coifman-Meyer [6], théoréme 12. La proposition
résulte immédiatement de la définition de S*°. O

COROLLAIRE 3.1.3. — Soient (o, 3) € 7% avec o > —1 et § > —1. Soit
b € S*P+N§atLB ] existe pour tout T > 0, k € N, une constante C > 0
telle que pour tous u,v € S([0,T] x R), tout t € [0,T]

(3.1.5) [V*Op(b)(u, v)(t, )]
< C(IIVFRult, )|l g V(1 )|
+ VIR g ) ||VRu(E, | ga)-
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Si on suppose seulement que b € SP+1 on a l'inégalité
(3.1.6)  [IVFOR(b)(u,v)(t, )| < ClVFult, | ga VP H 0(E, -
Démonstration. — On remarque que si O = Oy OU O,
00p(b)(u,v) :>Op(b)(<9u, v) + Op(b)(u, Ov).
Si X = t0, + 204,

XOp(b)(u,v) = Op(b)(Xu,v) + Op(b)(u, Xv) + iOp(9b/0¢)(d,u, v)
+ 10p(9b/0n)(u, Oyv).

Comme Ob/O¢ et 9b/dn sont dans S*A+1 N S*+LA on voit que
si pour £ € N, X* désigne I'itéré de ¢ champs choisis parmi
8y,0y,t0, + 20;, X*Op(b)(u,v) est combinaison linéaire d’expressions
de la forme Op(b)(XPu, X %) avec p+q = £, p < [£/2] ou q < [£/2]
et b € S*A+1 Se+LA On obtient (3.1.5) en appliquant (3.1.4), b étant
considérée soit comme un élément de S*P*! soit comme un élément de
Se+18 1 ’inégalité (3.1.6) est immédiate. O
Pour appliquer la méthode de [18], introduisons les notations suivantes :
DEFINITION 3.1.4. — Pour £ = 1,2, on note & [l’espace vectoriel sur
R engendré par les opérateurs nonlinéaires de S(R) x S(R) dans S(R),
(u,v) = M(u,v) de la forme
(3.1.7)
M(u,v) = Op(r) [G1((O"Wyi<1-am0<1), G2((07V)g1<1-p,00<1)]
ou :
o 7 € S¥B+1 N §+L0 pour un couple (o, 3) € {—1,0,1}2,
o G, et G5 sont deux mondémes vérifiant deg G, + deg Gy > £+ 1,
o le degré de G; par rapport aux dérivées secondes est inférieur ou égal
al pour 3 = 1,2.
On note F !’espace vectoriel sur R engendré par les opérateurs de
S(R) x S(R) dans S(R), (u,v) — N(u,v) de la forme

(3.1.8) N(u,v) = Op(r) [07u, Gy ((8"1})|a|51_ﬂ’00§)]

ou :
o r € S0Pt N S+l gyec (o, B) € {-1,0,1}2,
hd |7| S 1_05770 S 1»
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o Gy est un mondme de degré supérieur ou égal a 1.
Nous utiliserons les propriétés suivantes de ces opérateurs :

ProposITION 3.1.5. — Soient k € N, T > 0. Il existe pour tout M € &,
(¢ = 1,2) un polynéme H, a coefficients réels sur R* de valuation
supérieure ou égale a !, tel que pour tous uw,v,u',v' € S([0,T] x R) et
tout t € [0,T) on ait

(3.1.9) |[V¥(M(w + v, 0w +v') — M(w,w"))(t,.)|]
< (V5 Ml + VR0 )+ 1V (1 + (V0 (2, )]1)
X Hg(lV[’“ﬂH?’v(t, s VRIS (£ ) [VEFw(, )], R (t, .)|).

De méme pour N € F, il existe un polynéme H, a coefficients réels sur R,
de valuation supérieure ou égale a 1, tel que pour tous u,v € S([0,T] x R),
on ait

(3.1.10)

IVEN (u,0)(t, 1] < (VR g + IV Oeult, I Hi (V5 20(t,)))-

Si k > 5, Ulinjection de Sobolev entraine |[VIF/2+3y(¢, )| <
C||V*v(t,.)|| 41, donc la proposition entraine en particulier que M se
prolonge a I’espace

(3.1.11)  Ef ={ve C°0,T],H") nC*([0,T], L*)
tels que Vv € C°([0,T), H') n C*([0,T], L*)}.

Nous utiliserons le lemme suivant ([18], Proposition 2.4) :

LEMME 3.1.6. — Soit & € {—1,0,1}. Pour v,w € S(R), on a I'inégalité
(3.1.12) lvwllgo < Cllollge (fw] + [85w]).
Siv,w € 8([0,T] X R), on a pour tout k € N et t € [0,T] les inégalités
(3.1.13) |V (vw)(t, e
< O (V00 )l V2 (2, )+ V20 VR, il

(3.1.14)  [VHow)(t lga < CIVF0( gV wlt, ).

Démonstration de la proposition. — La différence M (w + v,w’ + v') —
M (w,w’) est combinaison linéaire d’expressions de la forme

(3.1.15) Op() [G’l(m’v)G;’(m”w), G;(aa"u')(;g(av”w')]
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ou r vérifie les conditions de la définition 3.1.4,

V11 <1 =, v%,7 <1, |o'|, 0" 1 =B, 0g,00 < 1,

G, G étant des mondmes dont la somme des degrés est supérieure ou
egale a 3. De plus deg G} ou deg G est non nul.

Supposons d’abord deg G} # 0 et deg G, # 0. D’apres le corollaire 3.1.3,
la contribution de (3.1.15) au membre de gauche de (3.1.9) se majore par

C ] ‘vk (G;(m’ u')G;'(m”w)) (t, .)1

4o
o |Plk/21+6+1 (G’Z(aU'v’)G’z’(a"”w')) (t, -)'
+ [Vik/ares (G&(a’“wG’{(@”"w’)) (t.)
| [V*(caer ey w))(t )] ]
donc, d’apres (3.1.14), par

OIVAG1(7 )t Mg VGO w2, )

x [P/ G (07 o) (8, )| VAT G (07 w2, )

VAL G (97 ) (8, ) [V A GY (07 w)(t, )|
X IVEGH(D7 W), s VA GE 0 W) 2, )]

Comme G'; et G, ne sont pas constants, le lemme 3.1.6 permet de majorer
cette derniere expression par le membre de droite de (3.1.9), en utilisant
|7/I S 1 _aar)l(l) < lalall S 1 _‘/870-6 S 1.

Si deg G, = 0, on majore (3.1.15) par
OV (G1(@ )G ) (8, )| g VG0 w1, )

A laide de (3.1.6) et on conclut comme précédemment. Pour estimer
N (u,v), on majore le membre de gauche de (3.1.10) a I’aide de (3.1.6) par

ClIVH(@Tu)(t, )l ga [VEHPHH(G2(870))(E, )|

d’ou I’on déduit immédiatement (3.1.10). O

Si B = (bij)1<ij<n est une matrice dont les coefficients sont des
symboles b;; € S*Pi vérifiant 'B(€,m) = B(n,€), et si 01,0, €
S(R,R?), on posera

(31.16) Op(B)(©1,02) = 15 [ €= ‘B1(€)B(€.1)Ba(r) decn
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Enongons une version légérement étendue du principal résultat de [18],
dont nous allons donner une preuve pour la commodité du lecteur :

THEOREME 3.1.7 (Moriyama-Tonegawa-Tsutsumi [18]). — Supposons
que F est une nonlinéarité semi-linéaire de la forme (1.1.2), et soient
T > 0,k € N,k > 5. Il existe une matrice de symboles B = (bij)1<ij<2
avec

bij € S*7HTI N §2 2 gl-id=i | < < 9
vérifiant *B(€,m) = B(n, €), un opérateur M € &y, un opérateur N € F,

un symbole r € S*, tels que pour tout S € S([0, T x R), et tout u € EL
solution de I’équation

(3.1.17) Uu +u = F(u, 8u, 0pu) + S,

la fonction u' définie par la formule

(3.1.18) u' = u+ Op(B)(0,,0,),

ou ©, = 'u,du), vérifie

(3.1.19) Ou' +u' = M(u,u) + N(S,u) + Op(r)(S, S) + S.
LEMME 3.1.8. — Soit B une matrice de symboles vérifiant les conditions de

I’énoncé du théoreme et u € E%. Soient E(n) la matrice 0 1} et

_1_772 ()

(3.1.20) * C(&,m) = "E(€)°B(&,m) + 2'E(€) B(€,m) E(n)
+BEMEM?® + (€ +m) + 1)B(&,n).

1l existe M, N et r comme dans 1’énoncé du théoréme tels que

(3.1.21) (04 1)Op(B)(O.,0.)
= 0p(C)(O4,0,) + M (u,u) + N(S,u) + Op(r)(S, ).

Démonstration. — Notons F(u) le vecteur (0, F(u, d,u,d,u)) et S =
*(0,5). Alors 8,0, = ©p,, = E(D)O,, + F(u) + S d’od

9,0p(B)(Ou, 0,) = 20p(B)(E(u) + S,0,) + Op(B;)(O., ©.,,)
avec B1(§,n) = *E(£)B(&,n) + B(€,1)E(n). De méme, on obtient,

(3.1.22) 9;Op(B)(Ou,0.) = Op(Bs)(Ou,0.) + S(u)
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ol
(3.1.23) %(u) = 20p(B)(&F + 8,8, 0.) + 20p(B)(E + S, E(D)®.)
+20p(B)(F + S,F + S) + 20p(B1)(E + S,0.)
avec By(€,m) = 'E(€)B1(&,m) + B1(&m)E(n). On en déduit
(O + 1)Op(B)(Ou; Ou) = Op(C)(Ou, Ou) + E(u)
et il reste a voir que L(u) s’écrit M (u,u) + N(S,u) + Op(r)(S, S). Dans
le premier terme de X(u),
0, F (u, dyu, 0yu) = 01 F.0u + Oy F.(0%u — u) + o F.F + 03F.0,0,u

donc s’écrit G1(87u)|y|<2,7,<1, Ol G est un polyndme nul a I'ordre 2 au
moins en 0. Comme bo; € S™12 N S% et by € S~H1 N S%Y, on constate
que Op(B)(0,F,©,) est bien de la forme (3.1.7) (avec £ = 2). De méme,
comme F s’écrit G ((07w)y<1,v<1)» €t que I'on a aussi by; € §01n §1.0
et bys € S%9NSH=1, on constate que Op(B)(F, E(D)©,) et Op(B)(F, F)
sont de la forme voulue. Enfin, remarquant que By (§,n) = (b};)1<i j<2 avec
b}, € §274379 N §374277, on constate que Op(B1)(F,©,) est aussi de la
forme (3.1.7). On vérifie de méme que les contributions dépendant de S
peuvent s’écrire N (S,u) + Op(r)(S,S). O

Démonstration du théoréme. — On peut écrire la partie quadratique de
la nonlinéarité '

Q(ua 8tua aa:u) = Op(K)(euv @u)

ol K = (kij)1<i j<2 est une matrice vérifiant ‘K (€, 7) = K(n,§), et dont
le coefficient k;;(£,7) est un polynome de degré au plus 2—éenget2—j
en 7. D’aprés (3.1.18), (3.1.21) on a donc

(3.1.24) Ou' +u' = Op(K)(Ou,0.) + Op(C)(Ou, 0.)

+ M(u,u) + N(S,u) + Op(r)(S, S) + P(u, dyu, Opu) + S.
11 suffit donc de choisir B tel que K + C =0ie. (cf. [18]) :
_ —(2n = Dk + (1 + €)1+ n°)kae

by =
! p(&,m)
b22 — 2kll - (257] - 1)]{)22
- p(&n)
beo = — (2¢6n — ko + 2(1 + )k
12 —
p(€,n)
by = _2(1 +n%)ki2 + (26n — 1)kay
21 —
p(&,m)
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avec p(&,n) = —(4€% + 4n® + 4€n + 3). On vérifie que les conditions sur
B de I’énoncé du théoréme sont satisfaites, et (3.1.24) donne (3.1.19) en
incorporant P a M (u,u). a

3.2. Preuve du théoréeme 1.1.1

Nous prouvons le théoréme dans le cas d’une nonlinéarité semi-linéaire
quadratique, en combinant la solution asymptotique du paragraphe 2.2 a
la méthode de [18]. Fixons A’ < A. D’apres la proposition 2.2.1, il existe
une solution approchée U, (t,z), C* pour t € [0,e2/<], telle que Ierreur
S, vérifie sur cet intervalle les estimations uniformes (2.2.3), (2.2.4). Soit
T € [0,eA/<’] et u solution de (1.1.1) sur [0,T]. On posera avec les
notations du théoréme 3.1.7

(3.2.1) u' = u+ Op(B)(0,,0.,)
Us = Ua + Op(B)(Ov,, Ov,)

v=u—U, v'=u'-UlL
Puisque
Ou + u = F(u, 0u, 0,u), OU, + U, = F(U,,0,U,,0,U,) + Sa,
il résulte de (3.1.19) que l'on a
(3.2.2) Ov' + o' = R(u,U,, S,)
ou

(32.3)  R(u,U, S8.) = M(u,u) — M(Us,Uy)
- N(Sm Ua) - Op(T)(Sa, Sa) - Sa

avec M € £, N € F,r € S%°. On notera désormais

(3.2.4) M,(t) = tlsel[?t] V(' Mg + VO, )]

Ne(t) = sup [(1 V2V, .)|]

t'€(0,t]
et on fixera les entiers k, ¢ vérifiant les conditions suivantes
(3.2.5) £>1k/2]+3,£>9,k>£¢+3.
On supposera de plus que sur [0,7] on a
(3.2.6) Ne(t) < 1.
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Remarquons que, d’aprés (3.1.10), et puisque |V*+2U,(¢,.)| est
uniformément borné,

(3.2.7) VPN (Sa, Ua)(t, )| < CIVHH1Su(8, )]

De méme, la borne uniforme de |V*5,(¢,.)], qui résulte de (2.2.3), et (3.1.6)
entrainent que ||V*Op(r)(Sa, S.)|| se majore par le membre de droite
de (3.2.7). Appliquant (3.1.9), on déduit donc de (3.2.3) qu’aussi longtemps
que l’inégalité (3.2.6) est satisfaite, on a

1+t
+ C|[VEHS, (¢, )

(32.8)  |IV*R(u,Ua, Sa)(t, )] < CMk(t)(M>

ol on a utilisé I'estimation |V*+3U,(t,.)| < Ce(1 +t)~V/2.

ProposITION 3.2.1. — Il existe C > 0, 6 €]0,1], ¢¢ > O tels que si
0 < € < € et si pour tout t € (0,7

(3.2.9) Ne(t) <6,
on a pour tout t € [0,T] I'inégalité

No(s)? + €2

ds.
1+s s

(3.2.10) My (t) < O/ 4 C/t My (s)
0

Démonstration. — L’inégalité d’énergie associée a 1’équation (3.2.2),

appliquée a V*v! donne :
(3.2.11) [VEO (8, g + VF 00" (8, )|

t

< C/ [IV*R(u,Us, S.)(s,.)|| ds.

0.
D’apres (3.2.8) et (2.2.8), (3.2.11) se majore par le membre de droite
de (3.2.10) (puisque ¢ > [k/2] + 3). Comme
(3.2.12) v=1v'— (Op(B)(0,,0,) — Op(B)(Oy,,Ov.)),
il reste a voir :

LEMME 3.2.2. — Il existe 6 €]0,1[ et ¢¢ > 0,C > 0 tels que si la
condition (3.2.9) est satisfaite sur [0,T), la somme, pour |a| < 1, des
quantités

(3.2.13) 1V£0*[Op(B)(©.,04) — Op(B)(Ow,, Ou,)](t, )|
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se majore par

(3.2.14) (14¢)71/2 (%Mk(t) + 065/3)
Démonstration. — La quantité
9%[0p(B)(Ou, ©.) — Op(B)(Ov,, Oy, )]
est combinaison linéaire d’expressions de la forme
(3.2.15) Op(bi;)(0"u,0”u) — Op(b;;)(8"U,,0°U,)

avec |y| < ol < j—1, (resp. |y| < i - 1,]0] < j). Comme
bij € S17437I N 8274277 (resp. §272-F 0 §3-41-4) chacune de ces
quantités s’écrit M (u,u) — M(U,,U,) pour un opérateur M € &, a
condition que v < 1 et g9 < 1.

Dans le cas contraire, on écrit
Ofu = 02u — u + F(u, dyu, yu)
o, = 9*U, — U, + F(U,,0:U,,0,U,) + S,
et on obtient, dans le cas o = 2 par exemple, que (3.2.15) s’écrit M (u, u)—

M(U,,U,) + N(5,,U,) avec M € &,N € F. Les inégalités (3.1.9),
(3.1.10) permettent donc de majorer (3.2.13) par

CMO[PHH520(t, )|+ 30,6 )| + 0

(
ol on a utilisé que, d’apres (2.2.4), |[VF*+1S,(t,.)|| < Ce/3 et que
[VFF2U,(t,.)] < Ce(1 4 t)~'/2. La majoration (3.2.14) en résulte si e
et & sont assez petits.

Le facteur (1 + ¢)!/2 dans (3.2.14), inutile pour la preuve de la
proposition 3.2.1, sera exploité dans I’obtention de la majoration L.

LEMME 3.2.3. — Supposons la condition (3.2.6) réalisée. Il existe une
constante C > 0 telle que pour tout t € [0,T)

(3.2.16)  Ni(t) < OMy(t)(log(t + 1)(Ne(t)® + €%) + 1) + Ce®/3

Démonstration. — On utilise I'inégalité de Georgiev [7] (cf. également
Moriyama, Tsutuya et Tsutsumi [18]) qui affirme que la solution o'
de (3.2.2) vérifie :

(3.2.17) (1 + )2Vl (¢, )|
<C > Sup S)I|(1+s+|w|)V“SR(u Uas Sa) (5, )I1]

27 <2(t+1)
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ol ¢; est une partition dyadique de 1’unité sur R. D’apres (3.2.8),

(3.2.18)  ||(1 + s)V**3R(u, U, S.) (s, .||
< OMesa(3) (Nfiga) 15 (5) + € ) + ClIVHSu(s, )11+ 9).
Utilisant que, grace a (3.2.5), £+ 3 < k, [3] + 3 < £, que My(.), N(.)

sont croissantes, et 1’inégalité (2.2.9), on majore la contribution de (3.2.18)
a (3.2.17) par le membre de droite de (3.2.16). Il reste a estimer

(3.2.19) ||zV*T3R(u, Uy, S.)(s,.)|| < C||V 32 R(u,Us, S.)(s, .||

+ Cl|(1+ 8)V**PR(u, Us, Sa)(s,)]|-
Il nous faut donc commuter z aux divers opérateurs du membre de droite
de (3.2.3). Or, si M est un opérateur de & donné par (3.1.7), M (u, u)(s, .)

est somme de M’(u,u)(s,.) pour un autre opérateur M’ de &, et de
(14 s)M"(u,u), ot M"(u,u) est un opérateur de la forme

M" (u, u)(s, )

= Op(r) Gl((avu)l'ylsl—amil)v%G2((6au)lolsl—ﬁ,oosl) ;

1+

les notations utilisées étant celles de la définition 3.1.4. Comme wu
est a support dans |z|] < C(1 + s), la contribution a (3.2.19) de
(1 + s)(M"(u,u) — M"(U,,U,)) s’estime également par le membre de
droite de (3.2.18). On traite de méme les contributions des trois derniers
termes de (3.2.3).

On a donc majoré (1 + t)/2|Vev!(t,.)| par le membre de droite
de (3.2.16). D’apres (3.2.12), il nous suffit d’estimer

(1+ )2V [Op(B)(Ou,0.) — Op(B)(Ou,, O, (¢, )|
< C(1+1)'2|V**HO0p(B)(Ou, ©u) — Op(B)(Ou,, O, )](t, )|

< C(%Mul(t) + e5/2>
d’apres (3.2.14). L’inégalité (3.2.16) en résulte.
Fin de la démonstration du théoréeme. — D’apres (3.2.10)
(3.2.20) My (t) < Ce®/® exp[(Ne(t)? + €)Clog(1 + t))]
et d’apres (3.2.16)
(3.2.21)  Ny(t) < Ce3 + C My (t)((Ne(t)? + €2)log(1 4+ t) + 1)
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sur tout intervalle [0,7] de [0,e/<’] sur lequel est réalisée la condition
Ng(t) < 0.

On choisit alors 6 €]1,5/3[ et il suffit de voir que si € est assez petit,
les conditions Ny(t) < €, My(t) < €? sur [0,T], et les inégalités (3.2.20),
(3.2.21), impliquent N,(t) < €/2, My, (t) < €°/2 sur le méme intervalle,
ce qui est immédiat.

Le théoreme est donc établi dans le cas de nonlinéarités semi-linéaires.
Le cas des nonlinéarités cubiques quasilinéaires étant analogue mais plus
simple, puisqu’il ne nécessite pas de réduction préalable, nous ne donnerons
pas sa preuve.
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