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La théorie projective de la relativité

PAR

J. A. SCHOUTEN

INTRODUCTION. — On trouvera dans ce qui suit un résumé de
la théorie de la relativité projective telle qu’elle a été développée
dans les publications G. F., III, IV, V, VI, VIII () en partant de
Iidée, due a M. O. VEBLEN et B. HOFFMANN (%), d’'une connexion
projective qui laisse invariante une quadrique donnée dans les
espaces locaux. Comme dans ces publications, nous ferons usage de
la méthode des coordonnées homogénes, due a M. van DANTZIG (3) (%) ;
la théorie et le calcul ont été cependant beaucoup simplifiés en intro-

fondamental G;, et en employant les autogéodésiques au lieu des

géodésiques induites utilisées dans G. F., ITI-VI (°). Aussi avons-nous
employé le symbolisme de Riccr sous sa forme la plus moderne,

(1) G. F. III désignera, dans le texte, le travail de J. A. SCHOUTEN et D. v. DANTZIG, Generelle
Feldtheorie, Zs. f. Ph. 78 (1932), 639-667 ; G. F. VI : On projective connexions and their appli-
cation to the general field-theory, Annals of Math. 34 (1933), 271-312; G. F. IV : J. A. SCHOUTEN,
Zur generellen Feldtheorie — Ableitung des Impulsenergiestromprojektors aus einem Variations-
prinzip, Zs. f. Ph. 81 (1933), 129-138 ; G. F. V: J. A. SCHOUTEN, Zur generellen Feldtheorie —
Raumzeit und Spinraum, Zs. f. Ph. 81 (1933), 405-417 ; G. F. VIII : J. A. SCHOUTEN et J. HAANTJES,
Autogeoditische Linien und Weltlinien, Zs. f. Ph. 89 (1934), 357-369.

(2) O. VEBLEN et B. HOFFMANN, Projective relativity, Physic. Review 36 (1930), 810-822 ;
B. HoFFMANN, Projective relativity and the quantum-field, Phkysic. Rev. 37 (1931), 88-89.

(3) D. v. DaNTzIG, Theorie des projektiven Zusammenhangs n-dimensionaler Raume, Math.
Annalen, 106 (1932), 400-454. Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie, I. Einordnung
der Affingeometrie, IT. X+, mit eingliedriger Gruppe, Amsterdam, Proc. Kon. Ak., 35 (1932),
524-534, 535-542. On the general projective differential geometry. III. Projective pointfield-
algebra and analysis, Amsterdam, Proc. Kon. Ak., 37 (1934) 150-155.

(4) On trouvera, dans O. VEBLEN, Projektive Relativititstheorie, Berlin, J. Springer, 1933, la
théorie prolectwe traitée d’un autre point de vue et sans faire usage des coordonnées homogénes.

(5) Les conséquences du choix de l'autre signature + — — — + se trouvent briévement
esquissées dans les notes au bas de la page.
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J. A. SCHOUTEN

telle qu'elle est présentée dans un ouvrage de J. A. SCHOUTEN et
D. J. StruUik (}) qui paraitra sous peu.

Il est démontré que, la signature — — — — -} étant donnée,
la connexion projective est totalement déterminée par deux condi-
tions géométriques et cinq conditions physiques, savoir :

I. La quadrique est invariante.

II. La connexion induite est identique & la connexion Riemannienne.

III. Les autogéodésiques sont les trajectoires des particules char-
gées.

IV. I'équation des trajectoires est identique & I'équation de la
conservation de l'impulsion et de I'énergie.

V. Les deux bivecteurs £, et 2, ne différent du bivecteur élec-

tromagnétique que par des facteurs constants.

VI. Le plus simple invariant N qu’on puisse déduire de cette
connexion, la courbure scalaire, pris comme fonction universelle
dans I'équation aux variations, fournit les équations de la gravita-
tion et la seconde équation de MAXWELL sans le terme du courant.

VII. Le plus simple invariant M qu’on puisse déduire de 1'équation
de Dirac, pris comme fonction universelle, fournit le terme du courant
sans aucun terme additionnel.

Quand on écarte la derniére condition il y a une infinité de
connexions possibles. Parmi elles se trouvent la connexion utilisée
dans la théorie de A. FINSTEIN et W. MAYER (%) (£,) = 0) et celle

de la théorie de O. VEBLEN et B. HOFFMANN () = 2,), employée

par W. PauLr (]) dans son dernier travail. Cependant la théorie de
M. Pavurr utilise les géodésiques induites ; par conséquent elle ne satis-
fait pas a la condition IV. (Pour € ,) = 0 les deux espéces de géodé-

siques sont identiques). Quand on emploie les autogéodésiques toutes
ces théories satisfont aux conditions I-VI; de plus, le terme addi-
tionnel dans la deuxiéme équation de MAXWELL est si petit, que
pour linstant toute vérification expérimentale semble absolument
impossible.

(1) Einfithrung in die neueren Methoden der Differentialgeometrie, 2¢ édition, Noordhoff, Gro-
ningen, 1935.

(2) A. EINSTEIN et W. MAYER, Einheitliche Theorie von Gravitation und Elektrizitit, Berlin,
Sitzungsber. Pr. Ak., 25 (1931), 541-557.

(3) W. Paull, Ueber die Formulierung der Naturgesetze mit fiinf homogenen Koordinaten,
Ann. d. Physik, V, 18 (1933), 305-372.
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LA THEORIE PROJECTIVE DE LA RELATIVITE

I. — Notions géométriques

LES COORDONNEES ET LES ESPACES LOCAUX. — Soient

Eh’(h, 7, j’ cee,m=1,2,34,)

A

les coordonnées d'un espace a quatre dimensions ; elles peuvent
subir toutes les transformations du groupe &, qui comprend toutes
les transformations continues et plusieurs fois différentiables. Un
espace admettant le groupe @4 sera appelé un X, Un systéme de
g4, choisi arbitrairement, sera appelé un point de X,.

Désignons par x*,

xv.,(./" A, v, P, o, T = 0: 1,2, 3,4),

les coordonnées homogénes d’un espace 4 quatre dimensions, pouvant
subir les transformations du groupe §;, qui comprend toutes les trans-
formations homogénes continues et plusieurs fois différentiables de
degré un. Un espace admettant le groupe 9; sera appelé un Hy. Un sys-
téme de x* = 0, arbitrairement choisi a un facteur numérique pres,
sera désigné par | x*| et est appelé point de Hy. Un systéme de x* est appelé
point coté (*) de Hy. Les points cotés de Hy peuvent é&tre représentés par
les pownts d'un espace auxiliaire X;, dans lequel les x* sont des coot-
données non-homogénes spéciales. Les points de H, sont représentés
par les courbes de Xj: x* = pc* avec ¢ = const. Le point x* = 0
de X; n’a pas de représentation dans H, Nous faisons correspondre
deux a deux les points des espaces X, et Hy de la maniére suivante :

le systéme de coordonnées x* étant choisi d’une maniére quelconque,

nous prendrons pour & des fonctions homogeénes arbitraires de

degré zéro des x”. Evidemment, la nature de la relation entre Z»
et x” subsiste quand les x* et £* sont soumis & des transformations
appartenant aux groupes 9; et ®,, respectivement. Il faut remar-
quer que, malgré cette identification, les deux espaces X, et H;, n’ont
pas les mémes propriétés géométriques, parce que les groupes ®,
et 9; sont différents.

Poussons maintenant plus loin et identifions les points de X,

(1) Dans les publications citées dans (1) et (3) page 49, point = Ort = spot, point c6té = Punkt
= point.
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et H, avec les points de I'espace-temps physique. Le groupe ; nous
permettra alors d’introduire en physique des notions géométriques
nouvelles, que la géométrie de X,, fondement de la théorie de la
relativité ordinaire, ne connait pas. Chaque point de I'espace temps
pourra étre désigné maintenant soit par &, soit par |x*].

Les dz* se transforment linéairement par ®, suivant :

ot

(1) = Ajar; AY =2

Pour chaque point de H, nous introduisons un E, (espace 4 géométrie
affine ordinaire,) dont les coordonnées cartésiennes affines seront dési-
gnées par Z* et dont la loi de transformation sera

!
(2) = =AV =

Cet espace est l'espace local affine ou le E4 local du point de H, envi-
sagé. Un systéme de E* est un point du F, local correspondant.
Le point &" du X, peut étre identifié avec le point &% = 0 du E,
local ; nous I'appellerons point de contact.
De la méme facon, les dx* se transforment linéairement par £;
w
(3) i’ = ﬂo:’dx” ; Jb:’ =,

"

ce qui nous permet d’introduire, pour chaque point de Hy un Py
(espace a géométrie projective ordinaire) avec les coordonnées homo-
genes ordinaires X* et la loi de transformation

) X* = A X",

Cet espace est lespace local projectif ou le Py local du point de H,
envisagé. Un systéme de X* est un point coté du Py local. Jusqu'ici il
est naturellement impossible de représenter le E, local sur le P, local,
parce que le E, contient un hyperplan 2 linfini, qui n’existe pas
dans P,.

LES OBJETS GEOMETRIQUES DE X, — Un objet géométrique de X,
est 'ensemble d'un nombre déterminé de composantes, fonctions des
&h, définies dans une région de X, (pouvant se réduire a un seul point),
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se transformant par @, de telle maniére, que les nouvelles composantes
dépendent uniquement des composantes non transformées et de la loi
de transformation des &. En voici quelques exemples :

I. Scalaire (1) :

(') (k)
p=2p. -
2. Vecteur contrevariant :
o = Azlvh.

3. Vecteur covariant :
Wy = Air wy.
4. Affineur, par exemple (%) :

Ny . ’I'i ..
Z)ilil = Ah f’i'v,”i

h

5. A-densité (scalaire) (%) de poids ¥ :

() (h) ,
%:A"fﬂ&; A=Det(AZ)-

6. Affineur-densité, de poids £, par exemple :
.Y I S AN
W = A FAlly

Evidemment, tous les objets 1-6 sont des cas spéciaux des affineurs-
densités. Pour les affineurs dont la valence (c’est-a-dire le nombre
des indices) est plus grande que I'unité, on peut transformer
chacun des indices indépendamment des autres et obtenir ainsi des
composantes intermédiaives, par exemple :

'hl hl 'h NN -h’
(3) 2 = A2 = A;.ggzi,,i,.

(1) Quand les composantes d’un objet géométrique ne comportent pas d’indices, parfois nous
lui en ajoutons un, entre parenthéses, au-dessus de [la lettre principale, pour désigner le
systéme de référence.

(2) Pour abréger, nous ne répétons pas la lettre A.

(3) Il est bien connu qu'une « A-densité » de poids un n’est autre chose qu’une expression
abrégée d’un #-vecteur (affineur alternant de valence #) covariant. Pour les lettres principales
des densités nous prenons des lettres gothiques.
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Evidemment, les Al et A, sont des composantes intermédiaires
de laffineur d’identité :

(6) AT

Chacun des objets 2-6, défini en un point de X, peut étre représenté
par une figure géométrique dans le E4 local de ce point ; on peut
représenter, par exemple, le vecteur contrevariant v* par le point
Sk = 9h, le vecteur covariant wi par '’hyperplan wi E¢ = 1, le ten-
seur (= affineur symétrique) gi) par la quadrique gy 3¢ Z/ = 1, etc.
Il est remarquable de constater que, d’aprés (I), I'élément linéaire
d@:h est un vecteur. Ainsi chaque direction passant par un point & de
X, est représentée d’'une maniére biunivoque par une direction du E,
local de &* et le domaine infinitésimal entourant le point 2 dans X,
est représenté d’une maniére biunivoque sur le domaine entourant le
point de contact dans Ey aux infiniments petits de second ordre prés.

Dans le E, de chaque point de X,il y a 4 vecteurs contrevariants ¢* et
1

h
4 vecteurs covariants ¢; qui appartiennent au systéme de coordonnées &

et qui sont définis par les équations
h * sh . he o
(7) e=t o g=0
Ces vecteurs sont les vecteurs de coordonnées. Ils constituent le repére
local de t» dans le E,4 local. Chaque systéme de coordonnées £, & etc.,

a son propre systéme de repéres locaux, qui sera désigné, dorénavant,
par (h), ('), etc.

LES OBJETS GEOMETRIQUES DE Hy. — Dans Hy nous n’envisagerons,
dans ce qui suit, que des objets géométriques ayant des composantes
qui sont des fonctions Zomogénes des x*, définies dans une région du H,
auxiliaire pouvant d’ailleurs se réduire a une des courbes de X; données
par x* = pc*. Ces objets sont définis par rapport au groupe §;, de
la méme maniére que les objets de X, par rapport au groupe ®,. Ainsi,
les transformations doivent étre définies par rapport & deux groupes,

(1) Le signe £ signifie que I'égalité n’est valable que pour le ou les systémes de coordonnées
pour lesquelles elle est effectivement écrite.

— 56 —
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le groupe des transformations des coordonmées $;, et le groupe des
transformations des points cotés § :

(8) a* = px*.

Voici quelques exemples :

1’. Scalaire :
(*) (%)
P =2

95 :
§: b—3
2'. Point coté :
D5 v = A"
F: V% = pr¥%,

Le point correspondant est désigné par [ v*]
3'. Hyperplan coté :
D5 : Wy = v%i’w)\-
& Wy, = 7 'y
L’hyperplan correspondant est désigné par |w, |.
4'. Projecteur (1), par exemple :

! PN
@5 . v}f)\lpl = .ﬂoy_ )\/glv?)\w
% : ’v).()\p = P—Iv)s\‘w
5'. P-densité (scalaire) (%) de poids f :
(') ()
95 : b =Aaty.
(x x)
3 ,g _ P—(n+1)k(b'
6'. Projecteur-densité, de poids f, par exemple :
. 1 — I)\
-@5 . %t{)\lp’l = A kJ'lg:: )\lﬁl%?)\pv.
% . 72;1.1)\9' — P—-(n-l—x)k—l%t{)\w

(1) La lettre J n’est écrite qu'une seule fois, pour abréger.

(2) Une « P-densité » de poids un n’est autre chose que Pexpression abrégée d’un projecteur
alternant de valence # covariant.
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Evidemment, tous les objets 1'-6’ sont des cas spéciaux des pro-
jecteurs-densités. Les composantes intermédiaives sen déduisent

’ 5
comme dans X,. Comme auparavant, les &) et A sont des compo-
santes intermédiaires du projecteur d’identité :

9 A% 2 8

Dans cet exposé nous emploierons presque toujours des projecteurs-
densités pour lesquels ’'excédent, défini (pour les systémes holonomes),
par : excédent = degré — valence contrevariante | valence cova-
riante + f (» + 1), est égal a zéro ().

Chacun des objets 2'-6', défini dans un point de H, (c’est-a-dire

sur une courbe du systéme (x* = pc*) dans X;) est représenté par une
figure géométrique cotée dans le P, local de ce point. Par exemple, le

point coté v* est représenté par le point coté X* = v* et quand on
introduit dans P4 les coordonnées de hyperplans U, (bien connues

dans la géométrie projective ordinaire), w, est représenté par I’hyper-
plan coté U, = w,. Il est remarquable de constater que les x* eux-

mémes sont les composantes d'un point coté de P, parce que, d’aprés le
théoréme de EULER, on a

’ .
(10) K= & "

Cette propriété n’a pas de correspondant ou d’analogue dans la géo-

métrie de X,. En outre, U'élément linéaive dx* w’est pas un point coté
du Py local, parce que la transformation par & :

(11) ad'x™ = p(dx* + x*d log o)

est plus compliquée que celle d’un point coté. Nous utiliserons la rela-
tion (10) pour identifier un point |x*| de H, au point [X*| = |g”]
du P, local de %% que nous appelons le point de contact de Py 1’é1é-

ment linéaire dx* en %" fixe uniquement une direction dans Py pas-
sant par le point de contact ; on a ainsi une représentation biunivoque

des directions passant par £* en H, et des directions de P, passant par

(1) Les points et hyperplans de coordonnées, défini sur page 57 et 59 forment la seule exception
de cette régle.

_.58_
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le point de contact ; le point x* + dx* de H, n’est cependant pas
représenté par un point fixe dans P,, mais par un point variable,
dépendant des transformations de &, et se déplagant sur la droite qui
passe par le point de contact, déterminée par la direction précédente.

En utilisant le point de contact on peut maintenant représenter les
objets 2’-6' (ayant des excédents égaux a zéro) au moyen d’une figure
constituée par des points (et non par des points cotés) dans P, (1).

Par exemple, le point coté v* peut étre représenté par 'ensemble des
deux points

(12) (%), 2" + v"
et ’hyperplan coté w, par ’homographie
(13) X > <Ro{ — xxw}\)X)‘.

Par cette méthode, on obtient une représentation simple purement
géométrique de tous les objets 2’-6" dans le P, local.

Dans chaque point du Hy, il y a 5 points cotés ¢* et 5 hyperplans
A

®
cotés e,, qui appartiennent au systéme de coordonnées x*, et sont
définis par les équations

‘
% %k a7 . * o%
(14) g =98 ey = 3.

Ce sont les points et hyperplans de coordonnées (%). Ils constituent le
vepeére local de x* dans le P, local. Chaque systéme de coordonnées x*,
x*, ete. a son propre systéme de repéres locaux, qui sera désigné
dans le texte par (x), (x'), etc.

Il existe des objets géométriques qui comportent aussi bien des
indices 4, 7,... que des indices x, A,... Ce sont les objets de jonction,
qui appartiennent aussi bien au X, qu’au H,. I’exemple le plus simple
est le projecto-affineur :

(15) 8l = 5, .

(1) Cf. D. v. DANTZIG, 1. c. 1934.
(2) Leurs excédents ne sont pas égaux i zéro.
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Au moyen de 1’équation
(16) gl - - - 83y == ax”

on déduit de 8;‘\ une quantité invariante a, qui est une « P-densité »

de poids + I et une « A-densité » de poids — I ; on en déduit que
les P-densités et les A-densités ont la méme signification géoméirique.

1 objet 8;‘ adjoint uniquement 4 chaque point coté de P, un vec-
‘teur contrevariant de Ey :

(17) ot — gl

et 4 chaque vecteur covariant de E, un hyperplan coté de Py
(x8) v, = 8wy,
mais il ne détermine pas une représentation biunivoque.
1,ES REPERES ANHOLONOMES DANS X, — Etant donné des champs

.de vecteurs v*, wi dans X, on peut introduire d’autres composantes
par les équations

! ! ; ! o
(o) o =AFP;  w, = Alw;  Det(al)zzo;  AhAl = Al

.ol maintenant les 16 paramétres A’ sont des fonctions arbitraires
des &%, En général, les nouvelles composantes de d%*
N bk
(20) (d2)" = A} dt
ne sont pas des différentielles exactes de # fonctions £¥. Pour que

A 1
.ce cas exceptionnel se présente, il faut et il suffit que les Q;‘,i, définis
par les équations
A, .. .
(21) ofy 2 AllogAY ((h) holonome)
-soient identiquement nuls.

A !
Q;»‘,i, est appelé l'objet d’anholonomie affine. Si les (d&)¥ se déduisent
d’un systéme de coordonnées &¥, le repére (A') défini par

! ’ h U
{(22) , q’h x5 P
1

— 60 —
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sera appelé holonome, et, dans le cas contraire, anholonome. Ainsi, les

composantes de 1'objet 6 sont nulles pour chaque repére holonome et
il y a des composantes différentes de zéro pour chaque repére anholo-
nome. En physique, aprés avoir introduit une métrique dans X4, on
préfere utiliser, en général, un systéme de repéres anholonomes con-
stitué par des vecteurs réels, orthogonaux et de longueur ou de durée
égale a 1.

1,ES REPERES ANHOLONOMES DANS Hy. — De la méme fagon on peut

introduire d’autres composantes des champs de points cotés v*, et
des hyperplans cotés w, dans Hy, par les équations

K

(23) o= 0" wu=dAbwy; Det (M) 0; anAL = A},

les A* étant choisi arbitrairement et d’'un degré — g en x*. Les

nouvelles composantes v somt de degré (I — g). Les points cotés du
nouveau repere

(24) ef 55 ex

ayant des composantes par rapport au systéme () de degrés res—
pectivement égauxa + g ou —g:

(25) i'L = A o) =)

nous appellerons le systéme de repéres (x') un systéme anholonome de
degré g (V).

" Afin que le systéme de repéres introduit soit kolonome, c’est-a-dire
que les (dx)"'

(26) (@) = p¥ dx*
soient les différentielles des (» + 1) fonctions = Jlo:'x“, il faut que

P, z '
(27) O == Jelyiop, b3y 2= 0. ((+) holonome)

(1) Par conséquent, pour un systéme anholonome on aura : B
excédent = degré + (1 — @) [— valence contrevariante + valence covariante + f(n + 1)].
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P ! . ) . . N . R}
Q;,w est Lobjet d’anholonomie projective (1). Mais cette condition ne
suffit pas, parce que

(28) .&»fdx“ = d(&:’x”) — % dx”awﬂ;:’
= d(&:’x“) - dx”x"au.}lo;'

ou
(29) (x — )y da* = d(al #*).

I1 faut ajouter la condition § = 0, d’ow il suit que les repéres d'un
degré = 0 sont toujours anholonomes. Ce résultat est trés important,
parce qu’en relativité projective I’emploi de repéres projectifs anholo-
nomes ne peut pas étre évité sans que de grands inconvénients en
résultent.

INTRODUCTION D'UN HYPERPLAN DANS LES P; LOCAUX. — Quand
on se donne un champ d’hyperplans dans les espaces locaux on peut
fixer une représentation biunivoque des P4 locaux sur les E; locaux,
par la condition que I'hyperplan donné soit représenté par I'hyper-
plan a I'infini.

Soit
(30a) nX =0

I'équation des hyperplans et soit
(300) q)‘x7‘ =—1y; 4 = réel et constant.

La maniére la plus commode de trouver l’expression analytique
de la représentation consiste 2 introduire un systéme de repéres anho-
lonomes (a), (a, b,..., g = 0, 1, 2, 3, 4) dans Hy, adjoint & un systéme
de reperes (%) (h,..., m = 1, 2, 3, 4) holonomes ou anholonomes en X,
et déterminé par les équations

k% oh
Jbo =8 R
(31) 2 *

Il*

—

>0

PN 3 . %
(1) Dans G. F. III-VI nous avons écrit th. au lieu de Qlﬂ\'
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Le systéme (@) est de degré + 1. Par conséquent, le degré des com-
posantes v%, wy d'un point coté ou d’un hyperplan coté dont l'ex-

cédent est égal a zéro est nul. Les A, se trouvent en résolvant les

équations
- | hfdr 2 AL Wfg, =0,
3 ( Jlox _;E_ — I _%.
o — XL X
ils satisfont a :
(33) Apdh = A% Ay = g 28l

Les composantes de Q par rapport a (@) sont

P A
a x LI a jia ok . .
(34) Qp=—10 % + lopp%;; Jun = d[udx-
Le vecteur v" de E, correspond de maniére biunivoque au point
coté

(35) V¢ = .;'lg;vh

sur I’hyperplan |g, | et ce point a les composantes v#, 1® = 0 par rap-

port au systéme (a). L’ensemble des vecteur. contrevariants de E4 est
représenté donc par les points cotés situés sur [g,] dans P, De méme,
le vecteur wi de E4 correspond, d’une maniére biunivoque, & ’hyper-
plan coté

(36) Wy = Jbi\wi

passant par le point de contact et ayant comme composantes w;,

w, = ( par rapport au systéme (). I,’ensemble des vecteurs covariants
de E4est représenté donc par les hyperplans cotés passant par le point

de contact. I affineur d’identité Af’ correspond d’une maniére biuni-
voque au projecteur
(37) A;: == .ﬂn?ﬂog\ = J{o;: -+ ‘/“a_ IQ)\ xy',

avec les composantes

Il
S

(38) Abxh, Ao, A2xg;  a°
par rapport au systéme (a).
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Il nous faut encore déduire une représentation biunivoque des
points de Pysur les points de E4. On I'obtient en remarquant que chaque
vecteur de E4 est le rayon vecteur d’un point bien déterminé de E,
et que chaque point coté de P, sur |g, | est la différence d'un point coté
bien déterminé de P, et de x*. Appelons

)
(39) P’ =—ap
le poids (*) (d’aprés MOBIUS) du point coté p* ; le poids de x* sera y.
Représentons maintenant le point de E,, ayant comme rayon vec-
teur v, par le point |p*| de P, donné par 'équation
P x* %
o ST = v,
(40) 7 7
dans laquelle un point coté de |g,] est écrit sous la forme d’'une diffé-

rence de deux points cotés de poids un. Cette représentation étant
fixée, nous pouvons identifier Py et By, et 'addition, ainsi que la sub-
traction des points, se réduit simplement au calcul bien connu de
MoBrIus. Il va sans dire, qu’aprés cette identification les affineurs
ne sont autre chose que des projecteurs spéciaux, a savoir les pro-
jecteurs dont toutes les composantes d’indice zéro par rapport au
systéme (a) sont nulles ; en d’autres termes, les projecteurs qui s’an-
nulent par chaque transvection avec x* ou ¢,, ou encore, les projec-
teurs qui ne changent pas par une transvection avec Aj. On déduit
de cette remarque qu’on peut écrire maintenant toutes les équations
entre les affineurs de Hy soit par rapport aux repéres affines ayant les
indices %,..., m, soit par rapport aux repéres projectifs ayant les
indices x,... 7 ou a,..., g. Le résultat de la transvection d’un projec-

teur avec des AY sur chaque indice, par exemple :
e A o
(41) P = AT P
est un affineur qui s'appelle la partie affinorielle de P

INTRODUCTION D’'UNE QUADRIQUE DANS LES Ps LOCAUX. — Intro-

(1) Ce « poids » est toute autre chose que le poids d’une densité.
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duisons dans les P, locaux une quadrique non dégénérée au moyen
des équations

(42 a) G X' X% =0
et soit
(42 b) Gt = — 72("); ® = Det (Gy,) = 0,

x? étant une constante positive (!). G,, est appelé le projecteur fon-
damental. On peut élever et abaisser les indices au moyen des G,,
et (;7", définis par

%

(43) GauG™ =

tout comme dans la géométrie riemannienne. Introduisons le point
coté

(44) ¢ =%
de fagon qu’on ait :
(45) \ g)\xq)\qx =-—1
4 ;
lgpa =—7; af'=—1; ¢=+1

A T'aide de ¢,, on introduit ’hyperplan a l'infini et P, est identifié
avec E, ainsi que nous venons de l'expliquer,
Si le point |#*] est situé sur la quadrique, on a

A %
n 2 (1 2\ e 2
(46) <77,—9A> (’0-9/'>9)\~/.="”0”)\9x—I=+I;

n

la quadrique définit donc une métrique euclidienne pour les vecteurs
pour lesquels elle figure comme « sphére » de rayon égal & + 1. 1'in-
tersection de la quadrique avec I'hyperplan |g;] est la « sphére » iso-
trope a l'infini.

Du projecteur ¢,, on peut déduire deux tenseurs de rang 4

S & = Gax + 04

(47) -
[ g% =g + gg

(1) Dans G. F., ITI-VI nous avons écrit Gy A/_x7‘x”' = — w? et laissé indéterminé le signe de w2.

— 65 —
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qui s’appellent les fenseurs fondamentaux et qui déterminent la mé-
trique des vecteurs. De (47) on déduit

48) 58" = AL = A5 + g

Il est évident que g,, donne lieu & une géométrie riemannienne dans
le Hy, que nous supposons identique a la géométrie riemannienne de
I'espace-temps. Nous admettons que pour cette derniére géométrie la
signature est — — — + (). Le E, local devient un Ry, c’est-a-dire un

espace a géométrie métrique plane. Les composantes de ¢, et g,
par rapport au systéme (a) satisfont aux équations

(‘;oo:_l; 8oo =0
{49 ( Goi =Gio=10; 8oi = jo = 0
| Gin = &in-

Les composantes g;; dépendent du choix du systéme (k). Quand on
prend dans X, un systéme anholonome avec des vecteurs de coordonnées
réels et de longueur (ou durée) I, on a

%@u =8, =Gy = g22=g33:g33= -1

G = & =+ 1.

Ainsi G,, a la signature — — — — -+ (%), et cette signature est inva-
riante pour les transformations réelles des coordonnées. La quadrique
est une « sphére » avec un rayon de longueur égale 2 1 dans le R4 local,
ce qui signifie qu'une droite réelle passant par le point de contact
coupe la sphére en deux points réels, quand la droite peut étre prise

comme axe de coordonnées dans I'espace, et en deux points complexes
quand elle peut étre prise comme axe de temps.

(50)

CONNEXIONS PROJECTIVES DANS H, — Les dérivées ordinaires
»,0* par rapport a un systéme holonome ou anholonome () ne forment

(1) Dans G. F., III-VI nous avons supposé que la signature est + -+ —. Remarquons que
dans Péquation (46) G, peut étre remplacé par g, parce que
[ n” *
() =0
(2) + — — — + pour 72 < o. ,
(3) Quand (x) est anholonome et (#’) holonome 9, est défini par oy = J‘gg au,.

— 66 —
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pas les composantes d'un projecteur. Cependant, comme dans le cas

affine, on peut introduire une dérivation covariante par I'équation
! e % LY SR
\ Vo' =0,0" + 0507, /

/ %
( VP‘W}\ = BP'W)‘ -_ "p)\le’%, j

(51) ®
avec la condition suivante pour la transformation de 1'objet géomé-
trique n}, :

LT

®' [ ' %
(52“) @5: H}L')\l = Ag._};l)\rn}’_)\ -+ Jb,_bp'rtﬂg)\;,
condition valable pour tous les systémes holonomes ou anholonomes (%)
et
< — I %
(520) & Iﬂp)\:'r" np)\'

On voit que I'excédent de la dérivée covariante d’'un projecteur dont
I'excédent est nul, est également égal a zéro. Comme dans la géo-
métrie affine

. %’ P x
(53) Sp{( =15 + 25 1S,
est un projecteur ; quand S.3* = 0, on dit que la connexion est symé-
trique. Nous rencontrons cependant ici deux autres projecteurs, qu’on
ne trouve pas dans la géométrie affine, savoir
\' 5 = x*“ﬂ:)\ + Joy
(54) ( b3 %A ® ¥. b
f 9. P =H¥L)\x -+ J‘op_ = Vgx = ngq .

Une autre différence remarquable est, qu'en général, il n’existe pas
de difféventielle covariante, parce que dx* n’est pas un point coté et,
par suite, dx”VpP’f\fv par exemple, n’'est pas, en général, un pro-
jecteur. La différentielle covariante n'existant pas, il n'y a plus de

(1) Nous écrivons [I:;)‘ au lieu de l'l;\u, comme nous I’avons écrit dans G. F., ITI-VI-VIII, en
accord avec les notations plus modernes employées dans le livre cité page 50 note () Ainsi le
S pﬂ\, dans (53) est écrit S)\uv dans G. F., ITI-VI-VIIIL,

(2) Les repéres anholonomes étant employés le plus fréquemment, nous donnons ici la plupart
des formules dans leur forme générale, de fagon qu’elles puissent étre employées aussi dans le cas
anholonome. Dans les formules qui ne sont valables que pour les systémes holonomes on

écrit L au lieu de =.
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dépracement paralléle (ou de pseudo-parallélisme), parce que ce dépla-
cement est défini précisément en annulant la différentielle covariante.
On peut démontrer que la différentielle covariante existe seulement

quand £ = 0, mais ce cas est écarté en relativité projective, parce
que le projecteur £, ne peut y étre nul : il joue, au contraire, un

réle important dans toute la théorie.

Néanmoins, il existe des géodésiques. Rappelons que dx* fixe une
direction dans le P, local, mais ne correspond pas 4 un point fixe sur
la droite qui passe par le point de contact dans cette direction. Il est
donc toujours possible de définir, & un facteur prés, une différentielle
covariante, dans une direction donnée, quand on connait un point

particulier sur cette droite différent de [4*]. Soit [#*] le point en ques-
tion ; dx* peut étre écrit d’une seule maniére, sous la forme

(55) dx* = ex* + 7",

¢ et n étant des infiniments petits, qui ne sont pas des scalaires,
mais se transforment d’une maniére bien déterminée pour les trans-

formations du groupe §. On peut alors prendre la composante nr*
comme élément linéaire et définir le pseudo-parallélisme par rapport

au point [#*], par la relation covariante
(56) r!"’vppx = 0.
Ainsi, une connexion projective ne détermine pas un seul déplacement
paralléle, mais une infinité de déplacements pour chaque direction,
dépendant du choix du point [7*]. Alors, si p* est un point coté dans
le P4 local d’un [%”"] donné, on connaitra nécessairement le point [px|
lui-méme et on pourra définir la géodésique partant de |%*| dans la
direction de [x"] a [p"], par I’équation
(57) PP b = 0 ().
En effet, on déduit de cette équation la valeur p* 4 dp* en g* 4 dx*:
\ dp" = dzta,p* = exto, p* + npPa,p*

(% r — opr — aptpPE,

(1) D. v. Dantzig, L. c. Math. Ann. 1932, a appelé un champ |p*] qui satisfait & I'équation (57)

geodatisches Ortfeld » et les géodésiques définies par (57), l. c. Amst. Proc. 1932 S. 532 « pseu-
dogeodatische Linien ».
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et ce processus, répété a l'infini, fournit successivement tous les élé-
ments de la géodésique cherchée. Les géodésiques ainsi obtenues
s’appellent autogéodésiques, leur construction étant basée sur I'emploi

du point [p*| lui-méme. Il va sans dire que par chaque point et par
chaque direction donnés passent o' autogéodésiques et que la forme
d’une telle courbe ne dépend que de la situation du point [$*] dans

le P, local de x*.
Lorsqu'on se donne une quadrique dans les P, locaux, on peut

prendre le point 7* sur 'hyperplan polaire [g¢, | de [x*].
Puisque
(dx)* = Aj(dn)" — qy(dx)'q"
= WEN(dn)" — gy(dx)g"
= Wj(de) — gy(dx)q",

(59)

——~——

on prend dans ce cas comme élément linéaire au lieu de (dx)* 1’élément
linéaire vectoriel (d%)* de Xy, écrit en coordonnées homogeénes :

(60) (@x)* = X2t
et 'équation des géodésiques devient :
(61) @x)*V 0" = 0.

Nous appelons ces courbes les géodésiques induites, parce qu’elles sont,
en quelque sorte, « induites » par la quadrique (1). Les autres géodé-
siques, les autogéodésiques, existent toujours, méme dans le cas
olt la connexion ne dépend nullement d’une quadrique.

LA CONNEXION RIEMANNIENNE EN COORDONNEES PROJECTIVES. — In-
troduisons un projecteur fondamental ¢, et supposons qu’on ait déduit
le tenseur fondamental g;, ainsi que les composantes gij par rapport
au systéme (), adjoint aux systémes de repéres holonomes ou anholo-~
nomes (4) de X,. Par rapport au systéme (k) la connexion Rieman-

(1) Ce sont ces geodeSIques que nous avons utilisées dans G. F., III et G. F., VI et qui figurent
aussi dans les communications de O. Veblen (1933) et W. Pauli (1933) Les autogeode51ques que
nous employons ici sont les mémes que les géodésiques de la thécme dela relativité 4 cing dimensions
de T. Kaluza et O. Klein.
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nienne, de tenseur fondamental gis, est donnée par les équations (%)
v.w. — W — ]‘..wh
(62) it T IS
h h i
( V’v = + Ijw

dans lesquelles

) hk Ap 1A% h AR
(63) Tp="%¢g (b,'gik + g5 — &) — Qi + gjkgh Q1 + &irg Qi
Cette connexion est une connexion de vecteurs, c’est-a-dire de points

cotés situés sur |g,].

) 3
Nous en déduisons une connexion projective, désignée par V. en

exigeant que la dérivée covariante des vecteurs »* ou w, soit

identique a la dérivée riemannienne. Par rapport au systéme (a),
ona

R R . .

L * _ h hoi .k hi
V' =o0" + v’ = 20" + T
R R . R .

*
vovh = qbabvh + Hfi«vl = U;’ivl =02?)
(64) \
%. o X* f]ovi —0
V= =

R R R
gnf‘tér;‘i; X, n?oéo
(65) ‘
R R R
o % . hox o Roox
(nﬂzo, L PR 27}

On voit que I]° et Il° ne sont pas encore déterminés. Néanmoins (34)
et (563) montrent que

R
(66) Si°E—gi; o= by

c’est-a-dire que la connexion riemannienne en coordonnées homo-

(1) Quand (k) est anholonome et (k') holonome, d; est défini par % = A a, .
(2) Le degré des composantes vk et w; est zéro.
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geénes ne peut jamais ére symétrique quand ¢, w'est pas nul. Pour

R
fixer les parameétres indéterminés, il suffit de se donmer V,g* ou

R .
V o4y Si
R % ™ R

(67) Vv v = GO}L ; v;.;.q). = ‘up)\»
on aura

' R

s%éwé%,

R
8 Il X o X

(68) / mp, = 0:° = U,

wrteo;, «,Zo0.

Adoptons maintenant ’hypothése la plus simple, d’aprés laquelle :

R R
(69) Vug*=10; Vit =0.

Dans ce cas :

o R -
(70) ey = Mg i
d’ou, en appliquant les formules (34) et (§3)

§~-ai jia ph iy 8 adiagh
(71) b = N T[] — 1 ¥+ epn@ji

*
== - Qd)qa'
et donc, puisque 1'équation est invariante :

R .
(72) Sin =—qud

Naturellement, la connexion riemannienne doit comporter une diffé-
rentielle covariante. La différentielle

R R
(73) dx}Vp. ‘== dchg v;:.v,"

R
est, en effet, covariante, parce que x*V/,v* s’annule et dx°Al se trans-
forme comme un point coté par le groupe & :
(74) d '5°AY = o(dx® +- x°d log p)AY = pdx°Al.
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Le déplacement paralléle qu’on obtient en annulant la différentielle
covariante, laisse invariantes, d’une part la quadrique, parce que

R
et aussi, d’autre part, le point de contact, & cause de (69), I’hyperplan
[#5] et la sphére isotrope dans |g, |.
De (75), on déduit par un procédé bien connu (*) que

R, R R R
% \ ) ce% % %

; ; N ; étant le symbole de CHRISTOFFEL relatif 4 §,,. Par conséquence,

on a, a cause de (72) :

R

(77) = o — g — 05, — ¢

LES CONNEXIONS PROJECTIVES DETERMINEES PAR LA QUADRIQUE
FONDAMENTALE. — On peut se demander si la quadrique détermine
d’autres connexions plus générales que la connexion riemannienne.
Naturellement, il faut, dans ce cas, imposer la condition suivante :

I. — La quadrique est invariante pour chaque déplacement déduit de

la conmexion, quel que soit le choix du point particulier sur la droite de dx*.
Pour que cette condition soit remplie il faut et il suffit que

(78) VG 12 G (:: = proportionnel i)
pour chaque choix de 7", c’est-a-dire que
(79) Vp.g;\z = sp(;)\m

Sy étant un hyperplan coté encore indéterminé. De cette équation on
déduit facilement
1] 2(0) = — 257G s
(80) \ 2] g% = 'fys; |
( s = — °= g5, ‘ (par définition).

Chaque connexion projective V fixe uniquement une autre connexion

(1) J. A. SCHOUTEN, Der Ricci Kalkul (1924), p. 73, (voir note (1) page 65).
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A ) A
V., appelé connexion affine induite et telle que \/ appliqué a un affineur
fournisse la partie affine du résultat de 'application de VV au méme

A A

affineur et, en outre, que V/ ,g* = 0, V,q, =0

(A =« T o o

(81) \ V' = A,V g =0,
A

, V pw‘/\ = A‘;S\erc ; ch: =0.

D’otl 'on déduit que :

A
ATI G- TThAeD
(82) App.)xS':sp = Ap)\ostcl ’

A
qui exprime que la partie affinorielle de S ;* est déterminée par S 3*.
De (53) et (54) il s’ensuit que :

(83) g'Syx =y " (€% — Q/x)
Puisque a cause de (54) et (79),

(84) 0wl — Wy = Vula = 7 'y + Sy

on a

(85) Sud G = o+ 7 2un) + duSiy

En combinant convenablement (82), (83) et (85), on déduit que

Y Y 3 A..1 —_—
(86) Sy = AGaS, " — 7 (g + 7 By + Q[psx])
— X_IQ[g(f-/‘)\]_ Q‘fx]) + X—lQ[wa]schK'

Cela étant, nous imposons la condition suivante :

II. — La connexion affine induite doit étve identique & la-connexion
riemannienne de gy,,.

Pour cela il faut que :

R
(87) 0= Vpg)\z =A ;;ivc(@sp -+ chp) = A‘;. Se8x
d’ou il résulte que
(88) Sy = — $q,,.



J. A. SCHOUTEN

En outre, le premier terme de (86) s’annule i cause de (72) et on
trouve :

(89) 8,3 = — ‘/._'q[g(f'fx] — 2%, )— qx{qpx +vl_l9[;ﬁ\] -+ X_!q[p.g')\]cch
et ()

(90) My = 3 v f + S+ ST + S+ ‘/zs(qw‘l,{ +q)\.a.>;~qx(§m),
équation qui donne IT%, en fonction de Gyy» de ses dérivés, €%,
27, ¢, et g,,. Des deux équations (77) (90) on déduit

N R, ” “ . " .
(91) Uy — My =S + STy + 85, + ¢,00" + ¢ha, + 7.u

+ s (gudd + gy — 4Gy ),
relation valable pour tout systéme holonome ou anholonome.

Les deux conditions géométriques que nous avons imposées ne
suffisent pas pour déterminer uniquement la connexion. Les projec-
teurs €%, et 2%, doivent satisfaire aux équations (80.1) et (80.2),
mais ils ne sont pas complétement déterminés par ces équations.

II. Applications physiques

LES AUTOGEODESIQUES ET LES TRAJECTOIRES. — Dans cette seconde
partie nous fixons la connexion projective encore indéterminée, par
des conditions physiques. Naturellemen?, la premiére condition & im—
poser qui se présente a l’esprit est la suivante :

III. — Les autogéodésiques sont les trajectoires dans I espace-temps des

particules chargées électriquement. La durée durayon vecteur de| x* || p* | ne
dépend que du quotient ; et rveste constante le long de la trajectoive.

Ces trajectoires sont données dans la géométrie riemanienne par
les équations bien connues

d (@ @ @ e (@)
(92) & e & T T m d
cde® = — dx* — dy? — dz* + c'dir.

(1) Der Ricci Kalkii', p. 75, (voir note (1) page 65).
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Dans I’'équation des autogéodésiques
(93) PV b =0

le point coté p* peut étre décomposé en un vecteur et un multiple
de ¢* :

(94) Pt = oUW + ) p° = — pq,
ou

\ v T(d%)* T (dx)) Tl (dE) o
(95) 1 = —CA)\—d; = Ay g1 = o.

est le vecteur bien connu de la vitesse d'univers () écrit en coordonnées
homogeénes, $° est un coefficient indéterminé et / est la durée du rayon
vecteur de p* (%), qui doit étre constante le long de la trajectoire.
D’aprés (84) et (93), on a (3)

(90) VL0 = — PPV, = — 17D Dy + SO
En appliquant 1’opérateur ﬁ“vp a I'équation
(97) Gud™p" = () — 1),

on obtient
O8) 0= VBV, = 470 — D)2 — (7).
relation valable pour chaque choix de Z, d’ot1 il résulte
(99) PP = Just)®.
En substituant (94) dans (93) on obtient & cause de (g6) :
(100) 0 =p*V 24" + ¢') = poIpPV " —+ 1 7'p°2, % + pHH N MIg(0)
= ()P 1 -+ (Ol it + (1070120

Y+ GBIV + )

(1) Dans G. F., III-VI nous avons écrit éi"‘ au lieu de 4*; donc ii‘ est le vecteur vitesse
dans ce cas.

(2) 1 est une constante sans dimensions physiques.
(3) 1l faut écrire 7 w(p®) pour la dérivée covariante de p° parce que / pp° 2 une autre signifi-
cation, 4 savoir :

Vit = BV ,0"
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ybr = 727.g" = 727 9%

(ro1) e (3
( bPq, = ' (& cause de (80)).

La transvection du second membre de (100) avec ¢, est identiquement
nulle & cause de (96) ; donc (100) est équivalent a sa partie vectorielle :
by

R [ B ' -2 .
(102)  0=4"V &% + L (@5 + 25 + L 07 + e g

dans laquelle €%, 9% et 5™ sont les parties affinorielles de £%,, 2%,
et b*:

(103) £ = A%, 9 = A5 B* = ATP

Les équations (102) écrites par rapport au systéme (a) :

i X Y Ty s "2 .
Gon 0= 2

doivent étre comparées aux équations des trajectoires (92), qu’on peut
écrire sous la forme

' . R .
(105) it =— 2 gt

Pour que ces deux équations soient exactement équivalentes il faut
que b’ soit nul ; il s’ensuit, en tenant compte de (80) et (101), que

= — 1/27'23q%,
(106) 9,,0°8° = ($°)21P2,08%" -+ 1[o(£%) 5.

et, par conséquent, en vertu de (99)

(107) 2y = 0,
d’otl

. —1 ' ' = PR
(108) m% 51'."1 = X—l (Q.’,‘- -+ 92.';.)17 —+ ; §l gl.ii’ﬂzh.
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équation qui doit étre satisfaite quels que soient les ¢* choisis (1). Il
s’ensuit que

k
c

(109) Fi; = — 1@ + )

relation dans laquelle nous avons introduit la constante indéterminée
k, par (%)
{x10) 1=k

4

Des équations (80), (101) et (107) on déduit facilement que

E)m = Qi)\‘t] - 1/ /8 ]/ 51T

-

(111) .

_—

20 = g + 1D

I,A CONSERVATION DE I’ENERGIE ET DE LA QUANTITE DE MOUVE-
MENT. — Dans la théorie de la relativité ordinaire le vecteur mcih
représente 1'énergie et I'impulsion cinétiques ; I'énergie et 'impulsion
potentielles sont représentées par le vecteur g 9", ot étant le vecteur
potentiel, déterminé 4 un vecteur gradient additif prés. Dans la

théorie projective un vecteur gradient est un objet tout particulier.
En général, un gradient est un hyperplan coté ; on peut donc repré-

senter 1’énergie totale par un point coté, somme du vecteur mei” +- g o*
et d’un point coté gradient arbitraire. S’il est possible de choisir ce
point gradient de maniére que le point coté de I'énergie totale se

confonde avec le point coté p *, I'équation des trajectoires sera en méme
temps 1'’équation de la conservation de I’énergie et de l'impulsion
totale. Nous imposons la condition que cette identification soit pos-
sible et nous la formulons de la maniére suivante :

IV. — Le point coté
(112) p* =" + ¢,

(1) Quand on prend les géodésiques induites en lieu des autogéodésiques, on trouve (G. F.,
VI, p. 297) :

k
: 91',' = — X‘IQﬁ.

(2) Lorsqu’on ne fixe pas le signe de %2, on voit d’aprés (109) et aussi d’aprés I'équation de
la note (1) de cette page, que le produit kY, est toujours réel.
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ne différe du vecteur d’énergie totale
(113) mer” + gcp",

que par un gradient.
11 s’ensuit, premiérement, que

(114)
( P == mei” + %q"‘.

Donc p° est constante, d’ot1, en vertu de (96) et (99)
(115) s=20,
et en vertu de (I1I)

Ry, = s,
(116) % * B

9)\1 = QDX]‘
en d’autres termes, %, et 2, sont des bivecteurs.
Deuxiémement, il faut que
s __mct o€

(117) Fon = P = 2 5 [ by = AN
et cette condition est remplie quand

k
(118) f{l}\ -+ Qp.)\ = 2X.qp), =X E:;pk'
Dans ces conditions, le point coté p* dans les espaces locaux des points
d’une trajectoire n’a plus rien de mystérieux ; ce point n’est autre

chose que la représentation géométrique de I’énergie totale. La raison
de l'indétermination dont est affecté le potentiel ¢, apparait trés

clairement : elle découle du fait que le vrai potentiel, bien déterminé,
% ¢,, 0est pas un vecteur, mais un hyperplan coté, et que la théorie affine,
dans I'impossibilité de représenter cet hyperplan, ne peut mieux faire

que de recourir & un vecteur indéterminé ¢,, ne différant de % g, que

par un gradient.

LES DEUX BIVECTEURS £, ET 2,,. — Nous avons vu que les deux
quantités £, et 2, sont des bivecteurs et que leur somme est le
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bivecteur électromagnétique, a un facteur constant prés. Or, il n'y a,
en physique, qu'un seul bivecteur, le bivecteur électromagnétique
g, ; il faut donc imposer la condition supplémentaire suivante :

V. — Le \bivectewr 2, et 2,5 me différe du  bivecteur électro-
magnétique F 5 que par des facteurs constants :
k
g Ry = — 190 = — 'fe1b [ F i
(119) B
( prh = = 799w\ = — l//zZqE gg}v

En substituant ces valeurs dans (89) et (91), on trouve

(120) Sy =@ — 14,8 + (¢ — D)%)
et

(121) W% =} 1+ (g— 1)g,,¢" + (1 — p)g, ¢} + (1 — 9)g59,"
W t ] b >

Dong, la condition V réduit le choix de la géométrie a4 adopter, a la
détermination des constantes p, ¢ et k.

I/£QUATION AUX VARIATIONS DU CHAMP. — Dans une théorie bien
construite, il faut que les équations du champ puissent étre dérivées
d’un principe de variation, portant sur une fonction universelle qui
soit un invariant, de préférence 'invariant le plus simple. Or, I'inva-

riant le plus simple de notre géométrie est la courbure scalaire N,
définie par les équations

N';L;\"‘ = — 2a[vﬂ

% T
N — 20 ]

b Vel uIn

(122) )
N = N6

Nous sommes donc conduits & imposer la condition que :
VI. — Les équations déduites de

(123) 8} RNdx’,...,dxt=0; RN=N/G

(01‘1 %" et y restent constantes et ot I'on fait varier les (j.‘)\) donnent,

en méme temps, les équations de la gravitation et celles de Iélectro—
magnétisme,y compris la seconde équation de MAXWELL (1) dans le vide.

(1) La premiére équation de Maxwell est déja une conséquence de (117).
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En effectuant la variation, on est conduit aux équations (%)

] — 2pq + 2K (.
(124) K — ':Kg;; — 2 qz—?‘?—z (5" 19u ") = 0

(125) 2 — 2pq + 21>) v,ﬂ =0

dans lesquelles Kji et K sont le tenseur et le scalaire de courbure bien
connus de la géométrie riemannienne. (125) est la seconde équation
de MAXWELL dans le vide, si

\ @ —2pq+2p5£0

(220 { g7 0.
Comparons (124) avec I'équation de I’énergie et d’impulsion :
% (b
(127) K;; — éngi — cfe (:"9;),— ‘/ﬂhz*thgi,‘) =0,
» = constante de la gravitation. On voit qu’il faut et qu’il suffit
que
(128) 2(g° — 2pq + 2p)KE =+,
d’ott il suit que
(129) ¢ —2q +2>0 ()
et
(130) b= /3
V& —2pg + 2 Vi

I/£QUATION ORDINAIRE DE DIRAC DANS LA THEORIE PROJECTIVE.
— 11 est bien connu que dans la théorie de la relativité ordinaire on
peut obtenir le terme du courant dans la deuxiéme équation de MAx-
WELL en ajoutant & N une autre fonction universelle M, qui se déduit
des équations de I'onde matérielle de DIrAC. Exposons d’abord cette
méthode en utilisant le langage de la théorie projective.

1’équation
(131)
définit un systéme associatif hypercomplexe de seize nombres engen-
dré par les cing nombres o o'..., 2. Ces cinq nombres hypercom-

a(Ka)\) — gxx,

(1) G. F., VI, p. 308.
(2) Quand on prend ¥2 < o, il faut que #2 < o et ¢® — 2pg + 2p < o.
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plexes peuvent étre représentés par des affineurs co-contrevariants,
de valence deux, dans un espace local auxiliaire a quatre dimensions,
I'espace du spin (})
(132) "‘?I}B’ “féB, J?I}B, “?{XB, 14.1{&3

Dans ce cas, on a donc deux transformations & prendre en considé-
ration : les transformations affines du systéme de repéres (a) dans les
-espaces locaux projectifs, d’'une part, et de 'autre les transformations
affines et homogénes du systéme de repéres (A) dans les espaces
locaux du spin. Ces transformations sont absolument indépendantes
les unes des autres ; nous imposons, évidemment, la condition que
toutes nos équations soient invariantes par rapport a ces deux types de
transformations. On définira les vecteurs et les affineurs de I'espace
du spin a la maniére ordinaire, par rapport au groupe des transforma-
tions de (A), et on les appellera spinvecteurs et spineurs. La grandeur

(133) .

est un projectospinenr, qui appartient a l'espace local projectif par
son indice x et & l'espace local du spin par ses indices A et B. Dans
I'espace du spin les transformations permises ne sont pas seulement
les transformations réelles des coordonnées, mais aussi toutes les trans-
formations 4 coefficients complexes du groupe homogéne affine. Ce
fait nous conduit 4 la conséquence suivante. I,a transformation des

spinvecteurs ordinaires étant donnée par les équations

(134) W=yt o =aln, ()

on peut définir un autre type de spinvecteurs appelés spinvecteurs de
seconde espéce qui se transforment, comme les précédents, a cela prés

. . -a —-B . ,
que les coefficients de la transformation o | a— sont les conjuguées
A B

I

A B
complexes des o , « @ :
A B
(135) / = 0 =l
(1) G. F., V.

(2) zg est le spineur d’identité.

(3) ;AX est le spineur Qidentité de seconde espece.
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Il est évident que les conjuguées complexes des composantes d'un
spinvecteur ordinaire sont les composantes d'un spinvecteur de
seconde espéce et vice-versa. En outre, il existe encore des spineurs.
(et spineurs-densités) qui comportent en méme temps des indices sur--
lignés et des indices simples, par exemple :
- R

(130) e = e

Ces spineurs sont appelés des spineurs d’Hermite. Les conjuguées.
complexes des composantes d’un spineur d’"HERMITE sont les compo-
santes d'un autre spineur ’HERMITE, qui s’appelle le spineur conjugué
du premier. Les lettres principales de deux spineurs conjugués sont:
toujours les mémes, mais l'une est surlignée et 'autre ne l'est pas. Les.
spineurs d’"HERMITE les plus importants sont les spineurs covariants.
ou contrevariants, symétriques ou alternés. Cette propriété (qu’il faut:
bien se garder de confondre avec la propriété de la symétrie ou d’alter-
nance des spineurs ordinaires) est définie par les équations

e 4T . AB __ 4 BA
(137) as = = 05a s P =k P

Quand on multiplie un spineur d’HERMITE symétrique par / — 1, il
résulte un spineur alterné et vice-versa.

W. Paurr a démontré qu’il existe dans I'espace du spin un spineur
d’HERMITE symétrique invariant w,, de rang 4, que nous appelons.

le tenseur d’ Hermite fondamental covariant de 1'espace du spin (1). De:
—
w- on déduit le tenseur fondamental contrevariant o *® :
—Ix A “'ac - A
(138) wge @ =23 ; w weg = 2

On peut déduire w_ des o par I'équation
B, -

(139) ;’f“}}—} = wgc‘a:/‘.cD w P4, ()

On peut démontrer que les spino-affineurs

WA, = WAy g} B = wlC_B
)\ . 7\~
(I O) AC*A-B ) C

___ ..« D E _-F -
U] = Caclxp|* M B|*we RV B 0 O]

(1) Loc. cit., p. 347 ; la forme d’Hermite correspondant a ce spineur se trouve déja chez E. CARTAN,.
Les groupes réels, simples et continus, Ann. de école Norm. Sup. 31 (1914) 263-355 ; le spineur a été
redécouvert indépendamment par V. BERGMANN, Bemerkungen zur allgemeinrelativistischen
Fassung der Quantentheorie, Berl. Sitzungsber, 1932, p. 347-354.

(2) W. Pault, L ¢., p. 3, voir aussi G. F., V, p. 413-417. Voir aussi J. A, SCHOUTEN et J.
HaanTJES, Konforme Feldtheorie II; Ry und Spinraum. Ann. d. Pisa 1934.
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:sont symétriques et que les spino-affineurs
Wz : apy 0
[Au] > [l
(141) .
Y] D)@
:sont alternés (Y). ,
Dans I'espace-temps euclidien I'équation de DIrAC s’écrit en coor-
-données homogeénes,

h

(142) “}1('};% — g‘?u + mcqg>4/‘ =o0

-J* étant le spinvecteur qui représente ’onde matérielle ; en présence

-d’'un champ de gravitation il faut remplacer 3, par un symbole V/,

de différentiation covariante des spinvecteurs. Cette différentiation
«covariante se déduit de la condition que la dérivée de »*°, soit nulle.

On constate le fait remarquable qu’il existe une seule différentiation
possible pour les densités contrevariantes de poids 1 /4 des spinvecteurs
et pour les densités covariantes de poids — 1 /4 des spinvecteurs, tandis
que la différentiation covariante des spinvecteurs eux-mémes reste
indéterminée. Cette indétermination ne donne lieu cependant 4 aucune
difficulté : il faut simplement prendre toujours une densité de spin-
vecteur {* de poids + 1/4 pour représenter I'onde matérielle, et

considérer ¢, comme un spineur de poids + 1/4 en C et de poids
—I/4en A Les paramétres A4 de la différentiation d'une densité de
spinvecteur {*, de poids 1 /4, satisfont & I’équation

A

(143) Apy =

b

A T'aide de cette équation et de

; . *A ~A % A A %C
(144) O—Vp,a..}g—ap,a..g_'_ ”p-)x“--B +AC}L“..B_AB}1 .

C %A
-C

on déduit facilement que
A % A-A %A .c
(145) AB}L = 1/6“9)\a.x.3 -+ i/ka..capax.B'
(1) G. F., V, p. 413, Les équations (140) et (141) ne sont plus valables quand on prend la signa-

ture + — — — 4.
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) R L
wand on remplace II% par I1”, on trouve les paramétres
uh wh

R R
A g% A 17 %A _-C
(146) ‘\Bp. —_— /k“p,)\a.x.g -+ /41..(;‘)},‘1«,..3

qui définissent une connexion riemannienne.
En fin de compte, 'équation ordinaire de DIRAC s'écrit en coor-
données homogénes en supprimant les indices de 'espace du spin
P

w/hR e \)d‘ wl b R ¢ \o
(147) x (;Vp ¢ Pu -+ m“]p v = @ (\’l (ap. -+ '\11) - 8‘?}; + mcqp.) v = 0.

;

En introduisant le systéme de repéres () il est facile d’écrire cette
équation sous sa forme quadridimensionnelle bien connue.

R
1, EQUATION DE DIRAC GENERALISEE. — I opérateur %/, est un opé-
rateur de géométrie riemannienne et il est probable que dans notre
théorie projective il devra étre remplacé par \/, ; on obtient ainsi pour

I’équation des ondes
u b h
(148) »a‘L(,Z'V}L — g?p. —+ mcq},‘)q) — ap'( z— (bp —+ i\p) — g(P}L -+ ch}L\"P = 0.

Pour la différence des premiers membres des équations (147) et (148)
on trouve, en tenant compte de (91), (115), (120), (145) et (140)

I ® __ h ©w N 1 h wAx
(149) i (Vp. - Vp.) =;* (‘\p, - Alx) - /'«,L (p —29)~ DT px
h |\‘
— 1 — 2l g

N

d’ott Ton déduit que le passage & une théorie projective modifie
les résultats connus relatifs aux quanta seulement dans le cas ol

p—2q9=0.

I,/£QUATION VARIATIONNELLE DU CHAMP ET DE 1 ONDE MATERIELLE.
— Dans la théorie ordinaire, on obtient I'invariant universel en multi-

pliant le premier membre de I'équation (147) par Z-C/ Yoo :

R v - R .
(150) M= 27’ ¢w“”<?vg — gcpp —+ mcq.u\f‘!’-

Cet invariant n’est pas réel, mais la solution de I'équation aux varia-
R
tions est réelle parce que M est « pratiquement réel », autrement dit
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R .
parce que la partie imaginaire de M est une divergence (!). Fn effet,
wx" étant symétrique, on a '

R R ok hox R

(151) M —M = 227 ( Jus? Vb + boat V.ﬂ) 2V (Juaty),
1invariant fondamental de la théorie projective devra étre évidem-
ment

—1 \
(152) M= % Yot ( 27, — ‘g% -+ meq, ).

Montrons que M est aussi « pratiquement réel ». On a :

. )
M—M =+, 7 ho(p — 20 gyq,.4
(153) 1

| L2k 2ty g,
Wl etant alterné, I'expression | uwa[u)‘ ]' est purement imaginaire,

donc M — M est réel (?).
1/équation variationelle

(154) 3 | (O +dnlaxldta’it = 0; I =M/®

conduit aux équations

h hl
K. 1/2K c:(@ gih_l/ﬂhﬂ gﬂ)

i o1 j

(155)

% h— /& e\ —2qhk_ — 1
-+ é % ?Rz. ebwa (j(\Vi) —_/;—L_C:‘Di) ' Ib 2q 9 Y ;p:l(iq,a _i)a0¢§:0(3)'

‘.\ c

(156) Vil — iy + P 5 TG sty =0 (6, = M),

La deuxiéme équation est identique 2 la seconde équation de Max-
WELL compléte, au terme contenant le facteur (p — 2¢) prés. Donc,
pour que :

(1) H. WEYL, Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2¢ édition, p. 188.
R
(2) Quand on prend la 51gnature + — —— 4, M —M n’est plus réel et il faut prendre

— 2¢ = o pour rendre M prathuement réel.
(3) &R signifie : *“ partie réelle de ”
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VII. — L’égquation variationelle (154) conduise & la seconde équation
de Maxwell sans aucun terme additionnel, il faut et il suffit que
(157) p—2¢=0.

En vertu de cette équation et de (118) on a
4
(158) p=% a=2
et par conséquent (120)
150) S, — 1 1 1 _ s
(159 uAL T T 3Q;.O\QK — 3%\19}; - gq)\qtp. = T Q[wdx] T Oy
Donc, S, , est alterné.

Une connexion pour laquelle S ,, est alterné a une propriété trés

remarquable. Les parties symétriques IT “3) de 0 1’0\ (pour des sys-
temes holonomes) constituent une nouvelle connexion et I'on démontre
facilement qu’afin que pour cette connexion la dérivée de G, s’an-
nulle, ilfaut et il suffit que S e soit alterné, Dans ce cas, et dans ce
cas seulement, les autogéodésiques sont identiques aux autogéodé-
siques de la géométrie symétrique.

Résumons les résultats du calcul précédent sur une figure. Dans le
plan p, ¢ les cas correspondants aux points de I'hyperbole et de la
droite ¢ = 0 doivent étre écartés par la condition VI, et les parties
hachurées par la condition que M soit « pratiquement » réel. La
condition IIT conduit 4 la droite p + ¢ = 2 quand on prend les autogéo-
désiques et a la droite ¢ = 2 quand on prend les géodésiques induites.
La condition VII conduit a la droite p — 2¢ = 0. La théorie de.
A. EINsTEIN et W. MAYER (rendue projective) est représentée par la
droite p = 0, la théorie de O. VEBLEN et B. HOFFMANN est représentée
parle point Q: p = 1, ¢ = 1 (connexion symétrique) et ce point repré-
sente aussi la théorie de W. PauLr (loc. cit., 1933). Le point P est le seul
point qui remplisse toutes nos conditions I-VII. On voit que les autogéo-
désiques sont préférables, parce que les géodésiques induites conduisent
4 une droite qui pénétre dans la partie défendue du plan et qui coupe
la droite p — 2¢ = 0 en un point S (permis) qui appartient a la signa-
ture peu vraisemblable + — — — . En outre, le point Q, symboli-
sant la connexion symétrique, se trouve sur la droite p + ¢ = 2. Au
point R il n’y a plus de différence entre les deux espéces de géodé-
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siques (parce que £%, = 0), mais ce point est moins bon parce qu’il ne
. donne ni la symétrie, ni les équations de MAXWELIL sans terme addi-
tionnel. Le point Q, au contraire, permet la symétrie et il est possible
que la nature ait une telle préférence pour les géométries symétriques
qu’elle accepte méme des termes additionnels dans les équations de
MAXWELL pour sauver la symétrie. C’est 12 le point de vue de M. PAULL.
Il faut cependant rappeler que la connexion riemannienne elle-méme
n'est pas symétrique lorsqu’on l'’exprime en langage projectif,
ce qui nous prévient qu’il ne faut pas exagérer outre mesure la valeur
de la symétrie.

. /9 A

© 2 8

k
) = Lperpee totale A
[ Geodesigues undviles /

>0

AN

B

id

7heorte de Finstey
et Ma yer

A

Fic. 1 (1).

Les termes additionnels dans 'équation (156) sont extrémement
petits ; ils contiennent, en effet, le facteur

/2

Vs

(160) I E—
V¥ — 2pg + 2p

qui est trés petit pour tous les points qui ne sont pas situés dans le
voisinage immédiat de I'hyperbole. Cela fait qu'il est bien improbable
que l'expérience puisse nous permettre de décider s’il faut ajouter ces
termes aux équations. Il n’est cependant pas exclus qu'en dévelop-

(1) Dans cette figure lire ¥ au lieu de w.
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pant la théorie relativiste des quanta on arrive a trouver des argu-
ments assez forts pour pouvoir choisir définitivement entre P et Q.

La théorie projective réalise d’une maniére assez satisfaisante I'uni-
fication des théories de la gravitation et de I'électromagnétisme, mais
elle est incapable de les relier a la théorie des ondes matérielles, parce
que les deux fonctions M et N ne découlent pas d’un seul et méme
principe. C'est 12 un défaut grave ; la théorie actuelle ne représente
donc qu'une premiére approximation, et il est clair qu'il faut intro-
duire un principe nouveau si 1'on veut aboutir 4 I'unification compléte
de toutes ces théories physiques.
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