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Application d’opérateurs intégro—combinétoires
dans la théorie des intégrales multiples
de Dirichlet

par

F. POLLACZEK.

Pour calculer, au moyen de la théorie des fonctions analytiques, des
probabilités continues multidimensionnelles, nous avons utilisé certaines
sommes d’intégrales n-uples de Fourier, de la forme

int¢g

. . iniE”F .
2y o0ey Z
f f Flay, ..., 2n) ”)clzl oo dzp (0<e, i, <L),
intg

—ix e, Bl v.. Zn

ou F(z,, ..., z.) est holomorphe aux points finis du domaine

|R(zy)|<e (v=1,'...,n;c>o).

Ces sommes d’intégrales, généralisations de V'intégrale classique de-
Dirichlef, s’avérent comme un moyen propre a représenter des fonctions
réelles ou complexqs de n variables réelles, qui sont définies & I'aide
de notions d’ordre; un exemple d’une telle fonction est fourni par la
a'*™ puissance da 5*™° de n nombres réels 2y, ..., z,, rangés en ordre
croissant ou décroissant. De méme, certaines fonctions qu’on obtient
en itérant ces notions, peuvent étre représentées convenablement a
I'aide de sommes de pareilles intégrales. Pour simplifier, autant que
possible, les calculs combinatoires dont on a besoin ici, et afin d’échapper
aux difficultés que présente D'écriture, trés encombrante, de telles
expressions au moyen des signes usuels, nous avons établi un calcul
opérationnel qui permet de déduire et d’écrire, de maniére succincle,
diverses formules assez générales.

Afin de faire ressortir phis nettement les méthodes analytiques que -
nous utilisons dans d’autres travaux, nous avons exposé ce calcul et les
. formules qu’il permet d’établir, indépendamment de toute notion de

INSTITUT HENRI POINCARE. — XI, III. . 8
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114 F. POLLACZEK.

Théorie des Probabilités; mais comme nous ne P'avons élaboré que
) .
dans la mesure ol nous nous en servirons dans deux Mémoires subsé-
.
quents ('), (?), 'article présent n’épuise pas cette matiére.

1. Notétions; représentation de différentes fonctions de n variables
réelles 4 l'aide des opérateurs C,, C,, R%, S¥. — Comme point de
départ, nous utilisons les intégrales de Dirichlet

1 iw-+€ dz . 1 —iw—¢ . d,Z
s(z)= — exrs —, s’(x):-—.f e
(1) 270 e 2 2Tl S e
(z #0; > 0),
qui satisfont a 'identité
(2) s(z)+5(2) =1,
et qui représehtent les fonctions )
- : 1 (z>o0
(3a) s@) =41 >0
. o (z<o);
o (x>o0),
36 ! =s(—x)= ‘ .
(36) s'(z) =s(—x) L1 (2<o)
Saient zy, ..., x, des nombres réels; nous désignons par .
(4) . minez, et ma;c(i*)x\, (=1, 2, ...; min{t)= min; max()= max),

v=1,...,n v=I1,...,n

le p*m° de ces nombres rangés respectivement en ordre croissant ou
décroissant. En outre, nous employons les notations

(5a) z+=max(z, 0) («Zo),
(50) max(¥+ .z, = [ max() z, ]+
: V=1,...,n V=1,..., 0

Considérons maintenant les 7 —+ 1 fonctions symétriques élémentaires
des s(x,) et des s'(z,) dont la somme est égale au produit

n

(6) [ +s@) =1  (@zoiv=1,...,n).

.

(1) Réduction de différents problémes concernant la probabilité d’attente au télé-
- phone, A la résolution de systémes d’équations intégrales, Ann. Inst. H. Poincaré,
t. XI, 1949, p. 135. ‘
(2) Problémes de Calcul des Probabilités relatifs a des systémes téléphoniques sans
possibilité d’attente [ Ann. Inst. H. Poincaré (sous presse)].

\
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L’expression

. n

(7). 2 s (zr)... s’(»;t)g)l__[o\)s(zv) O=0,1,...,n)

ou la somme 2 doit étre étendue a toutes les C’ combinaisons A
1, LN

n
T ] . o
a A des indices 1, ..., n, I I désignant un produit ou les facteurs

. )
d’indice 1, ..., ¥ sont absents ) est évidemment égale a 'unité si exac-

tement A parmi les n nombres z, sont négatifs, et égale a zéro dans le
cas contraire. Par conséquent, la fonction qu’on obtient en sommantici
depuis A=o jusqu'd A= p < n, sera égale 2 1 ou a o, selon qu’il se
trouve tout au plus p, ou plus de ¢+ nombres négatifs parmi les z,. Pour
cette fonction qui, a 'aide de nos notations (3a) et (4), sera désignée
par s min(¢+1) 2, il vient donc

V=1,...,n

@ n
. (1)
(8) S,I,n_l?mﬂng":Z Z s’(xy)...s’(x)q)l I s(zy)
‘ e PN 1
(p=0,1, ..., n—1; z, 0);

pour p> n,ou [voir (6)] le deuxiéme membre devient égal & 1, la
fonction (8) sera par définition égale a 'unité.

A laide des formules (1), la fonction s min(®+1) peut étre représentée
sous forme d’une somme d’intégrales z-uples de Fourier. Pour simplifier
I’écriture, nous introduisons les opérateurs '

B oo+ Sy —{w—Ey
I dz 1 dz
(9) Cv=7 DRI V, C<’=— e v
250, e Zy 278 o Zy
(v=1,2, ...; 0 < &<1);

les chemins d’intégration de ces opérateurs, parcourus respectivement
du bas vers le haut et du haut vers le bas, seront désignés par les mémes
lettres G, et G, . En outre, nous introduisons les opérateurs

n

i n
) n -
(10) © R = z @...C;\,H G, (=o0,1,...,n0)

Voo, =1 v=1
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et

B n B

, [N
(11) sg:Z cl...C C\,-.-_ERQ (e=o0,1, ..., n)
. A=0

1V, 0, N=1 v=1 L=0

. Y .
En appelant ordre du produit C;.. .. i'l—[( )C\, le nombre 2 de fac-

teurs C, qu’il contient, R et S¥ sont respectivement la somme de tous
les termes d’ordre 1, et la somme de tous les termes d’ordre —p,

n

contenus dans le produitn(C\,—Q- ). Pour les S%, on obtient a I'aide - -

v=1
de Péquation C f(z) = €' f(— z) immédiatement 'identité
(12) Sk f(z1, ooy 2n) + SEP(— a4, .oty — 5)
=] G+ ooy z) = fo, ooy 0),

v=1

Sz, ..., 30) étant supposé holomorphe pour |R(z,)| Z&, (v =1, ..., n)
et tel que toutes ces intégrales existent.

A l'aide des formules (1) et des opérateurs (9) et (1 I), la formule (8)
“prend la forme

(13) sr,n_ir:(bl“ x,_—z z Ci.. C)II Cvepowa:SPexpEsz,

A=0 1,..., V=1 V=1

Maintenant, l'identité

f e—“lsmin+1) (¢t —z,)dt = / e—tdt= exp[—?;max(u*‘”"‘xv]
(14) 0 vV=1,...,n < max(e+ 0+, C vV=1,...,n :
[R(2)> o]

nous permettra de déduire pour la fonction

7exp[——5maxfp-+”+xv] [R(Y)>o0;u=0,1, ...]
A

v=1,...,

une formule analogue a (13) dont nous aurons besoin dans ce qui suit.
_ En substituant le troisiéme membre de (13), avec ¢ — z, au lieu de z,,
dans le premier membre de (14), cette intégrale prend la forme

n

w E(l—l’v)Zv ’
f etiSPet dt, :
[ .
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et en supposant que les parties réelles des 3, [voir (9)] soient assez
petites pour que l'on ait ‘

R<C —sz> > o, sur SY,

1

il est légitime d’interverlir les opérationsf- ...dt et S¥. Intégrons

0
donc d’abord par rapport a ¢, en évilant les points £ = 2, au moyen de

passages aux limites £ 2, 2= 0; on obtient ainsi la formule

: exp[— {maxlp+i)+g,] = Ste *

C v=t,...,n

"

(15) : | =2

[R(C)> 03 R<C~22v> >0) X*’:‘:O; I, ..,]-
1

En appliquant ensuite la formule (12) pour

. n
—E Xy Sy

f(31, «o., 3p)=¢€ *

et en tenant compte de ce que max(" ¥+, = min®*1)+z, on a la

. C. v=1,...,n v=1,...,n
. représentation
e
! in(ut1)+ 1 W %‘wi !
popligmptira]—y=Siet 3

16 | | Dav—t
[R<;zv_c>>o],

: n
2 &
Ty 5y
I

_1_' [min(b-+)+ g, ]m = Sk et

m. v=1,...,n n m
(16 5) « <ZZ>

‘ I:R<2zv>>o; m=1, 2, :I,
1

et de 13,
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(13) et (15) peuvent étre généralisés de différentes maniéres; par
exemple, on a '

(17 @) smin [min®+1g,; minlt+1) 2]
V=1,...,n v=1,...,n
n n’
= S¥(z) s¥(s") ex‘pI:E-%va-FE-T; 2y |
. 1 1 -
. et de I3, : N -
1

I ’ ’

7 exp[— { max+[max(®+i)l+z,; max(+1+ gz} ]]

C v=1,...,n v=t,...,n

: n n -
. . I
~ ! 7
= St(z) Sk exp —zx\,zv— E zy 3y | —————
. 1

: (= Dev— X

1 1

R(C)>0;R Z‘—ézv—iz(, >o0
1 1

Ces formules se simplifient dans le cas ou le signe d’'un =z, ou le

(170)

Y
i

signe d’'une différence 2,,— z,, est connu; par exemple, nous obtenons
de (9), (11), (15) (pour p =0, n = 2) la formule

I e—CoTo—1 5y

¢

exp[—ﬁinaxﬂxo, 21)] = CoCi 7 p—
ST LT &

1 o 5o—Ty By
= ey - — P azy dzi
(271)? C, Ci(s——po—él);)ozi

[R({—z0—2z1)> 0],

ou, dans Phypnthése z,>> 0, l’intégralef estégaleaurésidu ensy—=¢—z,,
Cy
e—x'oso‘—»n(:—%)

de sorte que I'intégrale double se réduit a G, - En rempla-

"L —zo
cant zy par max*+!+x, (qui est > 0), nous avons ainsi la formule
vV=1,...,n
. :
7 exp[— L max+(max(+t+z,; z0)]
C - Y=1,...,n
. e—%o 50 .
(18) = Cp — exp[— (§ — zo) max/+i)+g,)
C—Zo vy=1,...,n :

© [R(&) >0, R(L—z0) > 0],

que nous utiliserons dans la suite.
Substituons maintenant 'expression (15) dans U'intégrale

. d i +0
R .fexp’[—zmax({HiH‘xv]f(z)—z f=f ’
27, v=1,...,n Ed C —iw 40
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ou. f(5) est supposé holomorphe et O([—;l> pour R(z) <<c (¢ étant
une constante positive) et intervertissons les opérationsfet S¥, ce qui
G

est permis puisque toutes les intégrales (n + 1)-uples convergent abso-
lument; il vient alors

_F:.r-,z-, ~ . . "
Stte 1 ﬁf———[(—;l—)—-—ds R Z_EZ" >ol,

1

n

e e e . , . —
et comme ici, I'intégrale intérieure est égale af<z z~,>, nous obtenons
" .

I'identité

. L < / n d
w Y3t (B )= o empeeann
AN
[R(z)>o0].

Grace a (19), 'expression

. n -

Sen| 2 e
spe ¥ —n—1——-f<25v—f)—75—f<o>
‘(2oa)( ZZV—C

1 1

(9]

que nous devons considérer maintenant, se réduit &

»
S

o7 | explm e maxteea) (s s — 1) — = £(0))

27 C v=1,...,

[R(z)> 0, R(z—{) < c],

dz
3

ou, en remplacant 5 par z+¢, a

1 Z dz
_ _ (u+1) _ “s
o7 oo et (i) — - /()

[R(z+%) >0, R(z) < ¢ sur Cyyz]

Amenons ici C;,7 a droite de 'axe imaginaire; alors, la contribution
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du terme - E_ = f(0) ala valeur de l'intégrale sera nulle, de sorle que
4 :
nous obtenons l'identité

(200) exp[—{ maxjiﬁl +x‘,] P—— exp[— z max(ll'H xv]f(z) —

n

—ste T | s Dt )0
EZV—C ! Zz\,——l

1 Rt

N - ) ,
K Z 3y
. —Xry EM : ” >

En utilisant pour le deuxiéme facteur du premier membre l'iden- -
tité (19), nous obtenons enfin la formule

n
V1 n
) SHAV ]

(21) exp[—CmaxluHHx,]S%e 1 f le"

v=1,...,n

n

_ix-,:y zzv n » .
—=Ste _n1_f<2zv—:>—7—‘———f(o).
| * 2

1 1 : _

qui permet de représenteil;‘l‘e produit de la fonction (15) et de 'intégrale
de Fourier (19) sous forme d’une intégrale de Fourier du méme type.
Remplagons maintenant, dans I'équation (19), p par py (> p2) et 2,

par — z,, multiplions-la ensuite par s rmn(!H”a:v et utilisons la relation
v=1,...,n

max(PrH (—=zy) = ——-mln(l*rH‘x\,
v=1, n V=1. g

il vient alors

21‘;&/
s min+t z, Stet (Ezv)
v=1,...,n

. dz
: | exp[— z(— min{ts gz, )] f(3) —
tJg v=t1,..., 7 z

(P> ).

) ) I
= s min{p+ g,
v=I1,...,n 2%

Ici, Vintégrale qui figure dans le deuxiéme membre peut évidemment
étre remplacée par

G >—_—f<o>, -
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de sorte qu’a 'aide de (13), la derniére formule prend la forme

n n

) PALTEN 7 PITES
smm(ll*”x St gt f Zz" =S8her  f(o)

(22) v=1,...,n T

[m; L o0; zy# o, v=1, ..., 1 f(2) = O(ITII-> pour R(z)<c].

Les formules (21) et (22) seront généralisées dans le Chapitre suivant.

9. Deéfinition de Popérateur T:*; relations entre T." et les autres
opérateurs. — Soit maintenant

Aai G =5, - Ea by e D)
.
une fonction analytique de deux systémes de variables complexes s,
et {,, que nous supposons en outre symétrique par rapport aux Z, et
telle que toutes les intégrales n-uples qui figurent ci-aprés, existent;
Popérateur TA* qui contient des termes de tous les ordres -compris
entre A et p inclus, sera défini par l’équauon

ThVA(Z1y <oy Bnj 51ty oey B07)

= 2 Ci... S““)[\qél e N]A(B1y oovy B Brry oeny B27)

1

s ey

p—=2
2 c',...cs\,z RE[Y £ 1, oo, NIA(EL, ney Bnj 51y oevy 50)

v, 0, A=1 T=0

(o£hzpLn; Tqh=1; Tht=o0 pour # <k ou p <),

W=1

(23)

ou les opérateurs R  , etS¥ ) se rapportentaux n — A mdlces différents
de t/,..., %, de’ensemble 1, ..., n.

Ces opérateurs satisfont a plusieurs identités que nous établirons
maintenant.

Pour =0 et A=y, le deuxiétme membre de (23) se confond
respectivement avec (11) et (10), si bien que nous avons

(26 @) Tou= S,
(24[7) T%,P«: R%

v
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Ensuite, nous tirons de (22) et (10) la relation

(Tt =Tl 53 20)

I

2 Gy CA’RH_)f)(Zv: Zy')
e M=

n n

It

V) oo, N==1 17, (l— A)=1

(u)
= Z c;,,,...c'wl | Z o393 By ey E0),
"o v=t

)r___.lm
et comme le dernier opéraleur est égal a T¥¥, nous obtenons

[ The—tf (g} 20)

w
(25) —'T)\ P*f)\(z\,, ZV)'—'TP"H. S‘ f)\(zl, ey By By -H,ZA") )
17 .. /'——l’

.()‘=0> ce 1)

ot, dans le dernier terme, 1, ..., ' sont les indices des variables per-

mutées par TP,
Nous avons donc la relation suivante entre des opérateurs

w
Ny —1 — TA .

(26(1) T;z'p' 1= Tn:l-“— TIIJL.’p‘ : : ’
. 1" S =1’

en itérant cette formule on a ensuite

n .
Nr— Thu e T—I1—AY -
(266) STn%_Tnu Z( X)Tu l< % — A )Tnp' 2

T=%+41 L=y
(oL X Zx Ly n>1),

et de la,

o T
T— A
Mo TA %1 — )% T, W
(26¢) s Th® — Thx Z( )7 y(x—l)T" Z
‘ T=% :

1, =
(oLh ZnZp; ).

Pour A=—=o0, on a, en (ver‘tu de (24a) et (11), T4 — Ty =
[voir (10)]; (26 ¢) prend alors la forme

) v
(26d) ‘ RXf(z1, ooy z,l)—_—Z(—x)f—*( ) P¥f(51 e n; Bn),

T=x
&

< . o)
..o Z Clh... m_,,,,“ Cofi(B95 211y <oy B

R%
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et s’applique a une fonction f d’un seul systéme de variables qui ne
sont pas permutées par les TH*.

Nous exprimerons mainlenant les opérateurs R, S, T en fonction
de G, et C,. En groupant, dans (10), les termes ou figurent respective-
ment C, et G, on a

n-—1 n—1 N n—i

Ri= ¥ o[ oxer Y - II“ Ve, a,

1y, =1 1 Vo, (h—1)=1

ou

(27) R, =R}, C,+ R:=t CJ,

n—1

Gréce a cette formule, on a pour I'opérateur S [équ. (11)] la relation

su —ZR = C,IZR,I [+G'ZB;,—1,
A=

=0 A=1
ou N _ .

(28) St =Sk C,+ SE-1C,

n n—1

En substituant la formule (28) dans le deuxiéme membre de (23), on
obtient ‘

T}l:&"f,\(zv; 3yr) = T/—' LG A(By; Z1ry v vy Z0—1)'y Bn)
+(Tﬁt’—p'1 C"-+T2¢’_pi—lc;l)f)\(zva By ey Z)"),
et en utilisant ensuite pour T4= ¥ et Th¥ " la formule (25), on a

Thtfi(3y; By) = T’;;?*‘Cnfx(zv; B1y ey B0mt)y Fn)

-+ T?‘l’_yi(cn"*‘ G (B 51 ovny 207)
v
—TRE G D AlE s e S0 3a)
) (=)=
p" .
—TEEC, ¥ @ s e )
", k=1

Les deux sommes qui figurent sous le sngne T‘”* C,,, peuvent étre
réunies sous la forme
(et-1y

2 f)»(zv; B1ny ey Byr),

1, L, W=
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ou 1/, ..., ¢ sont toujours les p indices des 5,. qui sont permutés
par Ti¥,, 2t ou 'on a posé (¢ +-1)'= n; ainsi, on obtient la formule

Tﬁ’”fl(zﬁ zV') = Tii:i’p'C;lf)x(zv; Bty eeey B—1)" zn)

(1y :
— T C, 2 N(By; 31y ey 20)
(29) oy
; ‘ -+ Thu (Cn+ Co) A(3y; 31ry .3, 200)
[((p+1)=n].
Admettons que les p + 1 fonctions
(30) i fl(zl) "~>zn;,‘;ly '-';C).) .()":07 I, "'y“))

aient les propriétés mentionnées au début de ce Chapitre ; en leur asso-
ciant une (@ - 2)*"° fonction f, .4 définie par
e

. w41
(31) fp«“"(zi) oy Bs Cay oory Cp.-!-i):—‘E Z f)\(zir cees Bas Giry ey O)s

A=0 1,...,A'=1

on voit que celle-ci a encore les propriétés admises pour les fonc-
~tions (30).
En sommant dans (29) depuis A =o0 jusqu’a A=y, on obllem,
alde de la notation (31), la relation

(32) ZT“’-‘/’)\(Z\,,Z\. _ET B [(Crr Co) fu( 51, vy B} 317, oy B00)

r=o0
+ G}, frr1(B1, vy Bns By ooy 5 Z0)],
oa Th* se rapporte aux indices 1, ..., n —1 et ou C,— C,, signifie, en
’ ' 1 {0 —0 dt
vertu de (9), le résidu en z,= o; en écrivant ensuite — ;—lf T
. in—0

au lieu de C; on a

®

(3 D ThEA( )

A=0

[ .
ZT 2 [f)l(zl, cevy By 05 B1ry wauy B)) »
A=0

1 io—0

T emi St (21, ooy Bamy & 21y '-'72),’;C)%J.

27, —in—0
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‘ une fonction symétrique de 5, ., %) qui soit holomorphe et O( ! )
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Ces formules permettent de mettre en évidence, dans D'expres-
3 . »
sionz TA* f, les intégrations par rapport a une variable particuliére 5,;
=0
en les itérant, on pourrait transformer le premier membre de (32) en
A ) " o
une ‘expression de la formeZT};}j‘a Sra(505 50) (a=1,2,...).
A=0
A l'aide des opérateurs

(36) KnmCos Chm B0 o Kem Cpor G = - %’3

2L’ Zn 27l

et

((35) i h 15 E) A By e vy Zns By oo ey BY) = Ot (B1y oony B B1y aeny 2 E),

(32) ou (33) prennent la forme plus succincte

\ @
(36) DR VEVAEREN
2=0 .
P B
=2TZ‘;_P; [Kn+ Cr(X:h+1; 30)]A(B15 « o5 B Bty ens BX0)

3. Transformation des produits des fonctions exp [— ¢ max(b+i)+ z:,]
v=1,...,n

et smin“+') z, par des sommes d’intégrales de Fourier, du type Th¥,

v=i1,...,n

en des sommes d’intégrales de Fourier du méme type. — Désignons par

(37) T fGan e E)

[

dans-le domaine
(38) R(z)<e; R(z)<e (v=1,..,,2;¢c>0)

de sorte que toutes les intégrales contenues dans l’expression
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seront absolument convergentes. Nous nous proposons de démontrer la
formule .

.

| d
;Exy 3y

n
exp[—¢ max(ll-+1)+,z‘v]TZ‘l:l’- e t Vi BT Y Vz‘, -
v=i1,...,n d
1
- n N ¢
o S
— 11‘,@ = Y o "
1 v
=T,)‘Z»P~e 1 'n—_‘“‘)\,——"—f Z1r ey Ep0y ZZV—C
N\ ) . 1
(39) ZZV“EZ"_C '
_ 1 1 —

% AN

— | & Ay Ezv )
Wl ’
DI 1

' . [R(C)>—C]>

qui est une généralisalion de (21).
En vertu de la définition des T4 [équ. (23)], les deux membres de (39)
sont respectivement égaux a

(40 @) exp[— {maxp+1+a,] 2 ... G S%:::[v A1, oo, N

v=1,...,n

et a

n
(40 ) 2 Cho  CYSETR v £1, oy W] e
1, o, M=1
- n A’

— 1 1’
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Pour transformer ces deux expressions, appliquons les formules (19)
et (20b) aux indices, différents de 1/, ..., ¥, de la suite 1, ..., n,

n

et remplacons-y w, n, f sz respecivement par pm—A, n—A2,
1

» n
(] e : .
Sl ooty 5";2‘%_’_2 5, |; ainsi, (4oa) et (40b) se réduisent
. 1’ 1 \

respectivement a

(41 a) 2 exp[— {max(+t+a2,] G ... C)
1,, » —1 v=1,...,n
3
—Erv’zy I
X e v=t ——f exp[— z max(p—r+tl+g,]
o 27l J,, VL., W
'\ N

1

dz
< fl 21, ..o, 2 Ez\,—;—z =’

el a
n .
(41 b) Z exp[— {max(b—A+1+2,]C, ... C,
" S ‘ VAL N
n ‘
—21\,'5‘/ I .
x e =t —— [ exp[—z max(p—r+1)1+g,]
270 J, VEL LN
A

< fl 21, o0y 2 22v+z
. 1
A
Remplagons ici la variable d’intégration z par z —~sz et interver-
. ‘ -

tissonsf ...dz avec C) ...C5; Uintégrale qui figure dans (41 @) et (41 b)
1 c - R

prend alors la forme

. - A

o ! j
(42 a) 2—_—;f Cy...Chexp 2 zv(m%x(u-7\+1)+xv— Zyr)
i~ C

P

v=1

- ‘ -

> exp[—zmax(p—X+1)+xv] &,_,__A,z)—,z) e,

VEL, LN
z — E Zy

1

£
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Il faut maintenant distinguer deux cas :

a. Tous les A nombres z,, ..., z; sont > max(®+i)+g, de sorte
. v=i1,...,n

qu’on a

max(!»""\+1 Iz, = max(b’-+‘)+xv,
A= U v=1,...,n

et que les termes éorrespondants de (41 a) et (41 b) coincident.

b. Pour au moins un de ces 1 nombres, que nous désignerons par z,,
la relation

zy < max{p+)+z,
v=1,...,n

a lieu; on a alors

max(p—A+1+2, > max(pH+z, > 2y
VEV, LA v=1,...,n

de sorte que la foncuon a 1ntégrer dans (42 a), considérée en tant que
fonction de %y, est holomorphe et O(W) a gauche du chemin C).
NE

Donc, l’opérateur C, annule (42a), si bien que les termes correspondants
de (41 @) et (41 b) sontencore égaux; ceciachéve notre démonstration.

'

En outre, on vérifie sans peine que (40 @) et (40 b) sont égaux dans
le cas ot f[(37)] ne dépend pas de z; done, (39) reste valable en
admettant que f est symétrique en 54y ..., % ainsi qu’holomorphe,
borné et de la forme

‘f(zl?-;':zl)z) =Jo(as, .. ’é)\)_'-o(lzl) A \
(420) ? ' pour R(z)<0, R(zy)<ce

(v;l, ceey KD

Parfois nous utiliserons la formule (3g) sous la forme

. _vazv ’ n
(43 a) exp[ — { max(p+ri+gz,] The * Vi IO Y Ezv '
V=1,...,7 "
~Nr, 2,
= Thte * [fE( 217y oovy 2205 3)] n

5=) 5y -

1
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ou l'on a posé

WALCINNNNE HE ) '
I
= ——-——TI—— <z —sz>f(z1, ey By 8 —1)
. o
oy | AT -
_t_f<zL, ceey B Ezv)

. : 1
R >—c]

On voit aisément que les transformations (43 &) forment un groupe
abélien; donc ‘

(44) (SNl = (flG)ll = f1G+,
La formule 7

/ n

jfl’viv Va /1j N

s min(b+rz, Tht et Vi TV N zZy

v=1,...,0 ! d
1

(45) oo RN

u.lvw;

=ThH o1 f(zl;, R W Ezv>
. . -
\ (M u>0; 2020, v=1, ..., 1),

généralisation de (22) qui est valable dans les hypothéses (42 b) admises
ici pour f, se démontre a I'aide de (19) et (22) de lafaéme maniére que
cela a été fait pour (39).

4. Transformation de deux sommes d’intégrales multiples en des
sommes d’intégrales de Fourier, respectivement des types TZ;’*‘
et T;*C,.4s. — 1° Comme premiére application des formules (33)
et (43a), (43b), transformons I’expression

et

e N

R b . |
(46) ZTQ;‘*, e 1 _/x(zv, R N 2‘5.,) exp[— 2,41 max(p+i+ g,
N v=1,...

A=0 1 R
les f5(51, ..., 53; 3) étant supposés sym’étriquesi en 3y, ..., & ainsi
qu’holomorphes et O(_l-;_l) dans le domaine (38), en une somme
d’intégrales de Fourier relatives aux n variables réelles Zie ..., Tn.

INSTITUT HENRI POINCARE, — XI, HI, . 9
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A l'aide de (33), Pexpression (46) se transforme en

() MTwre + Al = ....,zw;}jzv>
N 1 /

£=0
iw—0 . "
S S z Ez +1
- A1 F1y e ey B v -
271 o $ ’ »ERD

iw
\ 1

d
< exp[— {maxii)+g,] s ’
v=1,...,n R

ou f, 4 est donné, en vertu de (31), par la formule

. U
(48) Sur1(21, ...,zuﬂ;z):—x 2 Sa(ziy ooy By B).
' =0 1, ..., N=1

En intervertissant ensuite dans (47) les opérations T;ﬁ'\“ et [ ...dz, et

en utilisant la formule (43 @), (43 b), nous obtenons I'identité

1,00,

w _2":‘,",7 =, n—+1
(49) ZT};}_‘L‘ e t f)_(.z‘r, z‘,g;Zz\, 1 exp[— 2,41 max(p+1+g,]
v=

=0 \ t

1

fe—0
1 f 1
27tl \“"ia—'o n
N Y
2 Sy E Zy—56
1 1

n A
> Ezv— Ezv | et zif,...,z)‘v;Vzv
1 1

-
v —vaZv n

’ =ZT2’p'e ' 6\ Bty e vey B Ezv
2=0 \

‘ 1248
— Ll s e B0 2zv+§ 7|

2° Représentons maintenant ’expression

n
VY n+1
Xy Sy +

p _
(50) B ThkConire ©  9Gar 2urrtlue) il G o s Dy svt Luw

A=o0 1

=< exXp[— (Bt + §nr1) max+[maxt+t+azy; v, ],
V=1,

>
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/> satisfaisant aux hypothéses admises précédemment, et ¢(z, ¢) étant
holomorphe et borné pour

(°I> ]R(Z)J<5: R(C)>——€ (¢>0),
sous forme d’une somme d’intégrales de Fourier relatives aux variables
réelles z1, ..., Zn, ¥n.

Appliquons d’abord la formule (36) et écrivons respectlvement G, g,
C¢, ¢ aun lieu de G, ,, Bnots Cg, ., Casa; il vient alors

n

\W
(52) zT' e 1 :[Kg+ Ct(hih+1;5)] 5(E E+ )
=0 7/ . n ‘
X,fx( B e, By 22«,+E+Z>

1 /
> exp[—— (E +Z) max+ [max(b“'“ 2y vall,

Y=1,...,0
ou conformément a (31), fu+s est donné par la formule (48).
En remplacant ici ¢ par { —¢, on a ensuite

n

—11‘ -

® . / Jiw 0 dc
N Thee [Kget G- (0o 41 D) AU
=0 3 27, —i%0 40

n
—~ .
=< i <z1', ceey B sz+ Z)exp[— £ [max+ max(+zy; y,]]
- V=1,...,n
Pour la fonction exp[...] qui figure ici, on obtient a I'aide de (18)
ol Zy, %o, G, seront remplacés respectivement par y,, ¢, Cx
sentation

s exp[— { max+[max(+i+g,; y,]]

la repré-

Tn?

v=1,...,n

(54)

? =1 Cy exp[— (L —Ln) max(PH'i - Cn)’n] ,, t

[R(C—Cn)>0],

Paide de laquelle (53) se transforme en

‘; ’ —il'vzv—}'n Cn :
(55) ZTQ’P'Cg,,e ' [Kg+ CE (22X +1;8)]
=0 -

1o +0

1 dt g
= mb_i”*—oc_s 243 C);;__c"f)\<zl’7 ceey B0 zzv"*'C)

> exp[— (L — §,) max(u+i+z,).
v=1,...,n
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Appliquons ensuite la formule (43 @) ou ¢ sera remplacé par £ — ¢,
et notons que [voir (35) et (43 b))

[ +13 ) A5, ooy 15 D)W = Oh 15 ) Sz, .oy 205 2).

En vertu de (43 @), on est en droit de remplacer le produit des trois
derniers facteurs de (55) par ’

g —Z, :
(56) s AT s e+ 0] $
> =), 2
g 1 '
T {—0p n A
zv‘*‘tn_xzv—%
1 1

\ 1

n 3 An
X[<zzv-zzv)ﬂ ot Sn-u)
_ B {. |

——(c~cnm<zh Y zzv+c>]

n

o [T Yo+t
sz-f-Cn-“—ZZv——C !
. 1 1 .
A B
I : T fl(% ;zx;zzv-o—C)
Eév'k Cn —22\;—— 4 A !

1 1

A
’
sz"" Cn_z Zy o N
1
fx<zvn, o B3 ) ‘

= __?;__n;;‘f)\:<ziy sy BN zzv"‘ z—"> +[f¥](zi7 .“’Z)\;z_‘-C)]S:ﬁZv—Ftn.

1

Le premier terme du dernier membre est annulé par l'opéra-

{w
tionf ...dt, car en raison des hypothéses admises sur ¢(&, {), on a
i . .

e (E—E)(E—Tn)

s N
] GO [pour R({ —£) > 0, R({ — &) > o].
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On obtient donc I'identité

LySIv

W o g n-+1
(58) ET;’}_J} Cc"”" e ! 9(571-»—1’ Zpt Zm-H)f)\(zl’, sy BN sz“" Cn+i>
r=0 ' N ) .

1

< eXp[— ( Znrt =+ Lnir) max+[maxrt+my; yp]]
v=1

& —ixvm—m an i b .
=¥ The Cre L (K G (hin+1; ) 288
27LJ o s {—¢
, k=0
[ w0 . }
F=) 5y 5n )

ou [équ. (34), (35), (435)]

[Kg+ Ct 0ok +1 ;‘E)]?C—U’:_i—g—)‘[f[)q(z,,;.“ L a+0)]

Al
z=2, Zy+Sn
1

_ I 9(0, §)
¢ n A

"
ZZV‘FCn_'sz"“z
1 . 1
n IS \ .
¢ = [(Zm—i— Cn_22v>f)\(zh ceey 3 Ezv+ in
=,

1 . N 1

i —Cf>~<z,, RN zi; 22V+C >]

T $(5 0
X2 ;i@_OC—E n by .
sz"‘Cn— Zy—7{

1

1

(59) " {

cn A ’ n )
= [(sz-r-t,,-—zzv)f)\ﬂ ( 31y ooy 2, £ sz+ K,,)
| 1 1 N \ 1 |

/ A ’
"'cf)\—ki'(\zh ceey B Ev sz"]"t )]%E

1

[R(E—8)>0)].



