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Eléments aléatoires
dans un espace de Banach

par

M!e Edith MOURIER.

INTRODUCTION.

Jusqu’a une époque récente, I'objet du Calcul des Probabilités a été
I'étude des nombresaléatoires ou, probabilités géométriques, I'étude d’un
point aléatoire, défini par ses coordonnées, dans un espace euclidien.
Le développement du Calcul des Probabilités et de ses applications
impose 'étude d’éléments plus généraux : séries, vecteurs, fonctions,
courbes, transformations, ... aléatoires. M. Fréchet [M. Fréchet, I,
p- 215-310] (') a montré la nécessité d’une étude systématique
d’éléments aléatoires abstraits; nous ne reviendrons pas sur ce point.

L’ensemble des déterminations d’un élément X constitue I'espace &
de X et chaque détermination de X est un point de &. La définition
d’éléments aléatoires abstraits (¢. a.), implique I'existence d’une mesure
ou probabilité sur &; il faut d’abord introduire les ensembles mesurables
formant un corps de Borel & : les éléments de & sont des sous-ensembles
de & et L lui-méme fait partie de la famille F ; puis la mesure elle-
méme p telle que a tout A € & corresponde

pMmo w@=r Namo=u(Z)

si les A; en infinité dénombrable sont deux a deux disjoints. La
généralisation de la notion de loi de probabilité est alors immédiate :
c’est 'ensemble des probabilités de tous les ¢éléments de &F. Les notions

(') Les [ ] renvoient & la bibliographie, p. 243.

INSTITUT HENRI POINCARE. — X111, II. 12
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de valeurs centrales, dispersion, etc. impliquent celle de « voisinage »;
il doit donc y avoir une topologie sur &. Toute distance définil une
topologie mais il peut y avoir une topologie dans un espace sans distance;
toutefois, nous nous bornerons, comme M. Fréchet, aux espaces
distanciés. .

On peut alors, ainsi que P'ont fait M. Fréchet [M. Fréchet, I] et
S. Doss [S. Doss, I], généraliser la notion d’espérance mathéma-
tique (e. m.); toutefois, sil’on veut généraliser 'espérance mathématique
en tant qu'opération linéaire, il faut qu'une addition soit définie dans &,
finalement que & soit vectoriel; on peut alors faire directement une -
généralisation de la loi classique des grands nombres. Notons que
S. Doss [S. Doss, I] considérant le cas ott & est distancié mais non

n

$x

i=1

linéaire, définmit 'analogue de comme étant tout élément Z,, s’il

existe, tel que :

1 -
(Zu2) £ X (X6 2).

i=1

quel que soit 4, (@, b) désignant la distance de @ et b.

I peut ainsi obtenir une loi des grands nombres, mais, sauf dans un
cas trés particulier, il n’a ni théoréme d’existence, ni théoréme d’unicité.
Nous voyons ainsi que nous sommes amenés a considérer des espaces
distanciés et vectoriels; plus précisément, nous nous limiterons aux
espaces de Banach, c’est-a-dire a des espaces vectoriels, distanciés,
complets et ot la distance est définie a l'aide d’une norme. Les
fonctionnelles linéaires (*), réelles ou complexes, relatives a & seront
appelées z*; elles forment 'espace conjugué &L de & qui est lui-méme
de Banach.

Nous supposerons que la mesure définie sur & est telle que toutes les
fonctionnelles linéaires sont mesurables; on dira alors que la mesure est
une L-mesure. )

Dans ces conditions, nous étudierons la définition et P'existence
d’une e. m. (chap. I) ¢t nous établirons des lois des grands nombres en
moyenne ou presque-sﬁremeht (p- s.) au point de vue de la convergence

(*) Dans tout ce qui suit, «linéaire » implique : additif et continu.
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faible et aussi de la convergence forte (chap. Il). Le chapitre I est
consacré & la définition et & I'étude de la caractéristique d’un 6lément
aléatoire, enfin dans le chapitre IV nous définirons et étudierons les
¢léments aléatoires laplaciens.

Les principaux résultats démontrés dans cette These onl été résumés
dans les Notes suivantes :

E. Mourigr, C. R. Acad. Sc., 1. 229, 1949, p- 1300; t. 231, 1950,
p- 28; t. 232, 1951, p. 9235 1. 236, 1953, p. H75.

Je suis heureuse d’exprimer ici i M. le Professeur Gi. Darmois ma
respectueuse reconnaissance pour l'intérét qu'il a porté a ce travail, ses
observations et ses conseils s1 utiles.

Jadresse également mes vifs remerciements a M. Fréchet dont les
travaux récents m’ont founi le sujet de cette étude et qui s’est toujours
intéressé a mes recherches, me faisant profiter de nombreux et instructifs
entretiens.

CHAPITRE 1.

DEFINITION ET ETUDE D’UNE ESPERANCE MATHEMATIQUE
DANS LE CAS D’UNE L-MESURE.

En Calcul des Probabilités on définit 'e. m. de variables aléatoires
(v.a.) numériques, mais depuis longtemps, dans diverses applications, on
a défini, et 'on utilise couramment, des « valeurs moyennes » d’éléments
qui ne sont pas des nombres. Par exemple rien n’est plus familier a
Partilleur que le « point moyen » qu’il définit par la propriété que les
coordonnées de ce point sont les e. m. des coordonnées correspondantes ;
c’est-d-dire que, si 'on désigne par X;(M) la /™ coordonnée d’un
point M, le « point moyen » E (M) est défini par la relation :

X;|E(M)|=E[X;(M)] pour tout .

Partant de la notion connuc d’e. m. pour une v. a. numérique, nous
généraliserons d’une fagon analogue [E. Mourier, 1] la définition de Ie.
m. d'un é. a. X dont les valeurs appartiennent & un espace de Banach
quelconque &, ce que nous noterons X € L. De méme que dans I’exemple
précédent le point moyen n’est défini que lorsque I'e. m. de tous les
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X; (M) existe, de méme nous ne définirons I'e. m. E(X) de X €& que
si E[z" (X)] existe pour tout z* € L.

Définition. — L’e. m. E(X) de X € & est I'élément de &L, s'il existe,

tel que : '
z*[E(X)] = E[2*(X)] pour tout z* e &*.

Notons que E[z*(X)] est une e. m. de v. a. numérique ordinaire,
Alors E(X), sielle existe, est unique; en effet la connaissance de z*[E(X)]
pour tout z* détermine E (X) [E. Hille, I, p. 22].

Cette définition équivaut a celle de l'intégrale de Pettis [Pettis I.
p- 277-304]. '

Remarque. — Etant donné un ensemble, on peut quelquefois choisir
des normes différentes telles que l'espace défini avec 'une ou I'autre de
ces normes soit un espace de Banach. Changer la norme peut avoir pour
effet de modifier la classe des fonctionnelles linéaires (continues) qui se
trouve ainsi agrandie ou rétrécie (mais il y a toujours des fonctionnelles
additives qui sont linéaires dans tous les cas).

I est intéressant de savoir si E(X), existant avec une norme, existe
aussi avec une autre, et si ces e. m. sont les mémes. En effet, dans les
applications concretes, le choix de la norme comporte, en général, de
Parbitraire.

Soient deux normes ||z ||: et ||z||2; si I'on suppose qu'il existe deux
nombres a et b tels que :

(1) ) ol a<l M < b,

(E3B

les fonctionnelles lindaires sont les mémes [E. Hille, I, th. 2,13, 8] avec
| 2|1 et avec ||z]. donc I'e. m. si elle existe dans un cas existe dans
Pautre et avec la méme valeur.

La condition (1) s’interpréte qualitativement et est forcément réalisée
dans le cas d’un nombre fini de dimensions (en relation avec le théoréme
E[U(X)]=U[E(X)], cf. p. 166).

Propriété 1. — Si E(X) existe, E (2 X),0ou a est un nombre certain,
existe et vaut o E (X)

@ [E(eX)]=E[z*(«X)] = E[«z*(X)] =« E[2*(X)]
=az*[E(X)]=2*[«E(X)] pour tout z*,

donc E (aX) existe et E (a X) = 2 E (X).



ELEMENTS ALEATOIRES DANS UN ESPACE DE BANACH. 165

Propriété 2. — Si X est certainement ou p. s. égal a ’élément certain
z, E(X) existe et vaut z.

z*[E(X)] = E[2*(X)] =2*(z) pour tout z*;
donc E (X) existe et vaut x.

Propriété 3. — Si X est certainement ou p. s. égal a 'élément certain
z, si A est une variable aléatoire numérique et si E(A) existe, alors
E[AX] existe et vaut zE[A].

S [E(AX)] = E[2*(AX)] = E[Aa*(X)] =a*(2)[ E(A)]
=z*[zE(A)] pour tout z*,

done E(AX) existe et vaut z[E(A)].

Propriété 4. — Si X et Y sont définis sur le méme & ct si E(X) et
E(Y) existent, E(X 4 Y) existe et 'on a :

E(X + Y) = E(X)+ E(Y).

Lemye. — Rappelons [Banach, I, p. 181] que & et &, étant des
espaces de Banacl et x € &L, y € &Ly, st Uon désigne par &L < L,
Vespace de tous les couples ordonnés z, y otr Don définit Uaddition
et la multiplication par un scalaire I en posant :

(2, y) + (21, 1) = (2 + 21, y + 1),
h(x, y)=(hz, hy)

et la norme de facon que :

(1) limz,=z¢ et limy,=y, équivauta liml| (z,,y.)—(x0o, o)l =o,
n>n ny» "%

alors & < &y est un espace de Banach appelé produit de &L et ;.

(1) est remplie en particulier si lUon prend comme norme de

z=(x,y) lune des expressions :

Nzl =[llzll7+lyl»Y
ou
Iz |l =max[|l=|], Iyl

il y a dautres normes possibles, mais en choisissant des normes
quelconques vérifiant (1), on obtiendra toujours des espaces iso-
morphes. Le produit & < &, est appelé carré de & et désigné
par &2,
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On définit de méme le produit &y < Ly >< ... < Ly.
Le produit d’'un nombre fini d’espaces séparables (®) est séparable.
Démonstration de la propriété k. — Soit

Xe&Z, YeY==a.

On suppose que E(\) et E(Y) existent.
Soit :
T==<Y et (X, Y)=2.
On a une mesure sur B, clle induit une mesure sur & et une autre
sur Y que l'on suppose étre des L-mesures [puisque E(X) et E(Y)
existent]. Une fonctionnelle linéaire appliquée a X + Y est du type

2 (X +Y) = 2" (X) + 2* (Y).

Or 2" (X) et y*(Y) [c’est-a-dire 2*(Y)] sont mesurables sur %, donc
' (X4 Y) lest aussi. Or la mesure sur ® induit unc mesure sur
I'espace &' (identique a &) de X + Y, cette dernicre est donc une
L-mesure. On peut donc bien chercher st X +Y a une e. m. E(X +Y),
cette e. m. doit étre telle que : '
Z[E(X+Y)]=E[2°(X+Y)]=E[z"(X)+ 2" (Y)],

= E[2*(X)]+ E[2*(Y)],

=a"[E(X)] + 2" [E(Y)],

=a"[E(X) + E(Y)],

et ce pour tout z* € & done : E(X+Y) existe et E(X+Y)=E(X)+E(Y).

TatoreMe. — Soit U une opération linéaire définie dans un
espace de Banach & et dont le contredomaine est un espace de
Banach &, ; soit X € &, st E (X)) existe, E[U(X)] existe et est égale

Lexue (4). — Soient & et &y deux espaces de Banach; y = U (x)
une opération linéaire définie dans & dont le contredomaine est
contenu dans &y et z* el y* des fonctionnelles linéaires définies dans
I et &, respectivement. Considérons Uexpression y*[U(z)], oww y*
est une fonctionnelle linéaire quelconque définie dans &y. Cette

(3) On rappelle qu'un 'espace de Banach & est séparable s’il existe une suite
dénombrable S de points de & telle que tout point de & est limite d’une suite partielle
de S.

(*) Banach, loc. c¢it., p. 90.
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expression peul étre regardée comme une fonctionnelle définie
dans &.

Posons
2 (x) =y [U(x)];

ainsi définie la fonctionnelle 2 est additive et continue, car on a

Lt () [ = [y TU) T < I NU L g,

d’oi

[ = Fall B ReA P

Démonstration du théoréme. — Par définition
2 [E(X)]=E[z*(X)];

E[X] existe, donc aussi E[z*(X)] pour tout z*; d’aprés le lemme, a tout
" [U(X)] correspond un z*(X) tel que :

YUX)] = 2 (X),

donc E[y*[U(X)]] existe et

E[y [UX)]]=E[2*(X)],
YIEUX) ] =E [U(X)]]=E[z*(X)] = 2*[E(X)],
=" [U[E(X)]]

el ce pour lout y* € &} donc :

E[U(X)] = U[E(X)].

Propriété 3. — Si || X|| est mesurable, si E[||X||]] <+ « et si E(X) |

existe, on a :
NE)I < EIX(].

Il existe [Banach, I, p. gg9], [E. Hille, I, th. 2. 9. 3] une fonctionnelle
lingaire z; € & telle que :

(2) lzill=1,
(8) i [E(X)] = E(X) .
Or

i [E(X)]=E[25(X)],
|23 [E(X)]] = E[z5(X)]| < E |23 (X) | Z B[l 25 || 1 X1,
NEO < ETIX]].

L’examen de cetle propriéié pose le probleme d’étudier la mesurabilité

de | X].
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TutoreMe. — Avec une L-mesure, si & est séparable, | z|| est
mesurable.

En effet, une L-mesure signifie que z est faiblement mesurable Pettis,
mais & séparable entraine que z est mesurable Bochner [Pettis, I,
p- 279], c’est-a-dire qu’il existe une suite de fonctions en escalier (*)
La () telles que, pour z fixe, hors ensemble de mesure nulle,

|z — 2n(z)ll > 0;
cect entraine

[RNACH] g EQIE
or ||A.(z)]|| est mesurable, donc ||| aussi. Plus généralement, toute
fonction numérique continue f(z) de z est mesurable; toute fonction f
a valeurs dans un espace de Banach et continue sera mesurable Bochner.

Tukonkme. — Apec une L-mesure, si & est séparable et réflexif et
st E[| X||]=m < + o, alors E(X) existe.

& est séparable, donc || X | est mesurable (théoreme précédent). T
séparable et réflexif implique que &” est séparable. Soit { z, | une suite
dénombrable dense dans &*; pour que E(X)=y existe, il faut et il
suffit que
(1) z,(y)= E[z,(X)] pour tout n,

il faut évidemment. 11 suffit : si pour tout n, B[z} (X)] existe, E[z"(X)]
existe pour tout z*; en effel : '
Efe*(X)] = E[2;(X)] + E[(2" — 23)(X)],

st 2" —z, || <e:

E[(a* —2i)(X)]| B[ || 2" —an |1 X[]] < me
Donc si y satisfait (1) :

[E[a"(X)]—a"(y)| < me+|an(y)—2"(¥)],

< e(m=+lyh-

Or [E. Hille, I, p. 21], la condition nécessaire et suffisante pour que (1)

ait une solution y telle que ||y || < M est que, pour tout y* de la forme :
' k

* *
Yy = E AnZnp,

n=1

(3) « Step functions » constante sur chacun d’un nombre fini d’ensembles mesurables
disjoints dont la somme est ’espace entier (voir Pettis).
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on ait : .
x
PR A= N R P
1
c’est-a-dire
TEy (X <=M - iy*l-
Orona:

TEL O <ELp - 1IX 1= 10" ) m.

Au chapitre II, ce théoréme sera élargi en ce sens que la condition &
réflexif sera supprimée. Nous obtiendrons alors ce théoréme comme
conséquence de la loi forte des grands nombres. Il était cependant
intéressant d’obtenir dés maintenant une condition suffisante d’existence

de E(X).

COMPARAISON AVEC L'ESPERANCE MATHEMATIQUE DE FRECHET.

Définition de M. Fréchet. — M. Fréchet [M. Fréchet, II] a donné une
définition constructive de I'e. m. d’un élément aléatoire. Cette e. m.
existe si deux conditions sont réalisées. La premiére porte sur la mesure.
La mesure doit satisfaire & une certaine condition F, disons étre une
F-mesure; cette condition est que, quel que soit ¢>>o0, on puisse trouver
un nombre fini ou dénombrable d’ensembles e, ..., ¢, ... tels que :

o. Eek ] SE,

3

B. Les e, sont deux a deux disjoints el chaque ¢, est mesurable;

. Pour tout ey, la variation de z, quand z varie sur ey, reste inférieure
en norme a ¢, c’est-a-dire que le diametre de chaque e, est inférieur a e.

Cette condition jmplique que DPespace & est séparable; et,
inversement, si & est séparable, une telle décomposition est possible.
La condition y a 6té généralisée par Fréchet lui-méme et par Shafik Doss

[S. Doss, I] et remplacée par :

¥'. Pour tout e, de mesure m(e;) positive la variation de z, quand z
varie sur ey reste inférieure en norme a ¢, c’est-a-dire que le diamétre de
chaque ey, tel que m(e;) > o, est <, ce qui équivaut a dire que X est
presque-sirement dans un sous-ensemble séparable &, de L.

La deuxi¢me condition, condition F’, pour l'existence de Ie. m. est
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qu’il existe une valeur de ¢, un choix des e, pour cet ¢, un choix §; sur
ei tel que :

Dlerlim(er) <+ =.
p

Cetle définition de l'e. m. est équivalente a la définition d’une
intégrale d'une fonction a valeurs dans un espace de Banach, elle
correspond a 'intégrale de Bochner [Bochner, 1] alors que la définition
que nous avons donnée correspond a I'intégrale de Pettis [Pettis, I, p. 277]
qui inclut celle de Bochner.

Turorine 1. — Toute F-mesure est une l-mesure; plus généra-
lement, si f(z) est une fonction numérique réelle et continue, len-
semble & des x pour lesquels f(x) << a (a, nombre réel quelconque)
est mesurable (avec la F-mesure supposée donnée).

1° Q est ouvert.—Si xo € A, on peut trouver une sphére de centre x,
tout entiere incluse dans & ; en effet, o € A entraine a — f(x,) > o.
Soit d = a— f(z0). Puisque f est continue, on peut trouver v lel

que ||z —zo| << implique |f(z)—f(x0)| <-;—l, donc la sphere de
centre xoet de rayon n est incluse dans (.

. . I .
2° X est F-mesurable. — Soit ¢, = -2 etsoient e} des e pour ¢ == ¢

désignons par e} les e} qui sont inclus dans (X, par e les autres.

Soit A, la somme des e,
Anc.

Soit (B, = ¥, @; (réunion des ),
i=1

B Bpia.

A, est F-mesurable, donc 03, lUest aussi; désignons par (en)
I'ensemble de tous les ¢}, s’il en existe, qui sont de mesure nulleet ont au
moins un point dans @ et au moins un point hors de &; ils sont au plus
en infinité dénombrable, leur réunion ¢ est donc de mesure nulle.

Posons alors :
A =A—Ac (AcaA).

Si 2z, € A/, z, appartient & tous les 33, a partir d’un certain rang; en
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effet : pour tout 2, il y a un k, soit k,, tel que x € ¢}, or si n est assez

grand, tout ¢} est un ¢j* car si z varie sur e}
» "

I
o —zoll < en=n;

soil 7 le rayon d’une sphére de centre o et tout entiere incluse dans A

iste); si | * estinclus dans la sphere, d
(on a vu que v > o exisle); si <, ef, est inclus dans la sphere, donc
inclus dans &, c¢’est donc un ¢;*. Donc

A'cB =lim B,

uisque tout z € ' est € (3, a partir d’un »n
pulsq P

n
B, = Za,-c a,

i=1

donc
@ c®B=limB,cA,

“puisque AL — @' est de mesure nulle, @A — @ est de mesure nulle,
# étant mesurable, A lest aussi, et m(Q) = m (3B).

Le théoréme s’étend immédiatement aux fonctions f(z) complexes
qui sont mesurables si les parties réelle et imaginaire sont séparément
mesurables.

Les z* sont des fonctions numériques, continues, donc toute F-mesure
est une L-mesure. .

Remarquons, en outre, que ||z| est aussi une fonction numérique
continue, donc ||| est F-mesurable. Dans le cas d’une L-mesure qui
est aussi une F-mesure, || 2| est L-mesurable; ce que nous savions déja
(¢f. p. 168), car alors & est séparable. Dans le cas d’'une F-mesure,
F’ est une condition suffisante pour que E[| 2] existe; c’est aussi une
condition nécessaire [M. Fréchet, II, p. 494]. Avec une L-mesure, nous
avons vu (p. 168) que si & est non seulement séparable mais aussi
réflexif, alors & est séparable, lexistence de E[||X|]=m entraine
celle de E(X).

Tutoriwe 2.— S¢ lon considere une L-mesure qui est une ¥F-mesure
satisfaisant ¢ ¥', Ue. m. de X existe et est fgale a Ue. m. au sens de
Fréchet. .
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Soit Eg(X) I'e. m. de X au sens de Fréchet,

Ep(X) = ii;l:’;m(e/f)gk;
on a

D mlenllell < +.
k

Soit z* une fonctionnelle linéaire (donc bornée) quelconque :
2 [Bp(X)] = &* [limEm(ek)Ek],
. k
= lim [zm(ek)x*(ik)],
k
= E[2*(X)].

Par conséquent, E[z"(X)] existe et il existe un €lément Ex(X) tel que

«* [Ep(X)] = E[2*(X)].
Donc E(X) existe et :

E(X) = Ep(X).

CHAPITRE 1I.
ADDITION D’ELEMENTS ALEATOIRES.

I. — PRELIMINAIRES.

Nous considérerons toujours des éléments aléatoires X dont. les
valeurs appartiennent a un espace de Banach & et tels que pour toute
fonctionnelle linéaire — c’est-a-dire additive et continue, donc bornée —
z*, ' (X) est mesurable; nous allons maintenant étudier le probleme
de laddition d’éléments aléatoires « indépendants » ou en suite « stric-
tement stationnaire ». Il nous faut donc définir ces termes; nous rappel-
lerons d’abord la définition et quelques propriétés de 'espace produit.

Espace produit. — Si A et B sont deux ensembles quelconques (pas
nécessairement sous-cnsembles d’un méme espace), le produit A < B
est Pensemble de tous les couples ordonnés z, y, ot z € A et y €B.

Nous avons défini (chap. I, p. 163) le produit de deux espaces &,
et &, en particulier le prodyit de deux espaces de Banach.
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On définit de méme le produit d’'un nombre fini d’espaces
&Ly < Ly>< ... <&,y et, en particulier, le produit d’'un nombre fini
d’espaces de Banach. Le produit d’un nombre fini d’espaces séparables
est séparable.

&y, Ly ..., &, étant des espaces de Banach ainsi que leur
produit L= &, < &y < ... <X &,, désignons par L, ..., L,, T
Pespace conjugué de Ly, Lo, ..., Lo, L respectivement. Les espaces

P jug ) ) P P

L et L) ><...>x &, sont isomorphes [Banach, I, p. 192]. En parti-
culier, le dual de &2 est isomorphe a (L*)2.

Si, outre les espaces &y et &y on se donne deux corps de Borel &,
et &, de sous-ensembles de &, et Ly respectivement, on désigne
par &, > F, le corps de Borel de sous-ensembles de &; >< &, engendré
par tous les ensembles de la forme A >< A, ot A; € T et Av € F .

L’espace mesurable (&) < &y, F;><F,) est le produit des deux
espaces mesurables (L, F,) et (Lo, F,).

Si py et po sont deux mesures (°) définies sur F,; et F, respec-
tivement, il existe une mesure et une seule 2, telle que, pour tout
ensemble Ay, < A, e T, < F, :

A(AL < As) = pi(AL) X pe(As),

) est appelée le produit des mesures p.1, 2 et on la désigne par :
A=y X,

Eléments aléatoires indépendants. — Dans la théorie classique du
Calcul des Probabilités, on dit que deux v. a. numériques X, et X, sont
indépendantes si, quels que soient z, el x, :

PI’[X1 < &1 X < .’L‘z] = Pl’[X1 < .Z'1] > PI‘[Xg < Z'Q],

ce qui équivaut a dire que les événements X; <<z, et Xy < x> sont
indépendants quels que soient z, et z, c’est-a-dire que la probabilité
que X, <7, n’est pas modifiée par la connaissance que I’événement
Xy <<z, est réalisé ou encore que Pr{X, <<x/X; <] =Pr[X. < Zs).

Considérons maintenant des éléments aléatoires X, et X, prenant leurs
valeurs dans des espaces de Banach &, et &, respectivement, nous dirons

(%) Nous considérerons des mesures qui sont des mesures de probabilité, c’est-a-dire
telles que p.(&) = 1. Le théoréme est vrai si p, et p, sont des mesures « o-finite »
quelconques [P. R. Halmos, I, p. 144].
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encore que ces 6. a. sont indépendants si le fait que I'on a des rensei-
gnements sur les valeurs prises par 'un d’eux ne modifie pas la lot de
Probabilité du second. Sans étudier quand et comment il serait possible
de définir des probabilités conditionnelles, la généralisation immédiate
de la définition de 'indépendance de deux v. a. donne une définition
de l'indépendance d’é. a.

Soient py, pa, A, les mesures définies sur F,, F, et F, < F, respec-
tivement et telles que :

Pr|X;e A= u (Ay) pour tout A, edF,,
PriXeeAs] = ua(As) pour tout A,e &,
Pr[Xl EAl; X‘_)EA.?_] = )\(A1 > Ag)

Définition. — Deux éléments aléatoires X; et X, sont indépendants
si, quels que soient A, € F, et A, € Fy :

PI‘[X1EA;;XgeAg]:PP[Xlelxl]Xpl‘l_XgeAz]

ou

A(Ay < An) =y (Ag) X pa(As),

¢’est-i-dire si, dans l'espace produit, la mesure est le produit des
mesures. '

La définition s’étend immédiatement & un nombre quelconque
d%6. a. : Xy, X,, ..., X, sont mutuellement indépendants ou indé-
pendants dans leur ensemble, si

)\[A1XA2>< XA”J = }L](A]) X XIJ-n,(An>,
A< ... XA efFyx...x¥F,

Suite strictement stationnaire. — Par analogie avec le cas des v. a.
nous dirons que des é. a, X, forment une suite strictement stationnaire
si, quel que soit I'entier positif s, quels que soient les entiers 2y, 1y, . . .,
n, et quel que soit lentier %, la loi de probabilité de 'é. a. X, 4
Xoenr «« > X5 ne dépend pas de /. .

[I. — LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES POUR LA CONVERGENCE FAIBLE.

Tukorime 1. — Si & est séparable, st Xy, Xy, ..., Xy, ... est une
suite indéfinie d'é. a. dans L, mutuellement indépendants et de
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méme loi, st E[|| X[ =M < + o (7) et si E[Xi] existe, — on peut
alors, sans restriction, supposer E[X{]=0—

Yn=%ixi

i=1
tend faiblement p. s. vers 0 quand n tend vers Uin fini.

& étant séparable, soit { x| une suite dense dans & :

: n
I Q .
i (Yu) =— N @i (Xo);
i=1
z; (Xi) est une v. a. numérique d’e. m. nulle; en effet, par définition

méme :
Elz}(Xi)] = z;[E(X;)).

Or E(X;) =10, donc

donc
n
I *
;Ez,‘,(xi) -0
i=1
p- s. pour k donné, quelconque (loi classique des grands nombres).
Donc il est p. s. que pour tout £, z; (Yy) converge vers zéro.

z" étant une fonctionnelle linéaire quelconque de &*, on a :

*

=&+ ¥y

et k peut dtre choisi Lel que ||y || soit aussi petit que 'on veut, puisque
& est séparable.
2 (V) =2 (Y) +yi(Ya),
Pt (YY) L= 2k (Y) | =1kl 1Y el
Or:

n
I QO N
IYall == Y|

i=1

ct:

'%lelel converge p. s. vers E[|X;[[] = M

i=1

(loi classique des grands nombres).

(7) &* séparable implique & séparable et, par conséquent, || X || mesurable.
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Donc sur une épreuve, a I'exclusion d’épreuves de probabilité totale
nulle,

[2*(Ya) | L @i (Yu) [+l a* — 2 || (M),
étant donné e > o, il suffit de prendre & tel que

€

* *
e* — =il <y

et alors n assez grand pour que
€
ixz (Ya)| <;
pour avoir _
ix*(le)!é€7 done x*(Y")'_>O7
donc Y, tend faiblement p. s. vers 0.

Tusorime 2. — 8¢ & est séparable et véflexif, s .., Xy, ..., Xy o0
Sforment une suite indéfinie dans les deux sens, strictement station-
naire — ce qui contient le cas particulier ot les X; sont indépendants
et de méme loi — st E[|| Xi||] < + o — et alors E(X;) existe — :

n
IO
Yn = 71 2 Xi

i=1
tend faiblement p. s. vers une limite Y quand n tend vers Uinfini.
Pour tout #* donnd, la suite de v. a. numériques z*(X;) est stationnaire
et E| 2" (X;)] existe, car :
L (Xo) [ <2 11 Xl
et par hypothése E[[| X;||] existe; donc, théoreme ergodique de Birkhoff,
n n
I .3 Sk I 3
LY Xy = [;in] .
i=1 i=1

tend p. s. vers une limite £(2").
D’autre part,

IRAEE N1 A}

i—=1

n
La suite des v. a. || X;|| est stationnaire, E[[ X;||] existe donc %2” Xi|

i=1
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tend p. s. vers une limite, donc p. s. reste borné; donc sur presque
toute épreuve u, || Y, | reste borné.

& étant séparable et réflexif, &* l'est aussi; soit {2 | une suite
dénombrable dense, dans &*; d’apreés ce qui précede, il est p. s. que
tous les z; (Y,) convergent vers une limite £(z; ).

Soit z* quelconque dans &*; il existe z; tel que ||2"— 2] || < ¢ ona:
(1) 2 (Yy) =af (Ya)+ 2" — 2F](Y.).
Sauf épreuves de probabilité totale nulle, pour une épreuve u :

2} (Y,)a une limite, quel que soit 7, et|[ Y,
de j; comme

| est borné, indépendamment

He* — 2/ J(Yu) | < ell Yol

et que ¢ peul étre arbitrairement petit, 2°(Y,) converge.
Donc il est p. s. que tous les 2*(Y,), simultanément, ont unc
limite £(z"). Pour prouver que Y, converge faiblement p. s., il faut en

outre montrer qu'il existe un y € &, variable avec I'épreuve considérée,
tel que :

2*(y) = £(z*) pour tout z*.

Or pour une épreuve considérée [£(z") dépend de cette épreuve],
L£2(x") est une fonctionnelle additive de z* sur & ce qui est évident.
C’est, en outre, une fonctionnelle continue; pour le montrer, il faut
prouver que

| R(x*)| >0 si |Jz*||—>o.
Cela est vrai si 2" esl un z;, car :
| £(z})| =lim|z](Yn)]| L lim sup |27 (Y,)]
nywo >
< |} | limsup || Y,
n->wo

et 'on a vu que lim sup|| Y, || est borné, indépendamment de ;.
Pour un z* quelconque, on a :

| £(z*)] Llim sup|zf (Y,) |+l Y, ||,
d’apres (1).

On vient de voir que lim sup|z; (yx)| tend vers zéro si I x] | = o, ce

qui est le cas si || 2*||— o; comme ¢ est arbitrairement petit £(2") o
quand || 2" || - o.

INSTITUT HENRI POINCARE., — XIII, III. 13
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Donc £(z*) est une fonctionnelle linéaire sur &* et alors & étant
réflexif pour toute fonctionnelle linéaire £2(z") sur & il existe un y € T
tel que :

L£(x*)y=2ax"(y) pourtout x*,

donc Y, converge p. s. faiblement vers une limite Y.

Remarque. — Nous avons vu que lorsque les X; sont indépen-
dants £2(z")=E[z*(X;)], pour un z* donné, c¢’est un nombre certain ;
mais lorsque les X; forment une suile stationnaire quelconque pour x*

donné, (") est une variable aléatoire.

I1I. — ETUDE D'UN ESPACE AUXILIAIRE &.

Soit &€ un espace de Banach quelconque. Considérons des éléments
aléatoires X, prenant leurs valeurs dans &, tels que z*(X) est mesurable
quel que soit z* — c’est-a-dire des é. a. définis par une L-mesure sur & —
satisfaisant en outre a la condition G, :

Condition C,. — || X || est mesurable et o étant un nombre réel donné
> 1, E(| X||#) <+ o (ce qui implique que X est un é. a. proprement
dit). '

@
A & nous associons l'espace & défini de la facon suivante :

- Tout é. a. X dont les valeurs appartiennent a 'espace &, satisfaisant
aux conditions précédentes sera considéré comme un point désigné par

a a

la méme lettre X surmontée d’un @ : X, d'un espace & normé en

posant :

= [EC X))

4
X

(1)

I’¢lément nul de < est 0 correspondant a X p. s. égal a 0.

I’addition et la multiplication par un scalaire seront définies dans &
de la facon suivante :

1° Si k est un nombre et si X définit )ti, AX définit kX,

2° Si X; et X, définissent }21 et )lxll respectivement, X+ X,
d(’:ﬁnit 5&1 —+ 5&2.
Or & étant un espace de Banach, £X et X, 4+ X, sont bien définis.

a
Enfin, & sera distanci¢ en posant :

d(iu i)) = H X, —X,



’
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a
Avec cette définition, & est donc vectoriel, distancié et nous allons

voir que (1) constitue bien une norme; en effet :

a
1° ” X“ est un nombre réel posiuf (car, bien entendu, c’est cette
1

détermination qui sera prise dans [E( || X ||*]*);
2° )"§“ =o0 si el seulement si || X ||=o0 p.s., Sest-aedire si X =0

o

p- s., donc si )\:6; '
s e[ = B AN o=k B 9 1= 14K

4° {;,—l— (/\_. ”é Xl ”-—]— ”sl&_, Ipal‘ce que :
) 1
“ AT ” =[ECI N+ N )%
or:
ENENG 2N N
donc

EN =N ELTX )+ EL N
et alors
1 1 1

CELIXG + X [0 2 (B[N 2% 4 (B[] Xo [[#])* [ M. Fréchet, T11].

o

a .
Enfin & est complet, c’est-a-dire que si Uon a une suite de X, satis-
faisant a la condition de Cauchy :

a

1
@ —
K= X, | = (BC X=X 120 F 0, aves

(2)

" “
uniformément en p, il existe un X dans & tel que :

|

Au cours de la démonstration, nous utilisons le lemme suivant :

II; l{
X,— X “~>n.

N

Lenne pe Farov. — 87 des v. «a. numériques X, sont positives ou
nulles, s¢ Y == lim inf\,, ¢t s¢ lim nfE(N,) =M <+ow, E(Y) cxiste
"yt n "o '

et est <M [P. R. Halmos, I, p. 113].
1° Construction de )a& — Soignt s des nombres tels que

Sk > 0, 23k<+oo
k
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et ¢, des nombres positifs tels que

£k

a <+
Sk

k

en vertu de (2) on peut définir une suite d’entiers croissants n; tels que :

(3) E( || Xngap— X ||*) < &k pour tout p,

en particulier
E(l Xpp— X ]2) <ex |

et d’apres U'inégalité de Bienaymé :

&
Pr (|| Xt — X [ <s4) >1— ;—2
k
D’aprés le théoreme de Borel-Cantelli, p. s. a partir d’un certain

rang les événementls :
H XnH—t‘ Xnk “ < Sk

sont réalisés pour loutes les valeurs de & <parce que E E—: < —!—oo>-
. Sg
B

& étant complet et 2sk< +o0, il en résulte que X, a une limite X
k
lorsque A — +4-c0j on a:
[ Xag [F= 11 X

les E( ]| X,,||*) sont bornés, car les )ll{n sont bornés, donc, d’apres le
lemme de Fatou, E( || X
de z*(X,,), donc z*(X) est mesurable. Donc X définit un X dans .

2° En passant a la limite dans (3) (p—>-+), on a (lemme de
Fatou),

*) <<—+a; en outre, z*(X) est limite p. s.

4) E(IX—Xn ) <er  ou [[X—%, [ 2@

LEudions H §a§n— 7a§ “, ona:

1% — %] 2[5 =R |+ [ %0 = X

’

?ll(,lk——f{” -0, d’apres (4) et ” )a{,,k— %n “

prenons n,>> n; si n —» o0

aussi par hypothése, donc }2,.—> X.
. Q. F. D.
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On peut donc conclure :

a
Tukorenk. — Sous les conditions indiquées, & est un espace de
Banach (a>1).

Définition. — Un X de & sera dit dénombrable si le X corres-
pondant ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs distinctes z,,
Zzy « -y Ziy - .. et si Pévénement X = z; est probabilisable.

La terminologie suivante sera employée (théorie de la mesure au lieu
de probabilité) : u désigne une épreuve; ¢ un ensemble d’épreuves;
‘U 'ensemble de toutes les épreuves possibles; p(e) = probabilité que
I'épreuve réalisée appartienne a e; p(e) est une mesure sur L. Si ¢; est
I'ensemble des u pour lesquelles X = z;, dire que I'événement X — z;
est probabilisable revient a dire que e; est mesurable (avec p); un
élément aléatoire X dans & peut se définir par une fonction de w : si a
chaque « [sauf peut-étre pour les « d’'un ensemble ¢ tel que w(e) = o]
on fait correspondre un z, soit z(u), de & cela définit un X : la proba-
bilité que X appartienne a un ensemble 4 c & est la mesure p de
Pensemble e des « pour lesquelles #(u)€k; pour que X définisse

un X, il faut évidemment que z(u) soit convenable : z*[z(u)] mesu-
rable u et .

S el ds <+

si les z(u) n’ont qu’une infinité dénombrable de valeurs distinctes :
L1, ..., @iy ... et si Pensemble e; des u telles que : z(u)=u2x; cst
mesurable quel que soit 7, z*[ 2 ()] est automatiquement mesurable; il
suffit alors que 4

Dstellaclr= [ llo(u)dy <+
i
pour que X définisse un X dénombrable.

Supposons & séparable; soit {z;! une suite dénombrable dense
dans &; ¢ étant donné positif quelconque, soit A; 'ensemble des z tels
que :

le—al<e¢

et soit B; ensemble défini par :

Bi=A;, Bi=A—Aj (A At AL (o)
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Les B sont disjoints et naturellement
2 Bj=YA/=Z.
j j

. & S8 . .
Soit un \ (X), soit. N'(X/) défini de la fagon suivante :
X'=g; quand XeB;.

X' n’a qu’une infinité dénombrable de valeurs; d’autre part || X — ;||
est mesurable, c'est-a-dire que Pr[X eA;] existe, donc Pr[X eB;]
existe, donc I'ensémble ¢; des u pour lesquelles X'= z; est mesurable.
En outre on a toujours :
' IX'— Xl <e,
donc : .

ECHEN =X [[*) £ e,

. . - .
ce qui prouve que E(|| N/ ||*) << 4o que \! est dénombrable et aussi

(l__ . . , v”,. a
que X' est arbitrairement approché de X dans &.

Etude des fonctionnelles linéaires sur & quand & est séparable et

«a ) . . .

réflexif, « > 1. — Soit un X\ (\) équivalent a une fonction z(u) de u;
a chaque u faisons correspondre un x;, fonction de u (ce qui équivaut a
définir un élément aléatoire X" dans &"); supposons z;, tel que :

1° z}(z) pour tout z€ T fixe est une fonction mesurable; il en
résulte, comme on le verra (p. 186), que || z; || ‘est mesurable

o
2 [a; T dp <+eo.
On prouve alors facilement que z[x(u)] est mesurable, pour
tout 7a§ € Sa@ et que :
[ 1eilatu) dp < o0

en vertu de inégalité de Holder | F. Riesz, 1, p. 44].
Donc:

(5) [ wile)de = B (O]

a a
existe pour tout X € L.
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B @
Il est facile de voir que c’est une fonctionnelle linéaire de X, la
démonstration implique seulement que’ & est séparable.
Réciproquement, si & est séparable et réflexif, toute fonctionnelle

[ a
lindaire X sur & est de la forme (5). En effet :

’A. Soit un 3(‘; considérons un &(X) tel que X =z pour uvee,
e mesurable, quelconque, et X =0 pour ude (il est clair qu'un tel X
définit un X).

Pour e fixe et z variable, X (X) est un nombre fonction de x; c’est

évidemment une fonction additive, c¢’est aussi une fonction continue,

car :

-

Jule)* ||,

e X = ]

© X)) <

donc si ||z —o, l)a{'(i)l—w), donc {;'(}a&) est une fonctionnelle
additive, continue z'(e) faisant partie de &'; naturellement z*(e)
dépend de e; 2" (e; ) désignera le nombre obtenu en appliquant z*(¢).
a re&. Ainsi, il existe une fonction d’ensemble z*(e), a valeurs
dans &, définie pour tout ¢ mesurabk s &' (e) est une fonction d’en-
semble additive.

Soient e, et e, disjoints; 2, et 2, deux points de &; soit Xy =,
pour u€e;, X;=90 pour ude;; Xo==z, pour u€e, et X,=9

pour u ges. X =X, + X, définit X, X, et X, définissent X, et X, et :
donc :

.et d’apres ce qui précede :
(7) 514*()”( =r*(().;x|)_+x*(e2;xg‘).
Mais prenons 2y — 2o = 2, alors :
ﬁ*(ﬁ) =z*(ey+ (’;; z) [définition de z*(e)]
et d’apres (7) :

z*(e1+ey; &) =x*(ey; )+ x*(ez; ) quel que soit z,
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ce qui revient a dire que :
z*(e;+ex) =x*(e))+ 2*(e3);

z"(e) est une fonction d’ensemble complétement additive.

Soit ey, ..., ¢;, ... une famille dénombrable d’ensembles deux a
deux disjoints et #y, ..., ;, ... une suite de points dans &; soit X;
I'élément aléatoire qui vaut z; si uee;, 0 si ude;

ﬂ

a o . Ny
Y,=X,+...+X, appartient & &.

Soit )'((X) défini par X :EXj, si 'on prend les z; tels que :

J

Do)l @y llr= E(I|X %) <o,

7
[ @
X appartient a &, il est dénombrable et

a a

X= lim Y,,
N>+
n
a [a . a (a . < .
(%) = tim X+(¥,) = lim Yoot ),
">+ N>+ xn 4

=1
d’apres ce qui précede.
Choisissons z; sommet de z*(¢;), c’esl-a-dire

lepll=1 et a*(ej; @) =2 (¢))].

Un tel sommet existe si L est réflexif. On a alors :

n :
() =Y et ent.
j=1

Donc la série a termes positifs ou nuls 2 || z*(e;) || converge. Prenons
J

maintenant les z; tous égaux & z quelconque :
( «a , ..
X* (X = xz* <2€1‘; x> [définition de z*(e)]
i

et d’apres ce qui précede :

x*(Ze;; x> =2-Z‘*(€/‘; z),
N ) ‘
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ou la série du second membre est absolument convergente, el ceci
revient a dire que :

z"<26,->=2x*(ej), avec 2[|x*(e;)[]<+oo.
i j i

)

B. Rappel du théoréme de Radon-Nicodym [P. R. Halmos, I,
p- 128]. — Si L(e) est une fonction numérique d’ensemble, bornée,
comp}étement additive et absolument continue, il existe une fonction
numérique A(u) telle que 'on ait pour tout e mesurable :

L(e):fk(u)dp.

A(u) est finie p. p. il est clair que 'on peut sans inconvénient 'altérer
sur un ensemble de mesure nulle (ce qui empéche les démonstrations
si & n’est pas séparable).

D’aprés A, z*(¢) et, par suite, 2"(e; #) pour tout x fixe, est une
fonction de I'ensemble e complétement additive et d’aprés (6) abso-
lument continue [||z*(e)|| et |z"(e; x)|—> o si w(e) —o pour z fixe
quelconque].

D’aprés le théoréme de Radon-Nicodym, il existe pour tout z un
nombre fonction mesurable de wu, et évidemment fonction de z,
K(u; z) tel que 'on ait pour tout e mesurable :

a*(e; @) = [ K(u; @) dps

& étant séparable soit (z;) une suite dénombrable dense sur une sphere

de rayon 1 de &; les nombres a; intervenant par la suile sont supposés
: k

rationnels; tout point de la forme :'Eajxj (& fini) est dit étre un 2/,
j=1
Pensemble &' des 2’ est dénombrable et dense dans &; on peut
supposer les z' dénombrés en une suite { z;}.
Soit K;(u) =K (u; 2;); pour tout z€ X', donc pour tout z de la
. :

f ) :
orme Zajxj, posons :

j—1
/ k

hu; x)=2({/K/-(z¢);

j=1
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pour tout u fixe, ~(u; z) est une fonctionnelle évidemment additive
de z, définie pour z € & et pouvant étre infinie, mais seulement pour
les u d’un ensemble de mesure nulle et indépendant de z [c’est I'en-
semble des valeurs de u pour lesquelles I'un ou l'autre des K;(u) est
infini |; posons :

| .
AMu)= b.s. Lhlu; 2)| (u fixe quelconque).
~weg =zl
) [ (us @) |
Remarquons que pour un z fixe quelconque de I, e estune

fonction mesurable de w puisqu’il en est ainsi de K;(u); &' étant
dénombrable, X («) est donc aussi mesurable [P. R. Halmos, I, p. 84].

Soit ¢ positif quelconque, on peut trouver un z, (u) tel que (par défi-
nition de la b. s.) :

a. xi(u)ed';

b ||z (u)]|=1; o

co |h[u; 2 (u)]| 2> 2(u) —e.

Maintenant en posant :

z(u)=z(u) si h[u; z(u)]>o0

et .
z(uy=—uz(u) si hfu; z(u)] Lo,

on obtient un z(u) tel que :
a. z(u)eT;
b |l2(u)|=1;
e h(u;z(u))>h(u)—:e.

Soit )ai(X) défini par z(u); je dis que cest un dénombrable.
D’abord E( || X ||*) =1 <<+ ( || X || étant =1 est mesurable); ensuite X
ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs : les z;}; il faut mainte-
nant vérifier que l'ensemble ¢; des u pour lesquelles z(u)=z; est
mesurable; soit ¢; 'ensemble des u pour lesquelles :

h(u; x;)
s w(u)—e.
T =)

comme les deux membres de cette inégalité sont des fonctions mesu-
rables de u, € est mesurable; soient ¢} les ensembles définis par :

U ! Ui ’ ’ ! ’
el =¢ey, ej=ej—ej(€e) +...+€j_1)
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Les ¢} sont mesurables. Choisissons z (1) = ) si uw € ¢j; d’aprés ce qui

précede les ¢ sont deux a deux disjoints et Ze}:‘u, ce qui justifie

i M " }
Popération ; alors e!= ¢} est mesurable.
P ) i j

On a vu précédemment que quand X est dénombrable on a :

X* (X) =Zx*(e/~; xj).
i
Mais d’apres la définition de 74 :
z* (e zp) = [ h(w); zjdyu
e =)

et puisque sur e, x/:x(u), ona:
ﬁ*(ﬁ):z‘fh[u;x(u)]a’p.:fh[u;x(u)]dp;f[l(u)—s]dy.;
j ej a“ a

" a
comme ¢ esl arbitrairement petit et que \‘(}x) est fini, on a :

f W) d < 4o

a
[%(u) est évidemment positif ou nul], donc A(u) est fini p. p. Donc, &
part pour des u exceptionnels, A (w; z) est, pour u fixe, une fonction-
nelle additive continue sur &'; si ¢ et si x;€ L avec z;—>
puisque &' est dense dans &, A (u, z;) converge d’aprés Cauchy;
soit &(u; z) sa limite : il est clair que A (u; ) est une fonctionnelle
additive définie sur & continue et de norme 2 (u).

C. On va maintenant prouver que

I3
\/‘)\(u)“__—idp.<+oo.
Ya

Le principe de la démonstration est emprunté & Landau [F. Riesz,
I, p. 44] et a ce qui précede.
QoL
Supposons que /‘7\(14)“*1 dp. =+ 0 ; on peut trouver alors une suite
a
de nombres positifs croissants by tels que :
-

bryq * _r_
(8) B,:f Mu) T du o ! pour tout r.
b, .

Soit z1,(u) le sommet de % (u; «) considérée comme fonctionnelle
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linéaire de z; et 2»(u) le point, si u tel que b, =2 (u) < b4, égal a :

LRI 5 w)

On remarque que || 2 () || est mesurable et que, d’apres (8),

[lzau) o dy <+ o,
: Ya . ‘
en outre :

hu; za(w)] = M%‘a__] .

Soit ¢; 'ensemble des u pour lesquelles on a a la fors :

(9) h(u; x})é,‘)_“__h(l;_)r”l:
(10) | z2(u)||*x ||} [[*—e (¢ > o quelconque).

Les ¢} sont mesurables puisque 2[u; z;], |[£(w)]], |[22(u)]| sont
mesurables; tout. u appartient a 'un au moins des ¢; puisque pour w
donné quelconque (sauf les u exceptionnels) il y a un z;arbitrairement
approché de z,(u); soit ¢} défini par :

ei=¢,, e=c—c(ei+...+eiy).
Les ¢; sont mesurables, deux a deux disjoints et
N 7 ‘
Ze/- =U.
/
a ’
Si uee¢, posons z(u) =z et soit X(X) I'élément aléatoire défini par
z(u); d’apres ce qui précede, il est dénombrable car grice a (10) :

[ e ids et [ o) o ds <
a u

On a, puisque sur e}, x(u) = z; :

ﬁ*(ﬁ‘)zzxr[e’i’;x}]:Eﬁh[u;m}]dg
o9

a&

. : h(w) P
= hlu; z(w)]de= | hlu; z(u)]d: ! _"—,
Zf‘;' "/ﬂjl, 2[1[ By

“

bpiy—0 %
(e 1 1 = AN
X X)é5sﬁ7f,,. NaC)F=T e = L ¥ 1= 4,
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ce ui est impossible, donc
ST da <+ [A@) ] =1(w)]
a

@
D. Ce qui précede montre que si X — X —z(u) est dénombrable,
. 4
h[w; x(u)] est une fonction mesurable de u; soit un X — X —z(u)

quelconque; soit )”{,L— X, — x,(u) dénombrable qui tend vers 5[{ comme
il a 6L indiqué précédemment, cest-d-dire de telle sorte que
|z, (1) — z(u) || tende vers zéro uniformément en w; alors 2 [w; x, (u)]
est mesurable et tend vers 2{w; 2(u)] qui est donc mesurable (comme
limite de fonctions mesurables).

On en conclut que :

. f/z[u; z(uw)]du
a

a un sens pour i—X—x(u) quelconque, car
S hlws 2 ()] ds = [ 3()ll2(w) | da.
a a

11 suffit alors d’appliquer inégalit¢ de Holder pour voir que :

S 1nls @) dp <+ o

at
sachanl que

x€
fx(u)r* du< 4o et fl]x(u)““d{x<+oo.
a al

Ona:
(%) = [ hlws ()] dus

a

a &
cela est vrai, on I'a vu, si X est dénombrable. Si X est quelconque,
a [
soit X, dénombrable et tendant vers X.

)tl{*()a{,,) est égal z‘lf/z[u;xn(u)]d‘u et tend vers )a{*(}a{), or si
a

Zn(u) — z(u) uniformément en u, comme cela est possible, d’apres

fx(u)dp <o,
aP©
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il en résulte que
f/z,[u; £ ()] dp —>f hlu; z(u)] du,
a ua

donc ‘
(11) X (%) = [ hlus @(w)) d.
>/‘;LL[u z(uw)|du

C. Q. F. D.

Le cas a =1 ne se distingue qu’a partir du paragraphe G, mais la
démonstration est plus simple; dans ce cas & =1 etsous hypothese &*
séparable, le résultat a ¢1é obtenu par Dicudonné [J. Dicudonnd, T,
p. 38]. En collaboration avee M. Fortet [R. Fortet et E. Mourier, 1],
nous avons pu élendre les résullats précédents pour > 1 sous la seule

\

hypothese que & est séparable.

IV. — LA LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES
POUR LA CONVERGENCE FORTE.

Rappel du théoréme ergodique de Birkhoff (*). — Si des variables
aléatoires numériques ordinaires X;, sont en chaine discontlinue stric-
lement  slationnaire el si E(X;) existe, la moyenne arithmétique

Xij+...+ X T
Y, =& -~ " tend, lorsque n augmente indéfiniment presque

sturement vers une variable aléatoire limite Y.

Soit maintenant un élément aléatoire X prenant ses valeurs dans
un espace de Banach séparable &, el que 2" (X) soil mesurable quel
que soil z* fixe ¢l que

E(IX]) <+

Considérons une suile de X, discontinue el striclement stalionnaire.

1 Cas. — Les X, ne prennent qu'un nombre fini de valeurs dis-
tnctes zy, ..., z; (les mémes quel que soit s, & cause de la stalion-
narité).

Soit A/ la variable aléatoire (ordinaire), qui vaut 1 si X,= z;, o dans

(%) On trouvera une démonstration du théoréme de Birkhoff, qui reprend en la
simplifiant, la démonstration originale de Birkhoff [Khintchine, I, p. 485] et une
démonstration probabiliste simple dans [ Kolmogoroff, IT, p. 367 |.
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le cas conlraire. L’ensemble ¢f des épreuves pour lesquelles X, —= z; est
j p P q J

suppos¢ mesurable;
plef) =Pr(Xs=2z;)="P;

est indépendant de s a cause de la stationnarité. Pour ;j donné, les A/
forment une suite de variables aléatoires striclement stalionnaire, donc

n

1N, ; . .
p.s. — M Al — une limite L/.
N

s=1

n

, . L1 a 1 @l .
I ¢n résulte immédiatement (ue presque-sirement — N X, converge
o 70—t

s=1
B
9 W
fortement vers 2‘ L/ Z; quant 72— oc.
i=1
On voil plus précisément que :
n k
I
El |1V X ——Eljw- ~o.
N o f 7/
1 1 )
2¢ Cus. — Les X, ne prennent qu'une infinité dénombrable de

valeurs distincles y, ..., zj, ... (indépendantes de s) et I'événement
Xy= x; est probabilisable.

Soit X{ I'élément aléatoire défini par X! = X; si X;= 24, ou 2y, . . .,
ou z,; X{==0si Xy== 241, ou 2,15, ou .... Les X! sont du type étudié

dans le 1 cas; donc, sauf pour les s d’un ensemble ¢, tel que p.(e) =o,
on a

N>t w1 dd

§

n

. [I QI

lim \ X‘(.:Al
y =1

(une certaine limite dépendant du ¢ considére).
Posons
X = X.§—|— R{‘,

Rl estégal a O oud 2y, 2iga, - ...
Si Pj: PI’[X_,.: x.j],

ECIRED) =Y, Pill .
j>t
L’hypothese est que

Dpillal <+,
j
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donc
E(]|R:]|) >0 si >+ o0,

) ORI RS

s=1 s=1 s=1
n n
SWVR | 2 = 2‘ al
n 2.1 N= n IR ]
s=1 s—=1

Les || R || pour un ¢ donné quelconque forment une suite stationnaire

de variables aléatoires ordinaires; done, saufsi v € ¢},
n
, I N
plen=o0, = WIRL > M(xo0)
n N>+ »
: s=1
el, d’apres le lemme de Fatou, puisque

n
| E ’_‘lziuﬁgu =E(|| R ||)=§P,~Hx,~[| indépendant de n
S§= ]

on a

E(M) =Y Pjll2l = Ko
j>t

on peut donc trouver une suile de ¢ croissanls £y, fay, «vvy Lyy «ony

2K!v<+°°7
v

tels que

alors, et d’aprés le théoréme de Borel-Gantelli, la suite de variables
aléatoires M,,(v=r1, 2, ...) tend p. s. vers zéro.

|

- ’ ’.
= Ze'l; e=Eez,
. 12 14

¢" Pénscmble des w exceptionnels pour lesquels M;, ne lend pas vers

Soient

zZ€ro
ple)=pu(e')=u(e) =o,

soit enfin ¢” = e + ¢'+ ¢’ et soit u quelconque € ¢”, on peut prendre v
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assez grand pour que, pour le u considéré, M, =¢, v élant ainsi fix¢,

on a
n
1
N L

s§=1

et, par suite,

pour loul 72 assez grand.

D’autre part,

n
[N :
;ZXQ»A,V lorsque n-—>+ o;
s=1

d’apres (12) éerite pour ¢ =¢, il en résulte, comme ¢ est arbitraire,

n

I ..
que Z X; a une limite y (u) (convergence forte) pour cet u. Donc,
s=1
n

" " o___ I N
pour tous les u & " ou p.(e") = o, donc 2 X, converge fortement p. s.
s=1

Si Y est I'élément aléatoire défini par y(u), on a pour tout z* fixe

n
- . ’ .. - 1
#"[y (u)] fonction mesurable de u, comme limite p. p. de z* | -~ EXJ
§=1
qui est mesurable. Alors & étant séparable, ||y (w) || est mesurable et
d’aprés le lemme de Fatou :

E(nYu>=fuy<u>ud:z=/1im inff =N Xl 2 B X ) <+,
a n a

s§=1

et on a le théoréme :

Turoreme. — S7 les X, de la suite stationnaire ne prennent qu'une
infinité dénombrable de valeurs distinctes z1, . .., zj, ... et st ['éoé-
n
oy 1 R .
nement X;= z; est probabilisable, p. s. ;z X; tend fortement vers
s=1
une limite Y qui est un élément aléatoire du type des X, ¢’est-a-dire
que x*(Y) est mesurable et que

EC(IY]) <+

3° Cas. — Les X, ont des valeurs quelconques.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XIII, III. . 14
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& élant séparable, soit [z;] une suite dénombrable dense dans &.
Soit v un entier quelconque et A} I'ensemble des 2 € & pour lesquels
I
|z —=z;|| < 3
Soit B} les ensembles définis de la fagon suivante :

By=AY,  Bi=A/—AJ(A)+... A7) (Ux2).

Les Bj sont disjoints et ,
UL vV__ o
D =YAr=2.
j j

Soit @, la transformation qui a tout z € & fait correspondre
y = B, (x) par la regle
y=x; si xe B}f.
On a toujours

1By(2) — 2l < %

Soit X un élément aléatoire, du type considéré, sur & on lui fait

correspondre I'élément aléatoire XY par
XY = By (X).

Il est clair que XY ne prend qu'une infinité dénombrable de valeurs

distinctes, que X?==z; est probabilisable, et que
_ 1
E(| X=X = ;>

plus précisément, on a certainement

X — X1z 2

X4, Xy, ..., X, ..., élant une suile slrictement slalionnaire, la suite
des X} = B, (X,) est strictement stationnaire, on a

n

I“ _l N < 71 Wl v__ .
IV X = anp— nZ[x; X, )

s=1 s=1 s=1

On a certainement

n
I . I < . 1 .
- : [K;—}x.\-] é; Zuxg—xsué; quel que soit 7.

s=1 s=1
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n

. I N -
Pour un v donné quelconque, mais fixe, on a vu que ;z XY converge .
s§=1

fortement p. s. (2° cas précédent), c'est-a-dire sauf si
u € ey, avec u(ey)=o.

Si 'on considére un

-
uwee —_—Zevs u(e) =o,
v

.

n - - n
DNy X N o LNV
;ZXS converge quel que soil v, il en résulte que ;/_,14\5 converge
s=1 s=1

fortement p. s. vers une limite Y [il est clair que 2" (Y) est mesurable
et E(| Y||) <<+ comme dans le cas précédent], d'ou :

Loi forte des grands mombres. — Si & est séparable, si tout z* (X,)
est mesurable et E(|| X,||) <+, si Ny, Xy, ..., X,, ... forment une
suite discontinue striclement slalionnaire, p. s. la moyenne temporelle

n
I Y ~ . .. - . i , .
EZJ Ny tend fortement vers une limite Y qui est un élément aléatoire

s=1
du type des X,.

Remarque 1. — On n’a pas supposé & réflexif, on n'a pas suppose

. ,

Pexistenee de E(\,). Remarquons que si - ¥ X, converge fore t

3 le K(N,). Re 1 S que s R ‘t,,ju temnent.
s=1

« fortiori il converge faiblement. D'aulre part, siles X, sont indépen-

dants, de méme loi (cas particulier d’une suite stationnaire), les " (X,)

le seront aussi; de plus '

L2t (X)L XS

donce E[| X}l <<+ entraine I'existence de E[£"(Ny)]. Or, dapreés le
théoréme précédent, : ‘
n n
die. LN L .
x EZA‘\" =ﬁz.v(\_\.)->p. s. 2*(Y),
s=1 y=1

mais, d’apres le théoréme de Kolmogorofl,

= Bat (X)) p. 5. E[2*(X,)],

s=1
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donc . :
E[z*(X)] = 2" (Y).

Donc, par définition méme de E(X,), X, a une espérance mathé-

matique Y, donc :

Tukorink. — Quand & est séparable, E(|X||) <+ entraine
Uexistence de E(X).

Ge théoréme est un intéressant théoréme d’existence de U'intégrale de
Pettis; il généralise le théorgme du chapitre I (p. 168), ott & élait sup-
pos¢ non seulement séparable, mais aussi réflexif.

Remarqgue II. — Quand les X, sont indépendants de méme loi, la

n
limite Y de %2 X; est espérance mathématique E(X).

s=1

V. — LOI DES GRANDS NOMBRES EN MOYENNE D'ORDRE .

Théoréme ergodique de Yosida et Kakutani | Y osida et Kakutani, I]. —
Soit T une opération lin¢aire bornée qui transforme un espéce de
Banach & en lui-méme et telle que | T*|| <G pour n=1, 2,

(G étant un nombre fixe indépendant de »).

Si pour tout z € &, la suile { z, }, ot

Zy= i(T+T‘2+...+ Tn)z,

n=r1, 2, ... contient une sous-suite qui converge faiblement vers un
point z € &, la suite { z, } converge fortement vers ce point z.
SiTon désigne par T, Popération z — z, Ty estune opération linéaire

bornée qui transforme & en lui-méme et

TT1= TlT =T%=T1.

Nous allons appliquer ce théoreme :
Soit {X;}i=(o1H24...) une suite strictement stationnaire
d’éléments aléatoires a valeurs dans un espace de Banach quelconque &

tels que
E(I1X:[]*) <+ o0
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a a a . a

soient X;les éléments correspondants de &, ces X; définissent dans &L une
a

variété linéaire fermée &' qui est elle-méme un espace de Banach (c’est

a
une partie de &, c’est méme une partie séparable).
Nous aurons besoin de connaitre la forme des fonctionnelles linéaires

sur cette variété linéaire; or, au paragraphe III, nous avons trouvé la

a
forme générale des fonctionnelles linéaires sur &; mais, compte tenu du
théoréme de I'extension des fonctionnelles linéaires sur un sous-espace
linéaire & l'espace entier avec conservation de la norme [E. Hille, 1],

nous pourrons utiliser ce résultat.
&
& & N . -
Les X de la forme Za[)x;, ou k est fini, quelconque, les @; étant des
i=1

a a a
nombres quelconques, forment une partie non fermée L’ de L'; & est

a a a
la fermeture de &”. Si X est dans &', done de la forme

k
Zaiﬁh
i=1
pOSO;lS
k
(13) i:T(){’() =Zu,~)€“_.;

i=1

a
T(X) est une opération visiblement additive, en vertn de la station-

narilé, on a

3 o k %
E(”Z”“):E Zaixiﬂ =E( Zaix,» =E(||X||7-),
i=1 \lli=1
donc
(14) Zll =%l

a d
Il faut voir si Z est défini univoquement. Si X n’admet qu’une repré-
k ,
. & . ' . @
sentation de la forme Za; X, cela est évident; mais supposons que X
i=1 )

admette deux représentations de cette forme, distinetes, par exemple :

k k

a N
Zaixi et Zai)\i

i=1 i=1
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(on peut toujours supposer que k est le méme pour les deux formes);

. X a a @
on obtiendra avee (13) deux transformées de N, Z et 7/ donnés par

k

“ « : « s
1= (ZiXir;—h 7= E ai}\j+1.

i=1 i=1

a fl
Mais 7 et 7/ ne sont pas distinets, en effet,

Done, en vertu de la stationnarilé,

x

. .
E 2 b: X =0,

i=1

@ a

ce qui revient a dire que Z =7/,

N . . 2 a . . A .

Soit maintenant X quelconque dans &; il y a une suite de X; € I

a
tendant vers X, ce qui implique d’apreés Cauchy que :
‘ . a a
quand n—>x ”X,H,)— Xu ”-—)o,

avee ’—IL, uniformément par rapport a p, on a alors
" T<§n+p) —T (iz) ” = T(ﬁll+])—‘ fzn) = " §,1+,;— )Z,Z " d’apres (14).

Donc T(fl{n) converge vers une limite que, par définition, nous
appellerons T (X)
(‘() dépend de X mais évidemment pas de la suite Xn T(X) est

alors une transformation définie sur @; il est immédiat qu’elle est
linéaire, continue et que

|Tl=1 (plué précisément : " T(ﬁ) ” = “5’( “)

et, par suite, pour tout n,
N Te=1.
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Le théoreme de Yosida et Kakutani nous donne alors I'énoncé
n .
. .8 a I .. c.
suivant : soil X € &5 si “I'ZTI(}\) converge faiblement, il converge
7

i=1

Jortement.
En particulier, prenons

=%, X=X, .., ©m)=%X..

nous obtenons : si

n
) a I
%ZT’(&) = ;‘; )&g—i— ﬁg—'—. co )(l,,_H)
i=1

converge faiblement, il converge fortement, cc qui revient a dire qu’il

existe un ¢lément aléatoire L tel que

- X+ +X @
(15) Ek|1———”—L )-»0.
n
n—+1
N . . . . 1 Z .o v .
Il suffit d’ailleurs qu’il y ait une sous-suite de - EX; qui converge fai-
i=2

a@
blement; ceci aura lieu, par exemple, st & est faiblement compact,

donc en particulier si & est uniformément convexe.

Notons que l'existence de E(X;) n’est pas supposée, de méme E(L)
n’existe pas forcément, mais si & est séparable et réflexif, E(X;) et E (L)
existent (¢f. chap. I, p. 168); de toutes facons, quand E(L) existe, L ne
se réduit pas forcément a 1’élément presque certain E(L). Dans tous les

'

cas on a les propriétés suivantes :

Propriété 1. — Si E(X;) et E(L) existent — donc en particulier
si & est séparable et réflexif — on a E(L) =E(X;). Eneffet, on ne
diminue pas la généralité en supposant E(X;) = 0; alors

I O

E<; Z‘X,-— L> =—E(L)
i=1

existe, mais

’ n n :
I O I
E ;ZX;-——L) <E 7lzxi—-L>
i=1

i=1 .
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qut tend vers zéro d’apres (15); donc
E(L)=0=E(X,).

Propriété 2. — Lorsque (15) s’applique, quel que soit z* € T*,

z [_X‘_"'_"’i] Zx*(xi)

i=1

tend en moyenne d’ordre a, donc en probabilités, vers 2" (L); E[ 2" (X))]
existe, parce que E|| X;|p<<+ o0; si les X; sont indépendants les z”* (X,)
le sont, alors, théoréme de Kolmogoroff,

%25*(X,~)->p. s. vers E[z*(X;)]
donc
z*(L) = p. s. E[z*(X;)],
autrement dit
z*(L) = E[z*(X))],

sauf pour les w appartenant 2 un ensemble e de p mesure nulle,

mais ¢ peut dépendre de z”.

Mais supposons & séparable et soit {z;} une suite dénombrable
dense dans &', il existe ¢ indépendant de j avec p(e)=o tel que
pour tout uge on a :

o} (L) = E[ 2 (X0)].

Soit z* quelconque et z; telle quel| x'— ;|| <Ze¢,il existe un ensemble ¢/
tel que p(e’) =o et que siuge, || L] est finie [ puisque E(|| L|| <-+o],
ona:
TE[2*(X)] — E[2} (X)]| < e E(I X:]]),
|z (L)—E[x X))l £ (& —af ) (L) + x5 (L) — E[ 2} (Xy)]
+E[x/(Xi)]—Ex (X)]1
< e B Xi|| -+ E[ L]+ | 2] (L) — E[2} (X1)] |5

siuge +e, »
zf (L) —E[z; (X;)] =0,
il vient
2" (L) —E[«*(X)]| < e[| Ll + < E(]| Xq[])

et comme ¢ est arbitrairement petit,

2*(L) = E[z*(X)].
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Comme un point L de & est entierement déterminé par I'ensemble
des valeurs #*(L), L est un e. a. presque certain / satisfaisant a :

z* (1) = E[z*(X;)]

pour tout z*, ce qui prouve que les X; ont une espérance mathématique /

n .
et que %EX, tend « en moyenne d’ordre « », donc en probabilité
vers /. -

Application 1. — & est la droite réelle, & et &' sont alors I'espace L
qui est uniformément convexe si «>>r1, car une variable aléatoire
équivaut a une fonction numérique f(u), alors (15) s'applique (le
théoréme de Yosida se réduit dans ce cas au théoreme de Birkhoff);
d’ou le théoreme :

Soit une suite de v. a. strictement stationnaire {X;}, avec
E(I]X;Il“)<+oo (a>1),

n
I - - 3
sa moyenne temporelle — Z}xi converge en moyenne d’ordre a.
n
’ i—=1
Le résultat est connu pour « =2 sous la condition moins stricte
de la stationnarité d’ordre 2 seulement, mais ici aussi pour o —2
ou a pair, et peut-étre pour o quelconque on pourrait éviter la station-
narité stricte; pour « quelconque, le théoréme est peut-éire nouveau.
Il s’étend immédiatement au cas ou les X, sont des v. a. a plusicurs

dimensions.

Application 2. — Supposons que & est lespace L#;un X; est
une fonction numérique f(t) d’une variable ¢ telle que '

s <+

mais. cette fonction f varie avec u; on peut donc considérer une
fonction f(u; ¢) des deux variables u, ¢; on a :

f[f(u, ) |*dt <+,
mais ’hypothese E(| X|]*) <+ w0, étant donné que
IXle= f 17w o) ot
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équivaut a
/ |f(w; 8)[* dt dp <+ o

qui montre gue T est I'espace L* des fonctions numériques des deux
variables u, ¢, c’est donc un espace uniformément convexe et (1)
s'applique. /

Ce cas qui est le cas extrémement important des fonctions aléatoires
est d’ailleurs un cas particulier du suivant, puisque &= [* est
réflexif, o >1.

Application 3. — Suapposons & séparable et réflectif, (11) est
valable, soit :
_ Xo4.. .4 Xjig

Yn—
. n

. “

et soit y,(u) la valeur de Y, pour épreuve «. On va montrer que Y,

. converge faiblement. Sauf des « exceptionnels, d’aprés un théoréme

précédent, y,(u) converge fortement, donc faiblement vers unc
limite y (u), ce qui implique que :

hlw; yo(w)]—Rlu; y(uw)];

hlu; y(u)] est une fonction mesurable de u, comme limite
de A[u; ya(w)] qui est mesurable (voir précédemment). On va
montrer que :

(16) 5’0(%)=fmh[u;yn<u>]du+f%h[u;y(u)]d.u-

Soit A I'ensemble des u pour lesquels on n'a pas b. s. ||ya(u)|| <L A;
comme )y (u) tend, sauf pour des u exceptionnels, vers une limite y (u),
les yn(u) sont bornés uniformément en. n; donc si P'on prend A assez
grand, p.(Q) <¢;ona:

lfh[u; yn(u)] dp
Aa

éfak(u)uynw)ndu

et d’aprés l'inégalité de Holder :

(17) fauu)ny,xu)ud.ué[fauu)mdp]"“—[fallmu)uwu]d
é[fa%(u)“_:’du]T[Allyn(u)ll“du]&.
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Mais .
SR '
| Lot =1 = (e e -

et indépendant de »; d’autre part

&£
f Mutdu 4w
a

si Pon remplace A par A'> A, & est remplacé X' c & el p(A)— o
si A—> -0 il en résulte qu'en prenant A assez grand (e assez petit),

a
f?.(u)“”dp. est arbitrairement petit. donc aussif/z[u, Va(u)]dp
Aa a
et cela uniformément en n. Simultanément et pour les mémes

raisons f hlw; y ()] dp est petit. car quel que soit n :
a -

f|h[u; y,,(umdgé[fz(u)*_—?dg]T[E(”xiua)ﬁ:c (Holder),
a a
[ [, yu(ee)]|->p- p. vers | hlu; y(u)]l;
donc (Lemme de Fatou)
8 AR du < G,
(18) ful sy ()] | dn <
donc quand p () —o,

fh[u;y(u)]dp»o,
Ja

De méme, soit (3 I'ensemble des u pour lesquels on a A(u) > B,
ot B est un nombre positif; si 'on remplace B par B'>B; @ est
remplacé par 33’ c B et . ((B)— o si B+ parce que

2
f M) dy < o
a
alors

. .
f rMu)y*'du—o.
© :

Il résulte alors de (17) que
fh[u;yn(u')]d.u
@
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est petit, uniformément en » quand B est grand, de méme d’apres (18)
fh[u; ¥ (u)]du est petit.
@

Soit A=A+ (3, sur UL —®@D, ona : A(u) LB,

b.s. lya(u)ll<£ A, donc |%[w, yo(u)]]| < AB.

On a alors le droit de passer a la limite sous le signe /et d’écrire :

f hlu, y (u)]du = lim f hlu, y.(u)] do.
A—@ Ja—@

N+

Mais ce qui précede montre alors que, puisque A et B peuvent étre
arbitrairement grands,

/1h[u;y(u)]d|u.= lim hluw; yn(u)]de = lim i*(?,l).
a a Rt

N>t
Maintenant, soit Y 1’é. a. défini par Y =y (v) pour 'épreuve u,
a a .
montrons que Y défini un Y € &, c’est-a-dire que :
a. 2 (Y)=x*[y(u)]
est une fonction mesurable de « pour tout z* fixe et || Y || est mesurable.
Le premier pointrésulte de ce que p. p. 2" [y (u)]=1lim ' [y.(u)] et

que z*[yn(u)] est mesurable. & étant séparable, il en résulte que || Y ||
est mesurable (¢f. chap. I).

b. E[], Yua]=fﬂny<u>||ad:x<+oo,

on a vu que si k(u)e &L est tel que :

1° i|u; x] est mesurable en w pour tout z fixe, ce qui entraine
| 2 (w) || mesurable, puisque & est séparable (¢f. chap. T);

50 funh<u>n°‘_—‘du<+oc,

() définit une fonctionnelle linéaire continue Xt sur & par la for-
mule

)((l'({) =]q‘lh[u; z(u)] du,
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a - .
ot z(u) est la valeur du X correspondant a X pour I'épreuve u, il
résulte alors de ce qui préceéde que :

[ 1Ty )] do <=
u

pour tout /(u) satisfaisant aux conditions 1° et 2° précédentes, il suffit
de reprendre la démonstration ¢ de la page 184 pour en déduire que :

Sl edi < e
au

le role de « étant joué par

- el vice versa, h(w) jouera le role
o —

de z(u) dela page 184, y (u) celuide /. (u) de la page 184; cet « échange »
est normal, & étant réflexif.

a

Conclusion. — Puisque Y définit un Ye &,
Sontws y oy =X (3),

a a

et nous avons prouvé que, pour tout X* € L*

lim ¢ a a ra

e X2 (V) =X+ (Y),

@ a
ce qui prouve que Y, converge faiblement vers Y; il en résulte alors
a . . . (l’ . : hY 3
que Y qui, on le sait, appartient a &, appartient plus précisément a &',
en vertu d’un théoréme qui dit que si un point appartenant a une
variélé limitée fermée, fixe, Y tend faiblement vers une limite, celle-ci
appartient a .
. . . a
Le théoréme de Yosida s’applique alors et dit que Y, tend fortement

a
vers Y, soit :
1

-
lim [|V,— Y| = lim [h< > ] =o.
ny>—+4 o n>—4 ®

TukoriMe. — Lot des grands nombres en moyenne d’ordre a. — &
étant séparable et réflexif et a >1, {X;} (e =o==1...) désignant

n

%in_v

i=1

«a
une sutte strictement stationnaire d'éléments X; de &, il existe un

élément Y dans & tel que :
n oL
I
Jim, E< Iy >= o

i=1
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Remarque. — Revenons au théoreme 2 (§ II); on y a prouvé que
si Y est 6. a. défini par y(u), sauf épreuve exceptionnelle, y,(u) tend
faiblement vers y (u), ce qui permet de dire que p. s. Yp,—> Y mais on
avait laissé dans Pombre le point suivant : Y est-il ur ¢é. a. du type
étudié, c’est-a-dire tel que :

a. x°'[y (u)] est mesurable, quel que soit 7" fixe; [|)(u) | est mesu-
rable; ' o

b-f||)'(u)|l°‘d1¢<+oo (dans le théoreéme 2, § II, o peut étre
a .
égala 1).

Pour a, z'[y(u)] est nécessairement mesurable comme limite
de #* [y (u)] et alors || y(u) || est mesurable parce que & est séparable.
Pour b, si « >1, cela vient d’étre démontré ci-dessus ; pour a =1,

on peut le prouver directement en utilisant toujours le procédé de

a
Landau. € est toujours défini, on ne peut en trouver toutes les fonction-

nelles (*), mais certaines, évidentes, suffisent pour prouver b.

CHAPITRE III.

CARACTERISTIQUE D’UN ELEMENT ALEATOIRE
DANS UN ESPACE-B.

Définition. — Soil #* une fonctionnelle lindaire réelle quelconque;
x*(X) est une variable aléatoire numérique \* pourvue d’une fonction
de répartition; la variable aléatoire ¢/¥ est ¢galement mesurable et,
comme elle est bornée en module, elle a une e. m. —la fonction carac-

téristique usuelle de X*—oq(z7)
o(a%) = K[eiN] = E [ei#* 0],
Ceci suppose toutefois que X* est uhe v. a. proprement dite. Par défi-

nition, X sera un élément aléatoire proprement dit §’il exisle une suile
d’ensembles ¢; € L mesurables, bornés, tendant vers & et tels que :

lim mes(er)=1.
k>4 =

(?) Cette question est maintenant résolue |R. Fortet et E. Mourier, I].
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Si X est un élément aléatoire proprement dit, X" est une v. a. propre-
ment dite. Dans le cas de la mesure introduite par M. Fréchet
(F-mesure, avec condition F'), X est toujours un élément aléatoire
proprement dit. Dans tout ce qui suit nous supposerons que X est un
¢. a. proprement dit.

Par définition ¢(x"), considérée comme fonction de x* sur & est
la caractéristique de X. [E. Mourier, I et1IT] [ L. Le Cam, T].

Remarque. — Dans le cas d’'un espace euclidien R, a » dimensions,
X ayant les coordonnées Ny, ..., X,, toute fonctionnelle linéaire est

de la forme :
2*(X)=0 Xy +...+ 0, Xp,

olt ¢y, ..., v, sont des constantes définissant z” et inversement.
Or dans ce cas on appelle depuis longtemps caractéristique de X la
fonction :

;‘0(()], ey (’") = E[ci("lxa'*‘««-"' "nxu!)]

= E[efa*(X]],
Pour un espace-B quelconque, la définition g (z*) =E[e™M] est
donc la généralisation immédiate de la caractéristique classique.
Tutorkme 1. — 87 X et Y sont des é. a. indépendants définis sur le
méme &, la caractéristique de X + Y est le produit de la caracté-
ristique de X par celle de Y .

Soient vy, 9y, 9x4v les caractérisiques de X, Y, X+ Y respecti-
vement :
’ ¢,y = E[et(X+1)]
= E[ei*(X)  gixt(Y]]

= ox(2%) ov(z").

En effet e™" X et ¢"(Y sont deux variables aléatoires numériques
indépendantes et I'on peut leur appliquer le théoreme classique de
I'espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires indé-
pendantes.

Tueorkne 2. — ¢(2") est une fonction uniformément continue
de x°, c’est-a-dire que si ¢ positif est donné, on peut trouver n positif
ne dépendant que de z, tel que :

Pe(el) —9(23) | <,
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pourvu que
|zl — a3 || < m.

En effet : '

| l¢(a}) — 9 (1) | = | B[ (X — B[ (D]
< E[[ TN _ et 0]
£ E[[e N (— et (M) ],

avec

* *

s=xy+ .

8

On a donc ||y* l])én; soit ¢y tel que

mes (er) >1— ;

Ona:

E[| &t (%) (1— eb* (X)) | = 11—eir*(X>[dm+f 1— e0*(X)| dim.
xEer T EXL—ep .

. . . N £
Le deuxiéme terme est inférieur a 2 30 car

J1—ed*(®) | Lo

" . . L€
et m(&L — e;) est inférieur a 3
Quant a

[ e jdm,
X€E€er
sifly" Il <=,

[ 1—eb*(x) | = ;,

car ¢, est borné, donc il existe M tel que sur ¢, ||z || < M; donc
le(21) —e(z) [ <L e

TukorkME 3. — ¢ (&) est continue au sens de la convergence faible

dans &L*.
Comme dans le théoréme précédent, on a :

9(ah) —g(ah)| B r—eter=nN = [
z

er —ek
\ e .
ou l'on a encore ¢ borné et tel que m(ex) >1— 3 donc le deuxiéme

terme est =~ 2§ comme dans le théoréme 2.
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Dire que z;, converge faiblement vers 27, c’est dire que pour tout z**
on a ’

| (@3 — 1) | > o.

Donc pour tout z fixé, la convergence faible de z; vers x| imphique
que

(23— a}).(2)>o.

La fonction mesurable et bornée e/*f~*1)*) tend donc vers un
partout et :

f[ 1— el =21 | dm > o.
€k

Turorime 4. — S¢ E(X) et E[[|X|}*] existent (1°) la caracté-

ristique ¢ (") de X se met sous la forme :
e(2") =1+ i’ [E(X)]— % E[l2*(X)P ]+l 2" [P w (7)),
ou
w(z*)—>o si || * || = o.

- Démonstration. — Soit 5" € T telle que ||z"| =1 et que 2" =14s",

ce qui implique A = == [|2"||. Posons U = z"(X),
m=E(U)=E[z"(X)] = z*[E(X)]

existe puisque E(X) existe. De méme, E(U?) existe car |U| < || X
et E [ || X]]?] existe.

2(a*) = Bleim(X)] = [¢="(X)] = E[ V],

Comme fonction de 1, ¢(z") est donc la caractéristique de la v.a. U et,
par conséquent :

(1) o(2) =14 iy — éE(Uz)M-q—)ﬁw,(z*, 2,
ou pour tout 5" fixé, w(z"; A) — 0 st A — o. Mais (1) s’écrit :
¢(2") =1+ ia* [B(X)]—; E{[&"(X)2]] + || 2" [For (3*; 1),

La convergence de w; (3"; %) vers o quand A — o est uniforme par rapport

(1°) On sait que si & est séparable et réflexif, E[|| X ||| <<+, qui est impliqué
par E[|| X|*] <-+ 0, implique I'existence de E(X).

INSTITUT HENRI POINCARE, — X111, II. 15
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a z". En effet, F,(a) désignant la fonction de répartition de U, le théo-
réme des accroissements finis donne :

+wo
w,(z"'; 7»)’—_— 5/ a“[l—e"'-o“]dF'y(a), ou Oé)»oé)\,
- —»

M étant un nombre positif quelconque :

: +M
w (35 2) = %f a?[1— e h*]dF () + %f .
fei>M —M

En désignant par m la l-mesure sur &, le premier terme du deuxieme
membre est borné par : ‘

.

f Urdm = IX | dm < X2 dim,
[UI>M. U >M |!X[|>M

car |[U|Z||X]| et le domaine (|U|>M) est contenu dans le
domaine (|| X| > M).

Par hypothéese, on peut trouver M indépendant de 5" tel que :

[ axipan <t
HXI>N 2

M étant ainsi choisi, il suffit que 4o, donc 1, soit assez petit pour

M, + M) et alors

que | —1| < IVi_" quel que soit a dans (

+M
;—f a?[1— elh* ] dF s (a) < —;— quel que soit F«(a).
—M

Donc la convergence de w,(z"; 2)—> o lorsque 2 — o est uniforme
en z°, ce qui établit le théoréme.

Définition. — Ftant donnée une fonction numérique réelle ou
complexe ¢ (z"), nous dirons qu’elle est dé finie-positive si :

1° elle est continue au sens de la convergence forte dans &*;
2° quels que soient n, zj, ..., z, et les nombres complexes a4, ...,

oy, 0N A :
n

29(.75}‘—— x,:)a,-&k réel et > o.
ik ‘

Tueoreme B. — Toute caractéristique est définte-positive.
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Nous avons vu qu’elle est continue (th. 2). La seconde condition est
vérifiée, en effet :

oL U4 oA apUp 2= (0 Uy ..+ a,lu,,)(alu,+...+a,lu,,)

o -
=(a1ul.+...+oz,,u,,)(alu1+...+a,,u,,>
n
=Za/akujuk;
ik
il suffit alors de prendre u; = i (V)
wjug= ] 1X) g—iaf (X) eilef (X)—af (x)]

et alors :

— . X x
Zajake’[‘”i — Xk ](X’é o réel

7k
entraine que :
E 2 =2a/&k?(x;-—x2)éo réel.
Jrk jk
Remarque. — De la définition méme de la caractéristique résulte

que ¢(6")=1 et que

o(—2*)=o(z").
Nous allons voir que si une fonction o(z") satisfait a la condition
N - * * 3
Za/oqc (2] —x}) réel>o
1k

quels que soient n; z}, ..., z, et oy, ..., %ny alors : ¢ (0%) est réel > o nul
seulement si ¢ = o

P(— ") =9(z");

si ¢ est continue a lorigine, elle est continue partout et aussi si
¢(z") — 9(0") lorsque 2" tend faiblement vers 0, alors o(y*— ") tend
vers (") quel que soit y* lorsque z* — 0*.

Prenons n =2 :

%2 (@] — @5) + ayte 9(@3 — &7) -+ [ 2+ |25 [2] 9(0*) réel > o;
siz,=10":

% 9(#]) + asay 9(— 27) + [ 2 |1 2] 9(07) réel > o
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@y = o montre que ¢ (0") est réel > o.
Ay==g==T:
o(#])+9(—=7) réel,
donc .
Tg(2)=— I e(—27)-
=1, ay=1":
ig(2})—ig(—a]) réel,
donc
Ry(z])=Re(—=1)
donc

Prenons n =3 :
oy =1, dy=—1, o3= A, z] =0, zy =z, z5 =y
Ona:

[2+]*2]e(0")—9(2") —9(—2)
+ 1 [p(p")— o — )]+ Mo (—y" ) —3(a" =y )] >0.

Soit, en posant A =¢(y") —o(y ' —2") :

[2 %] 9(8%) — 3(2") —9(— &)+ AA + 1A >0

A
2(07)
(A2 [AP_ (AP
9(0%)  o(07)  e(07)

et en prenant A=—

—|—2o(0*)—;0(x y—¢(—x*)>o.

Soit :
[9(p")— ()" — ") P<L (") l’@(ﬁ')—?(x )—9(—a"),

ce’qui montre que ¢(0°) ne peut étre nul a moins que ¢ ne soit identi-
quement nul, et que si ¢ est continue i Torigine, elle est continue
partout et meéme uniformément continue partout, et aussi que sl
o(z") = ¢(0") lorsque z* tend faiblement vers 0" yo(y —ax) > (y")
quel que soit y* lorsque z*— 0" faiblement.

Définition d’un ensemble cylindrique. — Un ensemble cylindrique &,
de & est défini comme Pensemble de tous les z € & tels que :

[zi(z), ..., z;(z)]€E,,
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ou E, est un ensemble mesurable-B dans Pespace euclidien R, a
> :

n dimensions.

Définition du corps (3. — Tous les ensembles cylindriques sont
L-mesurables; ils forment un corps C; si & est le corps de Borel de
définition de la L-mesure i, on a :

CcF.

Soit 03 le plus petit corps de Borel contenant G, on a forcément B c F.
Or une fonction complétement additive sur un corps est extensible et
d’une seule manié¢re sur le plus petit corps de Borel qui le contient
[Kolmogoroff]; donc : la connaissance de m sur C détermine m sur @3.
Notons que C et (3 ont unc signification géométrique indépendante
de m et qu’ils ne dépendent pas de la norme au sens de la page 164

(chap. I).

Tutorine. — S7 & est séparable, B contient les spheres et tous les
ensembles définis par f(x)<<a, otv a est un nombre réel et f une
SJonction numérique, réelle, continue définie pour x < L. Plus géné-
ralement, 03 contient tous les ensembles ouverts c &.

1° Cas de f(z)=| z||. — La démonstration consiste a prouver que
toute sphere S de centre 0 appartient & 3. La démonstration est ana-
logue a celle de Pettis [ Pettis, I].

Désignons par z* les z* telles que ||z*||=1 etsoitI''ensemble des z*.
Soit Az Densemble défini par : |2*(z)| = a; la sphere S définie par
|z || < a est ie produit l—IA;,, ot le produit est étendu a tous les 2* €T
(les Az sont en infinité non dénombrable).

En effet, I[A;* cS:soitxe HA;*, et 2, une fonctionnelle z* telle
que z;(z)=/|/x||, on a par hypothese : z,(z)-Za, donc ||z||=a
etSc IIA;,, carsi ||z || Za

|l (a) | < |a* |||z )| =1.0=a
& étant séparable, il existe une suite fa_c: } dénombrable de 2* faiblement
dense dans I' [ Banach, I, p. 124]. Soit A; 'ensemble défini par

].;[’(x)]éa
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et A:IIAi'A produit d’une infinité dénombrable d’e'nsembles

cylindriques A; est dans 3.

~Ona:
A=]]an=s
[Taer=T] v

évident puisque HA"—* est étendu a tous les z° el et que ][A, est
. i

D’abord

étendu au z* € | z; | sous-ensemble dénombrable de T'. -

D’autre part, si z; € A ne faisait pas partie de [l Az, on aurait :
|z} (2,)| < a pour tout i
et
| @z )| > a pour au moins un z*;

soit z, un tel z*, {:z_';} une sous-suite de {:;:} convergeant faiblement

vers z,
|zy(2)| =lim|z;(2)| pour tout ze X,
donc :
| 23 (@)| =lim| z}(21)| < @ contradiction.
Donc

A cIIA;,.

a=]]As

[125=s
A=[[a==s,

Par conséquent,
* On a vu que
donc :

donc S est dans @.

2° Cas de f(x)=|2x—=|. — Spheres de centre z,, méme
démonstration.
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3° Cas de f(x) quelconque. — L'ensemble défini par f(z) << a est
ouvert. Or tout ensemble ouvert & d’un espace séparable & est la
réunion d’une infinité dénombrable de spheres. '

En effet, & étant séparable, soit {2, } une suite dénombrable dense

dans T et z, ceux des z, intérieurs a Q. Soit S(;r,l, ’

1 .
centre ) et de rayon 7 (k entier). Parmi ces spheres, certaines sont

> la sphere de

complétement intérieures a Q : ce sont les Sy; les autres ont des points
‘extérieurs a Q. Soit A la réunion des S;. Les S, sont en infinité dénom-
brable et toute sphere est dans @3, donc A est dans 3.

On a A=g; pour le prouver, il suffit de montrer que tout z € Q appar-

tient & une S;. Or z appartient & S( ” k) si || &, —al| < 7'; et celte

“sphére est une S, si ;1{< d, en appelant 6 la borne inférieure de ||z — y||

~

lorsque y parcourt la frontiére de Q. Donc il suffit de prendre r< Z,

puis z, assez voisin de z pour que ||z, —x|| = i ce qui est possible
puisqu’on a une suite dense. N

Donc tout ensemble défini par f(x)<<a et plus généralement tout
ensemble ouvert est dans (3.

Remarque, — De la définition méme de la caractéristique :

?(a") = B[]

résulte que toute L-mesure sur &, proprement dite, définit une caracté-
ristique et une seule; réciproquement nous allons voir que :

Tutorexe 6. — La caractéristique détermine la L-mesure sur tout
ensemble cylindrique, donc sur 0.

Soit X*=2"(X) si l'on connait cp(x ) =E[e™™], on connait la
caractéristique ¢; de X" :

e1(v) = E[e?X] = E[ e (X)] = ¢(v2™),
donc on connait Pr[z*(X)€E,;], ot E; est un ensemble mesurable de

I'axe réel.
Soit 27, ..., z; et X;=a}(X), ..., X, =x,(X), on connait ¢(z"),



216 : E. MOURIER.

donc on connait la caractéristique ¢; (¢4 ...v,) de la variable aléatoire
a n dimensions { X7, ..., X/} :

01(01, o vy 00)= E[ X+t XD = o027 +. ..+ 0, 25).
Donc on connait la mesure sur tout ensemble cylindrique, donc sur @3.

Remarque. — La démonstration du théoréme précédent repose sur
la propriété bien connue que dans un espace euclidien a un nombre fini
de dimensions la caractéristique délermine complétement la loi de
probabilité du point aléatoire. Il en est de méme dans le cas d’un espace
de Banach & possédant une base, c’est-a-dire tel qu’il existe une suite
dénombrable d’éléments distincts ey, ..., e,, ... de & telle que, quel
que soit z € T, il lui corresponde une suite et une seule de nombres
Ziy o ey Tny ... tels que s

X=Zi€ .. ATyl ..,
avee lim ||z — z(n) || = o en posant
n>w
x(n)=x1€,+...~4 x,€,.

Connaissant ¢ (") pour lout z*, on connait én particulier :

#(2)) = E[elltXire X))

qui est la caractéristique du point X (2) dans R, et détermine la fonction
de répartition de X (n). Soit
P

Fo(zy, oo z)=Pr[Xi< 2 ... X, < 2, ];
sil'on pose :
Flay, oo, 2y o) =Pr[Xy<ay, ..., Xy <z, ...],
on a:

F(zy, ...,z4, ...)= lim F, (21, ..., zp).
. n>=
Doncla caractéristique ¢ (z*) détermine alors complétement la loi de X.

Généralisation du théoréme de Bochner [ Bochner, 1I, p. 239]. — On
sait que la caraciéristique d’une variable aléatoire ordinaire est une
fonction définie positive qui vaut 1 a Porigine et que, réciproquement,
toute fonction ¢ définie positive telle que (o) =1 est la caractéristique
d’une loi de probabilité. Dans le cas d’un élément aléatoire X a valeurs
dans un espace-B, &, nous venons de voir que la caractéristique de X,
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¢(x") =E[e™"™M] est encore une fonction définie positive, ¢(0*) =1.
On est donc conduit a se demander si toute fonction définie posi-
tive ¢ (2") telle que ¢(8) =1 est la caractéristique d’un élément aléatoire
proprement dit X sur (3. '

Soit donc ¢(z") une fonction définie positive sur &* et telle que
@(0")=1. Soient z}, ..., z, n fonctionnelles linéaires déterminées,
linéairement indépendantes, posons :

X=X . 0,2,

ol ¢1, ..., v, sont n variables numériques réelles quelconques;

@(E‘) considérée comme fonction de ¢4, ..., ¢, est une fonction définie

positive & n dimensions, dans un espace euclidien a » dimensions, et

elle prend la valeur 1 si ¢y =¢»2==...=v¢,=o0; donc c’est une caracté-

ristique & n dimensions (Bochner-Weil) et elle définit, par conséquent,

une fonction de répartition & 2 dimensions : F,, (2], z1; 2}, 235 ...; 2} 2,).
F, ales propriétés suivantes :

1° Comme fonction des couples (], z;), c’est une fonction
symétrique; ’
o . , . ..
2° Comme fonction des x4, ..., ., ¢’est une fonction de répartition;
3° En outre, on a : )

* . . " _ * . L ox
Fuvi(zl, 215 o520, @05 @y, +o)=F, (27, z1; ...; 2}, z,).
En effet :
“x * P61, 1 oy . * . . * . * .
go(.z‘ + Pui »Tn+x) =f8’("""+“‘ Cnt1 T d By (XY, X015 Ty Zay Ziays Zpt1)s

S1 ¢y q4==0:

‘?(;'*‘*‘0) = ‘?(;*> =fei(“1ri+'“+""'r")dFu—H(xI: L5 eees x;+i7 Zngr)
en intégrant par rapport  Z,.4

o (a*) =feim'r‘+"'+""m") d®(z}, &y ... 2}, z4)

en posant

D(xl, 25 @, ) =Py (oo x), 20y Ty +0),
mais par définition de F, :

_* il » .
?(x ) =fel("1'11+~“+vn'ln)dF,l(xI, Ly e 2y, X)),
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Fou(ay, 215 .05 20, 20) = O(2], 215 .. .5 25, @4)

* . W e %
= Fn—H(xu Zy5 eeey Ty Xy Xyyyqy —+ 00,

Soit &, un ensemble cylindrique de &, défini comme 'ensemble de tous
les z € & tels que :

{zi(z), ...,z (z)) €E,,

ou E, est un ensemble mesurable-B dans Pespace euclidien R, a
n dimensions. F, définit une mesure dans R, pour laquelle E, est
mesurable, soit p.(E, ) sa mesure, posons :

m(&,) = u(L,),

on définit ainsi une fonction d’ensemble m (e) surle corps des ensembles
. cylindriques dans &; on voit sans difficulté que :

1 m(&Z)=r;

2° m(&,)> o;

3° m(b)—l—m(@’)—~m(b+5’) si & et & sont deux ensembles
cylindriques disjoints [ Kolmogoroff, I, p. 27].

Il reste & voir si m (&) est completement additive (sur le corps des
ensembles cylindriques) ou, ce qui revient au méme, a essayer de
prouver que si &', &, ..., &%, ... sont des ensembles cylindriques
tels que : )

615625...06k>..,

et si hm m(@‘) =L>o, &= hm & n’est pas vide.

Sou; {xi b (j=1,2,...) une suite quelconque de fonctionnelles
linéaires de norme 1 et telle quun nombre fini quelconque de ces
fonctionnelles soient linéairement indépendantes. Soit S(a) la sphere
de & de centre 0 et de rayon a. Soit A, I'ensemble des points de R, de
coordonnées a, . .. a, lels que le systeme :

zi(2) = o, cee zh(2) = an
ait au moins une solution z telle que ||z | < a.

St & est réflexif, A, est férmé. — D’abord A, est borné, évident
puisque
y=azj(z) <% |2]l £a;
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ensuite soit P#(af) une suite de points de A, tendant vers un point P

¥ >a;. Ona: PeA,, cest-a-dire

de R, de coordonnées (a;), donc «;

qu'il existe un z € S(«) tel que :
zf(x)=a; (J=1,2, ..., n).
Une condition nécessaire et suffisante pour cela (E. Hille, I, p. 21) est

que, quels que soient les nombres a; (j =1, 2,..., n), onait :

n N n

Q U
(1) Z“i“i ZLa Z‘a/'x/ ,

j=1 j=1

mais le méme théoreme impliqlie, puisque P*e€ A,

n n .
k
(2) N ajaf|<a Y|,

j=1 j=1

Pour obtenir (1), il suffit de faire tendre & vers +- w0 dans (2).
Soit @, l'ensemble des x € & tels que le point P de R, de coor-
données [z} (), ..., xz,(x)] appartient & A, on a évidemment :

a,>8(a),
A, est un ensemble cylindrique, fermé dans &; il n’est pas borné en
général; il faut entendre par fermé que si 2y, ..., 2y ... €, et
si z;— 2, x appartient & Xy, '
Tout ensemble cylindrique &, défini parzj, ..., z, qui contient S (a)
contient & . - :

D’autre part, Q.1 c@y; en effet si z,€ Appa, les nombres
aj (j=1,2,..., n41) définis par :

xzf(zo) = oy (J=1,2,...,n+1)

sont tels que les équations
zi(x)=a; (j=1,2, ..., n+1)
admettent au moins une solution 2’ telle || #'|| < a, donc les équations
zf(z)=a (J=1,2,...,n)

admettent une solution #' € S (@), donc z € A,
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*
n

Remarque. — Si R,y correspondant a z7, ..., x,, x,,, est construit

comme produit de R, corréspondant axl,...,z, et d’une droite, A, est
la projection paralleélement a cette droite, de R4 sur R,.
Soit

n>+

£= lim @, f:l—[ai et £>5S(a)
1

Si la suite considérée {x; | est dense sur la sphere de rayon 1 de &*
(ce qui implique que &', donc & est non sculement réflexif, mais
séparable), £ =1S(a). '

En effet, si x, € £ n’était pas dans S(a) on aurait ||z, || > a et

|z} (20)| =|a;| < a pour tout i;
mais, d’autre part, il existe [E. Hille, I, th. 2.9.3] "€ & telle que :
| x*<x0)=llxogi et [a*]]=1.

La suite {2/ | étant dense sur la sphere unité, soit {z; | unc suile

tendant vers 2"
|2 (o) | = lim {2} (20)! £ a,

ce qui est une contradiclion avec
[2*(®0) | = [[ @0]| > a.
Donc £ cS(a) et puisqu’on a toujours £>S(«) :
£ =S(a).
Placons-nous dans ces conditions et soit p («) la limite pour 7 — -+ co
de m(A,); m(Xui1) = m(&Q,). Nous dirons que ¢(z") satisfait a la

condition C si, quelle que soit la suite {2, | dense sur la sphere unité
de &, lim p(a)=r1. Il est clair que
a>-+ »
playLe(a) si a<d.
Considérons des ensembles cylindriques & tels que

815825...8k58k+1> .., et limm(&k)=1>

Nous allons montrer que

3
. F—1i 3, — - s .
lim & 1.m[m [Ia/]
ji=1
n’est pas vide.
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On ne restreint pas la généralité en considérant une suite de fonction-
nelles linéaires { z; | de norme 1, telle qu'un nombre fini quelconque
soient linéairement indépendantes et que les fonctionnelles définissant e
solent 7, ..., z;. Soit E, le correspondant dans R,, de &,; on a posé¢

m(&y,) = u(Ey).

On peut trouver dans R,, un ensemble D, born¢, ferm¢, contenu dans E,,

tel que
€

w(Dy) > u(E,) —

D, définit dans & un ensemble cylindrique @, c &,, fermé¢ mais pas
nécessairement borné et
g
m(@,,) > In(5n>_ "27L'

n

Posons @nzl l @, et soit w, dans R, définissant C,,; v, est fermé,
k=1

borné, contenu dans D,, :
m(Cp)xm(B,)—exl—e¢,

donc
w(w,)> 1 —e.

Soit S(a) la spheére de & de rayon « et soit une suite de fonctionnelles
linéaires de norme 1, dense sur la sphere de rayon 1 de &', un nombre
fini quelconque de ces fonctionnelles étant linéairement indépendantes,
et contenant comme suite partielle la suite z); on ne restreint pas la
généralité en supposant que ce sont les z, elles-mémes. Considérons les
ensembles C,.S(a); siaucun n’estvide, ils ont une limite non vide. En
effet C,.S(a) étant supposé non vide quel que soit , soit z, € @,l.S(a)‘,
la suite x, est bornée puisque z,€S(a); & étant réflexif, une sous-
suile, qu'on supposera étre la suite elle-méme, a une limite faible z;

soit o} = x; (x,) et soit P{ le point de Ry de coordonnées (ay, ..., a}),
r€wy car z,€C(.S(a) pour k< n toul au moins, donc z, € Cy.

Si Py est le point de Ry de coordonnées o = z () (J=1,2, ..., k),

P, :P}mPZ, donc Prew, donc zeCy, ceci quel que soit k, donc )

z appartient a lim G, donc @ fortiori alim &, qui n’est donc pas vide.
ny» n-> o
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Supposons Cy.S(a) vide, alors C,.S(a) est vide quel que soit n N,
Je dis que s1 G,.S(a) estvide, G, @, Vest, du moins pour {> n. G, peut
étre représenté dans R par une « extension » w), de w,, si w,, et A, ont
un point commun P il y a un x€S(a) qui est €C, contraircment a
I’hypothese, donc w), et A; n’ont pas de point eommun, donc G, &;=o -
et alors C,, étant extérieur & A, (quel que soit { > n})

m(Cp) =m[XT — Q] =1—m(A,),

donc
m(A)L1—m(C) ZL1— 1 +¢,
donc
pla)L1—1+¢.
Si l'on a pris a assez grand pour que p(a)>1—¢ — ce qui est

. .. l. .
possible en vertu de la condition G — et e << ;ilya contradiction, donc

C,.S (@) n’est pas vide et 'on peut énoncer le théoréme suivant :

Tutorene 7. — St & est séparable et réflexif, une condition néces-
saire et suffisante pour qu'une fonction définie positive ¢(x"), telle
que 9(9")=1 soit une caractéristique — d’un élément aléatoire
proprement dit — est que o(z") satisfasse a la condition C.

Que la condition G soit suffisante résulte de la démonstration précé-
dente, la nécessité est évidente puisque :

a. Si & est séparable et réflexif, || z || est mesurable, c’est-a-dire que
m|[S(a)] existe quel que soit a;

b. et que m[S(a)]—>1 si @— o si X est proprement dit. La condi-
tion C pose deux problemes. '

Probléeme 1. — On peut se demander si toute fonction définie posi-
tive ¢(z") telle que ¢(8") =1 ne satisfait pas a la condition C. On sait
quil en est ainsi si & est-un espace_euclidien & un nombre fini, quel-
conque, n de dimensions. Un exemple va montrer que cela ne subsiste
pas dans le cas général.

Soit & I'espace de Hilbert, séparable et réflexif, des suites de nombres

2l 4o0; soit z; la

réels = (&1, ..., X, ...) telles que le,
k
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fonctionnelle linéaire définie par z)(x)=z;; toute fonctionnelle

linéaire est de la forme 2" =Y a,z;.

k
Posons

e i

on voit tout de suite que :

a. o(0")y=r1;

b. ¢(2") >1si 2" 0",

De plus quels que soient z,, ..., 2/, el les nombres réels ou
complexes ay, ..., a5, on a:

N olaty— ai]ag réel >o.
#f

Soient Xy, ..., Ny, ... des variables aléatoires ordinaires mutuelle-
~ment indépendantes, laplaciennes, d’espérance mathématique nulle et
d’écart moyen quadratique égal & 1; A toute

Y Q
z* =}_‘a/;x;., avec Z| arp |2<+o,
.k k

. . , . - ~ .

faisons correspondre la variable aléatoire Y :Z‘a/;X,;, celte série est
k

convergente presque sirement et aussi en moyenne quadratique puisque

2[ a;|*<<+ . Y est laplacienne, et
% :

2= |,
donce
ﬁzlakl’
E(eY)=e * =gq(a*).

Si Y () estlav. a. correspondant & z;), on voit que :

olaly—x] = E[eMe=Yi)],

R - S T o
;}. olzis— xiag ;= 2 Ela,2; el¥ip —¥;)] = E E[a, eYiwa; elly |
8 8 - 8
7 —_— 2
= F[ E ageiViga; eiY(p]: E[ E aj et ]éo.

& 8
Il en résulte que ¢(z") est définie positive. Or 9(2") ne satisfait pas
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a la condition C. En effet, avec la suite [x,:] construisons les &, de
la démonstration du théoréme précédent; on remarque que A, est défini
par :

n n
Nlalrza  ou Miat(z) g an
k=1

k=1

L’interprétation précédente de ¢(z*) avec les variables aléatoires Y

montre que :°
m(&,)= Pr‘[ 2 | X4 lzé-a‘z] = P(a, n).

_k=1
Le calcul de P(a, n) est élémentaire ; il montre que :

lim P(a, n) =0 quel que soit a.
n>» w

D’ailleurs, cela est évident car la série & termes positifs 2 | X |* est
k
p- s. divergente; on aurait pour toute définition de p(«) faisant inter-

venir toutes les x;, p(a) < lim P(a, n), donc p(a) = o quel que soita.
n> e

Remarque. — Dans l'exemple précédent, faisons la modification
suivante : supposons que I'écart moyen quadratique de X; au lieu d’étre

A 1
égal a 1 vaut U et posons :

o(x*)=E[eY], ou Y=2akxk,

Y est laplacienne

k

E(Y)=o0, E(Y?)= [2‘%],
donc -
p(a*) = ¢ ik,

9(2") est continue avec la convergence faible dans &, il suffit pour
le voir de montrer que p(z*) —1 si "— 0" faiblement; or si z* tend

faiblement vers 6, Eaz est borné soit << M et a; pour & fixe tend vers
- .

z¢éro

p
Z ai ~ a} AN a}
k —z k Z k.
k. k=1 k>P

~——— ——
A B
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I
On a B =M, A — o pour P fixe quelconque.
== P b
_\a o
SiT'on a pris P assez grand, I'exposant de ¢ — % est arbitrairement

petit. €. Q. F. n.

. L, e T . VLN
Mais, d’autre part, comme la série ZZ est divergente Zj}xl,.[- est
k A-

p- s. divergente donc P(a, n) — o quel que soit a.

Donc le fait que ¢(2") définie positive est continue avec la conver-
gence faible pour z* ne suffit pas a entrainer que o(z") satisfait a la
condition C. '

Probleme 2. — Etant donné ces exemples, il faut rechercher des
_ critéres simples permettant de reconnaitre si unc fonction définie
positive ¢ (z") satisfait ou non a la condition C.

Soit & un espace de Banach séparable et réflexif, et g,(2"),
9a2(x"), ..., 9u(x"), ... unc suite de caractéristiques telles que :

a. Il existe « positif et s positif tels que, quel que soit n :

E [[IX][*] = s <%
b. lim ¢,(z') =o(x");
n>—+ o

c. Il existe A tel que, quel que soit z* satisfaisant a || 2"

| <A
jo,(x*)—9(x2*) —o0 uniformément en z*.

@(x") est évidemment définie positive.
Considérons la loi £2, correspondant a la caractéristique o, I'inégalité
de Bienaymé donne :
st
Prin[ [ Xl <a]l>1— (—" (« positif).
Utilisant les notations du théoréme de Bochner généralisé, on a quel

que soit & :
%

Pr(/l)[xe(ﬁlk] = m,,(ak) = }.1-/1(‘A/¢\) >1— 2—’;)

lim m, (Qr)=m(@A)>1—

s
"> a

et, par conséquent :

. . . §%
p(a):/LlT m(Q)>1— el

~

lim ¢(a)=r1.
a»-+ =

INSTITUT HENRI POINCARE, — X1, IIL. 16
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La condition C est satisfaite, donc o(z*) est une caractéristique el
définit une loi £2; d’ou :

Tueorive 8. — S7 une suite de caractéristiques ¢,(z") converge
uniformément en z*, pour tout z* tel que ||x"| <A, vers une
Jonction o(z"), si de plus Ul existe x> o tel que E,[ || X]|*] est uni-
Jormément borné, alors o(x") est une caractéristique.

I se pose alors le probleme de savoir si £ est la limite des lois £7, et
d’abord le probleme de définir la convergence d'une suite de lois vers
une loi limite.

Ezemple. — Soit toujours un espace de Hilbert séparable & et
soit &y, ..., Zn, ... des vecteurs orthonormés, soit m, la l[-mesure -
constituée en placant la masse 1 en z, et rien ailleurs; sa caracté-
ristique o, (") est

:?n(@") = elr*{ay)
si 2" étant fixe quelconque, 7 tend vers + «, * (z,) = 0, donc ¢, (z")— 1
qui est la caractéristique d’une masse 1 concentrée en 8 : on voit que
m, ne tend pas vers cette répartition bien qu’il y ait convergence des
caractéristiques.

CHAPITRE 1V.
ELEMENTS ALEATOIRES LAPLACIENS.

I. — DEFINITION DES ELEMENTS ALEATOIRES LAPLACIENS.

Définition. — Un élément aléatoire proprement dit X, a valeurs dans
un espace de Banach & est un élément aléatoire laplacien si z*(X) est
un nombre aléatoire laplacien quelle que soit la fonctionnelle z* € T*
[E. Mourier, IV].

Cette définition d’un ¢lément aléatoire laplacien a déja été proposée
par M. Fréchet [M. Fréchet, IV] et comparée par cet Auteur a une
seconde définition, déduite de la généralisation d’un théoréme de
S. Bernstein, qui suppose 'existence de E[ || X|[*]. Un résultat récent
de M. G. Darmois [G. Darmois, I] permet de supprimer cette hypothese.

Il est alors possible de démontrer Péquivalence des deux définitions
quel que soit I'espace de Banach &. C’est ce que nous nous proposons
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de faire dans ce qui suit. Nous aurons pour cela besoin d’établir
quelques propriétés caractéristiques de I'indépendance de deux éléments
aléatoires dont la définition a été donnée au chapitre II (p. 173).

Turorime 1. — Pour que deux éléments aléatoires X, et X, soient
indépendants, il faut et il suffit que pour tout x}, 2, € T} < &} la
caractéristique du couple Xy, X, soit le produit de la caractéristique
de X, par la caractéristique de X, ¢'est-c-dire que:

P(z}, x3) = 31(x7) 9:(23),
ot 91(zy), @a(xy), ®(x}, z}) sont les caractéristiques de Xy, de X,
et du couple Xy, X, respectivement. '

Par définition méme de la caractéristique d'un ¢lément aléatoire (11) :

o1(#1) = E[ et} %] = f et} (Sl (1),
T,

fonction de z; définie pour tout z} € T:.
De méme, la caractéristique de X, est :

ea(x3) = E[ eixi(Xy)] =f el (X dusy (&2 ),
$2

“fonction de z; définie pour tout z; € T;.
Et la caractéristique de Xy, X, € Ly < L, est:
B(a, o3) = B el X+t (%]

= ell@lr+a ] odh (g e2)
T, <,

définic pour tout z}, z; € (Ly < Ly)' '~ L) < T} (chap. II; p. 173).
En effet, toute fonctionnelle linéaire 5* sur &, > Ly est du type
(1) _ (&1 @2) = 2} (1) + 23 (22);
d’abord (1) est bien une fonctionnelle lincaire sur &, < &,. Elle est
additive puisque z} () et ;(22) le sont, et :

|2 (@, @) | Z [ @] | oy ||+l ) ][] 22 |

si || @1, 22| reste finie, |2y || et ||z, || restent finies, donc | 5" (21 22) |
reste finie, donc la fonctionnelle bornée.

(') Les notations sont celles du- chapitre II.
16.
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Ensuite toute fonctionnelle linéaire sur &; < &y est du type (1),
en effet :

(@, 22) = 2" (@1 + 8, 0+ 22) = 2" (21, 0) + 2°(0, @2).
Si X, et X, sont indépendants
h(e1x g2) = 11(€1) > pa(€2)

quels que soient &, € Fy et ey € F,, done [P. R. Halmios, I, p. 146]

(2) bz}, 23) = e (1) et} (v du,y (ep) da(€r)
2, <,

= [ ettimidu,(e) [ emiinidunen),
2, 2,

D(zt, #3) = i (21) 9a(a}).

Inversement, si la caractéristique de X, X, est de la forme (2)
quelle que soit z}, x; € Ly < &;, X, et X, sont des éléments aléatoires
indépendants, en effet la caractéristique détermine la mesure surle plus
petit corps de Borel qui contient le corps des ensembles cylindriques.

Remarquons que si une caractéristique @ (z;, ,) est le produit d’une
fonction de #] par une fonction de 7} : '

@ (21, #3) =f(21) 8(23),

S (x]) et g(x;) sont nécessairement les caractéristiques de X, et X,
respectivement ; pour le voir il suffit de faire 2] = 0" ou 2] =0".

Tuikorine 2. — Pour que deur é. a. Xy et X, sotent indépendants,
d faut et i suffit que, quelles que soient x} € L et x,€ X}, x}(Xy)
et z;,(Xs) soient des variables aléatoires indépendantes. '

- Que la condition soil nécessaire est évident; qu'elle soit suffisante
résulte du théoréme précédent et du théoréme sur I'espérance mathé-
matique du produit de variables aléatoires indépendantes.

En effet : ‘
O(zizy) = E eil*] X+ (X)]
‘= E [ et (Xy) givt (X9

= o1(@1) ga( @)

Tukorise 3. — Si X est un é.a. dans & tel que E(X)=0, X" un
é.a. dans & et st X et N* sont indépendants

E[X*(X)] = o.
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En effet,
E[X*(X)] = E[E[X*(X)/X*]];
or pour z" fixé, quelconque
E[X*(X)/X*= o] = 2" E(X)] = o,

puisque par hypothése E(X)=0.

Tutorisve 4. — 8¢ X" est un é. a. dans &' tel que E(X*) = 0%, X un
é.a. dans & et si X et X* sont indépendants, .

E[X*(X)] = o.

En effet, on sait [E. Hille, I, p. 22] qu’a tout z€ & on peuL associer
" € & tel que pour tout z* € L on ait
x*(x) i x**(x*)
On a donc :
E[X(X)]=E[X*(X")];
or, d’apres le théoréme précédent, si E(X*) =0, on a :

E[X*(x)] = o

et, p'ar conséquent,
E[X*(X)] = o.

Propriétés des éléments laplaciens. — Si X, ..., X, sont des ¢. a.
indépendants, laplaciens, a valeurs dans &, 2, un élément certain de &
et ao, ay, ..., a, des nombres certains Z = aox¢+ @y Xg +...~ @n X,

est laplacien,
En cffet,

(L) = ay 2" (zy) + «c,x*(Xy) +. ..+ a,x*(X,)
d’aprés un théoreme classique du Calcul des Probabilités z*(7Z) -est
laplacien et ceci pour tout z*, donc Z est un élément laplacien.

Inversement, siZ—aX + bY est laplacien et si ab est différent de
zu'o, alors si X et Y sont indépendants ils sonl aussi laplacicns; en
eflet .

2 (L)= az*(X)+bz*(Y),

z"(Z) est une variable laplacienne, 2*(X) et 2*(Y) sont deux variables
indépendantes, puisque X et Y sont indépendantes, elles sont donc
laplaciennes (théoréme de Lévy-Cramer), donc X et Y sont des éléments
laplaciens.
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Soit X un ¢lément aléatoire: laplacien et z* un élément quelconque

2

de &, désignons par o2, la fluctuation de z*(X),
o= B{2*(X) — E[2*(X)]}%;

2*(X) est une variable aléatoire laplacienne donc E[z*(X)] et o2, exis-
tent et sa caractéristique g, (9) est : '

WwE[x*(X)] _f;u‘: olx

(1) Par(0) = E[ev®N] = ¢ )
mais en désignant par ¢ (2*) la caractéristique de X

9xx(90) = E[etva*X] = o (v2*),
(1) peut s’écrire

. 1 =
iE[va*r(X)} — 3 G ox*

fun(0) = ¢ = o(va*)

et donc pour tout " € L* :

(2)

: Bt (X)) —Lo2r .
Plan =e e

Inversement, supposons que X est un élément aléatoire dont la caracté-
ristique est de la forme (2). Quelle que soit 2" € &, la caractéristique
de 2" (X) est :

. 1 . 1
iE{va*(X)]— 0"?’:* U'E:.’L’*(X)]—Q—V’ O %

far(v)=o0(va*)=¢ =e ) :

donc #*(X) est une v. a, laplacienne et X est un élément aléatoire
laplacien.

Le théoreme de S. Bernstein sur lequel s’appuie M. Fréchet est le

suivant :

Pour que deux nombres aléatoires indépendants X et Y, chacun -
pourvu partout d'une densité de probabilité et ayant la méme fluc-
tuation finie et non nulle o2, soient deux variables laplaciennes,' il
Saut et il suffit que les deux variables X +Y et X —Y soient indé-
pendantes. ‘

Au moyen d’une démonstration différente de celle de S. Bernstein,
M. Fréchet étend cette proposition au cas ou 'on ne suppose pas I'exis-
tence d'une densité, il définit la fluctuation d’un é.a. a valeurs dans -
un espace distancié complet comme étant-la borne inférieure de 'espé-
rance mathématique du carré de la distance de X et de @ quand «,
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élément certain, parcourt I'espace. Il montre que si X & valeurs dans
un espace de Banach & est tel que : '

1° sa fluctuation est finie ; .
2° il existe dans le méme espace & un autre ¢lément Y indépendant
de X et tel que X+ Y et X— Y soient indépendants, X est laplacien.
q P P

Inversement M. Fréchet montre que si & posséde une base et si X
est laplacien il existe un élément aléatoire Y indépendant de X tel que
X + Y et X—Y soient indépendants. )

Tuiorewe pe G. Darmors. — Deux variables aléatoires indépen-
dantes X et Y sont nécessairement laplaciennes si X +Y et X —Y
sont indépendantes.

Tutorive. — & étant un espace de Banach quelconque, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un é. a. X a valeurs dans &
soit laplacien est qu'il existe un é. a. Y a valeurs dans &, indépen-
dant de & et tel que X +Y et X —Y soient indépendanis.

La condition est suffisante, en effet : X et Y étant indépendants ainsi
que X+ Y et X—Y, il en est de méme de 2" (X) et 2°(Y) ainsi que
dexz"(N4+Y)etz"(N\—Y) (¢f. th. 2 p- 228).

Or A

(X +Y)=a"(X)+2*(Y),
quelle que soit 2" € L el
(X —=Y)=z"(X)—z*(Y).

Done, d’apres le théoréme de G. Darmois, le nombre aléatoive z*(X)
est laplacien et ceci quel que soit 2 € &', par conséquent X est
laplacten. ‘

La condition est nécessaire, en effet soit X un é. a. laplacien et Y
un ¢. a. indépendant de X et de méme loi. Soit ¢(*) la caractéristique

de X

’ R zxs;,mxn—-% Gix . .
s(x)=e : (r*eZ).

T

Posons U=X 4+ Y et V=X —Y, U et V sont deux ¢. a. laplaciens
avaleurs dans le méme espace &. Désignons leurs caractéristiques par oy
et gy et par ¢y v celle du couple U, V. X et Y étant indépendants et de

méme loi :
) =[g(az*)] = ez‘zr:[..;nx;i_oi.7
y=e"°7
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done
ou(@*) oy (") = eI2El*(X)]~02—ayl,
D’autre part:
eyv(Zh y") = E{ell U+ (v
=E‘c”"~'(")+' (Y) 3% (X)— :(\)J
=E { UL 3%) (X) o (% —ey ] (V) }
= E[elt*+)%) M) E[eiter—y4)¥)|
=g(2'+y" ) o(a*— "),

car X et Y étant 1ndépcndants, il en est de méme de (2" + y )(X
(2" —y")(Y) quelles que soient 2" et y* € L, donc :

o 1 N
TE[(x*4)*)(X)]— 3 ai*+ 5* i E [(a*—y*)Y)] — _1; T 2% 4 y

‘?U’v(‘z‘*f.}/*) =e

.

mais :
E[(z*+ ") (X)] = E[(2*(X) + y*(X)] = E[2*(X))] + E[y*(X)1,
E[(z"—y") (V)] = E[(z*—y*)(X) = E[2*(X)]— E[3*(X)],
Siatyx = O3 = Gk,
0‘_%*_)-* =03 + G;—)**y .

donc :

CPU,V(‘T*7 }/*) = ei?E[;u*(X)!—ci,—aﬁ.*= :?U(x") ;P"(ny* )‘

Done U et V sont indépendantes.

Si X a une fluctuation nulle, X est un ¢lément presque certain de &
et réciproquement; dans ce cas pour toutz* € &*, " (X) est un nombre
presque cerlain. Réciproquement M. Fréchet a montré [M. Fréchet, 1V],
que, si & posséde une base, z*(X) ne peut étre presque certainement
constant que si X est un élément presque certain. Dans le théoréme
précédent, si X a une fluctuation nulle il suffit de prendre pour Y
n’importe quel élément certain de & pour que X + Y et X — Y soient
indépendants. Ainsi qu'on le fait dans le cas des variables aléatoires,
nous considérerons qu’un élément presque certain vérifie une loi de
Laplace singuliére.

L’étude précédente pose un certain nombre de problémes : nous
avons vu que si X est un é. a. laplacien, E[#"(X)] existe quelle que
soit z" € &. 1l s’agit d’une condition nécessaire mais non suffisante
d’existence de E(X), donc premier probleme : que peut-on dire
de E(X)?

Ensuite que dire de || X [|? de E|| X]]2]?
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Nous avons vu que la caractéristique d’un élément laplacien X est

. LB Ler (X)]— & E{a%(X) — B (X)]:
o(x*)=¢e 2 ;

inversement élantl donnée une fonction de la forme :

iE[a* (X)) —-1 ELe*Y) - E(er (Y2

f(:»l‘*)=e )

ou Y est un ¢. a. a valeurs dans &, existe-t-il un élément aléatoire N a

valeurs dans & dont J(x") est la caraciéristique ?

II. — ELEMENTS ALEATOIRES LAPLACIENS DANS UN ESPACE
DE HILBERT.

Nous allons étudier ces problémés dans le cas particulier ou & est un
espace de Hilbert séparable €. Nous savons que, alors,

X || est mesu-
rable (¢f. chap. 1, p. 168). 1l existe un systéme orthogonal { x;} tel que
tout z € I soit de la forme : ' :

—~
x =Z a;x;

i

les a; étant des nombres tels que

Zlai{2<+oo
i
et

o
@ 2= | a2
i
Toute fonctionnelle lincaire z* () est de la forme :

x*(w) =2 ai &y,
1

les o; 6tant des nombres tels que

et
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c v | . - ) .
SiX :24 A;zi est un é. a. laplacien, z*(X) est, pour tout z* € ¥¢", une
i

v.a. laplacienne, considérons une fonctionnelle ] définie par ) () = a;.
z; (X)=A; est une v.a. laplacienne, donc quel que soit 7, E(A))
et E[| A;|?] existent et sont finies.
Posons :
m;=E(A;), of = s2(Ay).
D’autre part,

Siar=ix

1

2= p2

converge presque-siirement vers une v. a. proprement dite.

Considérons le point P, de coordonnées (Ay, Asy .., Ay) (cf. figure,
p- 235), ¢’est un point aléatoire laplacien dans un espace euclidien E,, a
n dimensions, & axes orthogonaux; soit M, le point de E,, de coordonnées
(my, my, ..., m,), M, estle point central de la distribution dans E,,. On a : .

n
DALY =T
i=1

Soit 1 le plan (dans|E,) passant par M, ct perpendiculaire & OM,,,

= 0P

-0
NS
e

c’est un plan diamétral pour Vellipsoide d’6quidensité donc il y a une
probabilité g pour que P, soit au dela de I, donc une probabilité supé-

. : T Y
ricure ou dgale a - que 02> OM,.
. < 2 ¥ —_— n

n

Si1 OM? :2]m,~|‘-’ n’était pas borné, il y- aurait une probabilité
i=1

supérieure ou égale a 5 que 02 ne soit pas borné : impossible. Donc
Z[mi[?<+w.
i

Soit m le point de J€ de coordonnées m;, X et X — m sont laplaciens
en méme temps, et si 'un a une e. m. il en est de méme de V'autre
(chap. I, p. 163); il nous suffit donc d’étudier X — m, soit encore de
supposer les m, tous nuls, ce que nous ferons dans ce qui suit.

Soit z* (o, aay .vy gy L), Zlafj2<+oo, une fonctionnelle
- .

quelconque € JC*, ct soit z, (o, ..., @y, 0, 0, 0, ...), z, lend
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fortement vers z* lorsque 2 tend vers + oo, donc, ¢(z*) désignant Ia
caractéristique de X, ¢(z;) tend, uniformément en z*, vers g(z")
(¢f. chap. III, p. 207).
Or, #;(X) est une v.a. laplacienne a e.m. nulle et z*(X) est
une v. a. laplacienne, donc :
E[«*(X)] = lim E[2}(X)]=o,
: N>t

d’otv 1l résulte que 0 est 'e. m. de X, donc :

Turorkne 1. — Si X, a valeurs dans un espace de Ililbert sépa-
rable, est laplacien, E(X) existe.

&X:Z&m
i

E(X):ZE(A,)@.

i

Calcul préliminaire. — Soit Z une v. a. laplacienne a e. m. nulle
et e. m. q. 0. Calcualons la caractéristique 9,, de 72,

52 2

+ o + % s . PR,
1 Y] 1 — 5o (1200 0%)
2= — f evs’e Tz = — f e 2°° dsz.
V2ns \/2zc - w

—

Posons

I e 2
9= o= - f e *du:
\/27:,/1——2wc2 .
-

0= —_—
'/ £] g
Vi—2ies2
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Soit X :EA,-.’L’,» un é.-a. laplacien dans J€ tel que E(A;) = o quel

que soit Z, et P, le point de E, de coordénnées (A4, ..., A,); les A;
sont des v. a. laplaciennes, mais pas forcément indépendantes. Dans E,
on peut prendre de nouveaux axes orthogonaux (), ,, ..., z,,) tels que

les A, ..., A

it . soicnt des variables aléatoires laplaciennes et indé-
pendantes E(A’, ;) = o quel que soit ;.

On a

’ n
oh =X Ay I

j=1
Posons

12y=E[ AL, don  E(sd) =X

nous allons montrer que les 1, ; sont bornés.
Soit A, ; le A}, ; qui, pour n fixé, a le plus grand A, ;. Si |A} ,|>> C2

i
a fortiori p>> C?, supposons que kA, n’est pas borné quand n tend
vers -+ oo, .

u?

+ x —
Pr[A2;: > C] = FZT_f e ikdu (G positif)
2T hnkvVe

+w S

2 -3 .
f e *dt.
2 C

A,k

a

Prenons C =12,
‘ o

+ %
N 2 -3
Pr[A}l?,k>/\,2,’k]=—=f i,
27 Yy

quantité qui n’est pas petite, donc si Ay n'est pas borné, il y a une
probabilité pas petite que p2> C? (C? trés grand), ce qui est impossible
puisque _ : '

92=ZlAi|2>P}i
i

est p. s. convergent.
Donc les 1, ; sont bornés, donc la caractéristique de p;

on() =f](1 —0in )
j=1

est réguliere dans un cercle (y) de cercle O et de rayon fixe, non nul,

o] >

»
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et il est par conséquent légitime d’utiliser un développement limité
de 9, (¢) au voisinage de l'origine.
Posons

p— 7 ) 2
uj=210} v,

. I
() = logga(v) =— 1 Flog(t— ;)
" n n
o LI, ! ul
= uj+ o QUi+ ST
1 1 1
n n n 2
AN N, I
@n(‘;)=1+;2‘u/+22‘u;+§ Zu/ +.,
j=1 1

=1

n i 2

n n
~ I
j— y 2 & 32 3
Pn(v) =141 2 v — 2)\,,,,4— 5 E g 24 (...) 3
j=1

i=1 j=1
Mais, d’autre part, en désignant par M,, M, les moments d’ordre 1 et 2
de p;, on a
. 9,,(v)=l+iM1v—;Mgv?—o#(...)v"

cl, par conséquent

n

M, = 21;2,,,-,

j=1
n n 3
U Ql
My=2 : )\,,;’I—h : );‘:’ y
/=1 j=1

d’ou ‘
n N
22(p3) = My— M3 = 227\,&1,,-.
j=t1
Imaginons que les 2,,; sont tous égaux 1, on a alors :
Efpi]=n,  o(pi)=2n.
L’inégalité de Bienaymé donne, quel que soit {3,

2 2 2n
Prijei—E(pi) | < Bel>t— s

et a fortiory

PP[P%>’Z—¥3”]>1—W§
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2n ‘ .
T— tend vers 1 quand n tend vers 4 o donc, en prenant 3 infé-
¢ .

rieur a 1, la probabilité que p} soit grand n’est pas petite; ce résultat
est a fortiori exact si les 2, ; sans étre égaux entre eux sont tous au
moins égaux a 1, et cela prouve que les 2, ; ne peuvent étre tous supé-
rieurs ou égaux a 1. Soit ¢, le nombre des 4,;(j=1,2,...,7) qui
sont supérieurs ou €gaux a 1, supposons que ¢, n’est pas borné lorsque

n tend vers + . Dans

‘n

h= D Al

i=1

négligeons tous les termes pour lesquels le &, ; correspondant est infé-
ricur & 1, ce qui revient a considérer un o,. pour lequel tous les A,; sont
supérieurs ou égaux a 1; d’aprés ce qui précéde quel que soit C2, aussi
grand que 'on veut, il suffit que 2 soit assez grand pour que la probabi-
lité de p? supérieur a C? ne soit pas petite, ¢’est impossible puisque ¢},
est p. s. convergent. Donc ¢, est borné.

Supposons que E(pi):EliJ tende vers —+ o lorsque n tend

vers -+ .
Soit £ inférieur a 1, I'inégalité de Bienaymé donne :

n

S
2 E An,j

N 9 2 _ P9 Loy 2,2 j=1
Prigz>E(pd)(1—3)]=Pr[|ei—E() I <BEGD I 11— ——F——°
- | ( PRy
\Nj=1.
Etudions la (uantité :
n . n
~ .
22‘ h 2/\,’;’/
) _ j=1 2 j=a 1
=== " 7
;
-~ 9 k‘i
S EPRYY PRIIDNEY

j=1 j=1 . j=1

Nous avons démontré que lorsque n tend vers oo, les A ; sont
bornés ct que les A, 4 supéricurs ou égaux a 1 sont en nombre fini, donc:

k

Mo

i nk;
lim A=k -0
N>+ »n



'ELEMENTS ALEATOIRES DANS UN ESPACE DE BANACH. 239

Pour j # ki,
hn <1, donc 2} ;< 15

donc
D
JE£ki
Zh 1.
i=1
Donc .
lim Q,=o0, .
M - o .

ce qui prouve que la probabilité que p%> E(p;) (1— ) n'est pas pelite;
or par hypothise E(p2) tend vers -+ oo, donc la probabilité que p;, soit
supérieur a G2, quel que soit C2 n'est pas petite, c¢’est impossible, donce
E(pl) est borné. ' ’

p2= lim p}, donc, d’aprés le lemme de Fatou, E(p?*) existe ct

>+
E(p)< lim E(pz).
ny—+4w
Tutorine 2. — Si X @ valeurs dans un espace de Hilbert séparable

est laplacien,
E(IIX[]?) <+ .

Nous avons utilisé la propriété bien connue que si P, est un point
aléatoire laplacien dans un espace euclidien E, a n dimensions, il existe
un systéme d’axes orthogonaux dans E, tel que les coordonndées de P,
soient des variables laplacicnnes et indépendantes. Cette propriélé
subsiste-t-elle dans le cas d’un point aléatoire laplacien I’ dans un espace
de Hilbert séparable J€? Autrement dit existe-t-il dans J€ un systeme
orthogonal { )} tel que si X est un é. a. laplacien a valeurs dans JC,

X :EA}:U}, les A; étant des v. a. laplaciennes et indépendantes ?
j
Soit, avec le systtme orthogonal {z;|, X :ZijJ-, toute fonclion-
oo ) /
nelle linéaire est de la forme
- N
x*(f&) =2‘1/A/’,
J

les a; ¢élant des nombres tels que Zl ajP<<+w

Ef{[«*(X)]2] = E[ZajxchjAk] =27‘jk°€j1/¢= D

jk 7k
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en posant
E(AjAL) = rji;

® est une forme quadratique hermitiennc.

’ |Vl
¢, = Z Tik%jo;

Considérons la réduite

Jrk<n
: n .
Rl ~ -
b, = 2‘ PiR% ok ::Z [ 2 l'ik‘ocjozkl +2 27‘jka/ak.
/> knon t.us i=1t Lk>n i>n k

deux < n
. NIDRT
Supposons que Z] ajP<Zr,

ExiA,'

J

=|z"(X)| <ll«" LI XN < X1,

i 2)’/&0!1'0:/(:}3 i ZajakAjAk].

=1 k>n j=1 k>n
Or,
Z‘ Z.(,OL/(A,A/(—Za,A,ZaLAk,
j=1 L>n =1 k>n
Q
Za/A; Zuix),
j=1
¥
N i 43,,[2]Ak( }
k>n k>n

ol ¢, est un nombre borné par 1.
On a de méme

2 Za,mkA/Ak

i>n k

4nxnen[>1A,|2]

j>n

. S - -1l

¢l puisque X]A/,. [2=|X]}* est p. s. convergentc, [ 2|A/|-’J— tend
k ’ k>n

vers zéro p. s.-quand » tend vers - co.

Par conséquent, @, tend vers @, uniformément en 2;, pourvu que

a2 1, il en résulte [F. Riesz, I, p. 113] que @ est complétement
| %J p q P ]
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continue et donc [F. Riesz, I, p. 146] admet une décomposition de

la forme
o 0 2
@:23,<21,wk> )

=1 k=1

les formes linéaires Elj,{oz/; ¢lant normés et orthogonales deux a deux,
&
c’est-d-dire qu’il existe des sy, 51, ..., s/, ... et des points 7, ..., &), ...
deux a deux orthogonaux, || z;|| =1, tels que
© =N s [2" (2]
j

si 'on prend les 2, pour nouveaux axes on a

@:23,&;’.
.
Or,
©=E{[a*(X)]] =Y [%a E(AjAR)],
jk
donc .
E(AjAL) =0 si j#k,
E(A7) =s,

c’est-a-dire que A} et A} (£ k) sont des variables aléatoires non
corrélées ce qui entraine, les A} étant des variables laplaciennes,
qu’elles sont indépendantes, et que 'une d’elles A, est indépendante de
Al .. Aj, quels que solent n, ji, ..., Ju, KA Ji(i=1, ..., n), donc

71

Tukonine 3. — St X est un é. a. ¢ valeurs dans un espace de Hilbert
séparable I, il existe dans IC un systéme orthogonal { x| tel que .

X =YajA),
J

les A étant des variables aléatoires laplaciennes et indépendantes.
j !

Enfin, cherchons si toute fonction de la forme

PE[x*(Y)]— %E{ [2*(¥) —E (x*(Y)) |

f(x*)=e . P

ot Y est un 6. a. a valeurs dans JC, est la caracléristique d’un 6. a. a

valeurs dans JC.
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Nous supposerons que Y est tel que E(]]Y[]*) = s2, ce qui implique
que E(|Y|) et donc, puisque J€ est séparable, que E(Y) existe.
On peut alors, sans restreindre la genérahté supposer E(Y)=0; on
se rameéne ainsi a

1.,
—3E(la* (M)

S@)=e

Considérons n ¢léments aléatoires indépendants, Yy, Yo, ..., Y, de
méme loi que Y et soil

Z,= L_(Y1—|—Y2+...+ Y,).

Vn

Dans JC le carré de la norme, || Z,|*,- est égal au produit scalaire
(Z,l, Z,l), donc

B2 T = 2 ELYG V)T
. o
sl l:] :
E[(Yh Yj)] = E[]| Y;|]2] = s%;

sii#j: (Y, Y,) estune fonctionnelle linéaire de Y; et E(Y;) = 0, donc
d’apres le théoréme 3 du paragraphe I de ce chapitre,

E[<Yia Y/)] =
et, par conséquent,

ns?

EZulF]= - = s

" Soit ¢ (") la caractéristique de Y, celle de Z, est

b =[¢ (5] =] S T R Py (:,” )

ol @ <:/c%> — o quand n%n—>o (th. 4, chap. III),

log®,(#*) = — LE[|*(Y) 2] +[| " (—})

Donc si [|#* || << A, A > o quelconque, ®,(2") converge uniformément
vers f(z") et, par conséquent, (th. 8, chap. III), /(") est une caracté-
ristique; c’est donc (§ I, chap. IV) la caractéristique d’un ¢élément
laplacien X, d’ou : '
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Tukorinr 4. — Toute fonction

(Bl (Y)]— SE{ [ (V) — E(a* ()]}

f(z"):e )

ot Y.est un é. a. a valeurs dans un espace de Hilbert séparable, tel
que E(||Y |?) = 52, est la caractéristique d’un é. a. laplacien.

La démonstration du théoréme précédent nous montre également que :

Treorene 5. — S7 Yy, Ya. ..., Y, sontdes é. a. indépendants et de
méme lot, a valeurs dans un espace de Hilbert séparable, et si

" L(l]YzIP):‘z- é(Yl-l—.“—l-Y,,)
(s
converge au sens de Bernoulliy lorsque n——+ <, vers un é. a.
laplacien.
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