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Éléments aléatoires
dans un espace de Banach

par 

Mlle Edith MOURIER.

INTRODUCTION.

Jusque une époque récente, l’objet du Calcul des Probabilités a été
l’étude des nombres aléatoires ou, probabilités géométriques, l’étude d’un
point aléatoire, défini par ses coordonnées, dans un espace euclidien.
Le développement du Calcul des Probabilités et de ses applications
impose l’étude d’éléments plus généraux: séries, vecteurs, fonctions,
courbes, transformations, ... aléatoires. M. Fréchet [M. Fréchet, I,

p. 2 I ~J-J I 0, (’ ) a montré là’ nécessité d’une étude systématique
d’éléments aléatoires abstraits; nous ne reviendrons pas sur ce point.

L’ensemble des déterminations d’un élément X constitue l’espace ~’,

de X et chaque détermination de X est un point de X. La définition
d’éléments aléatoires abstraits (é. a.), implique l’existence d’une mesure
ou probabilité sur X; il faut d’abord introduire les ensembles mesurables
formant un corps de Borel F : les éléments de F sont des sous-ensembles .

de ‘’ et X lui-même fait partie de la famille fi ; puis la mesure elle-
même p. telle que à tout A corresponde

(~(A)~~a ~ 

i i 
’

si les Ai en infinité dénombrable sont deux à deux disjoints. La

généralisation de la notion de loi de probabilité est alors immédiate :
c’est l’ensemble des probabilités de tous les éléments de g. Les notions

( 1 ) Les [ ] renvoient à la bibliographie, p. 243.
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de valeurs centrales, dispersion, etc. impliquent celle de « voisinage » ;
il doit donc y avoir une topologie sur ~E. Toute distance définit une
topologie rnais il peut y avoir une topologie dans un espace sans distance ;
toutefois, nous nous bornerons, comme M. Fréchet, aux espaces .

distanciés.

On peut alors, ainsi que l’ont fait M. Fréchet [M. Fréchet, I] et

S. Doss [S. Doss, I], généraliser la notion d’espérance mathéma-
tique (e. m.) ; toutefois, si l’on veut généraliser l’espérance mathématique
en tant qu’opération linéaire, il faut qu’une addition soit définie dans X,
finalement que X soit vectoriel ; on peut alors faire directement une

généralisation de la loi classique des grands nombres. Notons que
S. Doss [S. Doss, I] considérant le cas où X, est distancié mais non .

»

.

linéaire, définit l’analogue de i=1 n comme étant tout élément Zn, s’il

existe, tel que : 
’ 

.

° 

03BB) ~I n  (Xi, 03BB)

quel que soit i~, (a, b~ désignant la distance de a et b.
Il peut ainsi obtenir une loi des grands nombres, mais, sauf dans un

cas très particulier, il n’a ni théorème d’existence, ni théorème d’unicité.
Nous voyons ainsi que nous sommes amenés à considérer des espaces
distanciés et vectoriels ; plus précisément, nous nous limiterons aux
espaces de Banach, c’est-à-dire à des espaces vectoriels, distanciés,

complets et où la distance est définie à l’aide d’une norme: Les

fonctionnelles linéaires ( ~ ~, réelles ou complexes, relatives à ~E seront
appelées x*; elles forment l’espace conjugué ~‘~* de ~; qui est lui-même
de Banach.

Nous supposerons que la mesure définie sur NC est telle que toutes les

fonctionnelles linéaires sont mesurables ; on dira alors que la mesure est
une L-mesure.

Dans ces conditions, nous étudierons la définition et l’existence

d’une e. m. (chap. I) et nous établirons des lois des grands nombres en,
moyenne ou presque-sûrement (p. s.) au point de vue de la convergence

’ 

(~-) Dans tout ce qui suit, « linéaire », implique : additif et continu.
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faible et aussi de la convergence forte (chap. Le chapitre 111 est

consacré à la définition et à l’étude de la caractéristique d’un élément
aléatoire, enfin dans le chapitre IV nous définirons et étudierons les
éléments aléatoires laplaciens.

Les principaux résultats démontrés dans cette Thèse ont été résumés
dans les Notes suivantes : : 

’

Ë. MOURIER, C. R. Acad. Sc., fi,. 229, I949, p. I300; t. 231, I950,
p. 28 ; t. 232, I95I, p. 923; t. 236, I953, p. 575.

Je suis heureuse d’exprimer ici à M. le Professeur Ç1. Darmois ma
respectueuse reconnaissance pour l’intérêt qu’il a porté il ce travail, ses
observations et ses conseils si utiles.

J’adresse également mes vifs remerciements à M. Fréchet dont les
travaux récents m’ont founi le sujet de cette étude et qui s’est toujours
intéressé à mes recherches, me faisant profiter de nombreux et instructifs
entretiens. ,

, CHAPITRE I.

DÉFINITION ET ÉTUDE D’UNE ESPÉRANCE MATHÉMATIQUE
DANS LE CAS D’UNE L-MESURE.

En Calcul des Probabilités on définit l’e. m. de variables aléatoires

(v. a.) numériques, mais depuis longtemps, dans diverses applications, on
a défini, et l’on utilise couramment, des « valeurs moyennes » d’éléments
qui ne sont pas des nombres. Par exemple rien n’est plus familier à
l’artilleur que le « point moyen )) qu’il définit par la propriété que les
coordonnées de ce point sont les e. m. des coordonnées correspondantes ;
c’est-à-dire que, si l’on désigne par Xi(M) la coordonnée d’un

point M, le « point moyen )) E (M) est défini par la relation :

X~ ( ~%(M j ~ _ ~:[~~( M)~ ] pour tout i.

Partant de la notion connue d’e. m. pour une v. a. numérique, nous
généraliserons d’une façon analogue [É. Mourier, I] la définition de l’e.
m. d’un é. a. X dont les valeurs appartiennent à un espace de Banach
quelconque X, ce que nous noterons Xe X. De même que dans l’exemple
précédent le point moyen n’est défini que lorsque l’e. m. de tous les
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Xi (M) existe, de même nous ne définirons l’e. m. E (X) de X ~ X que
si E [x* (X)] existe pour tout x* e X*.

Définition. - L’e. m. E (X) de X ~ X est l’élément de ‘’, s’il existe,
tel que :

x*[E(X)] = E[x*(X)] pour tout x* E X*.

Notons que E[x*(X)] est une e. m. de v. a. numérique ordinaire,
Alors E(X), si elle existe, est unique; en effet la connaissance de x* ~E(X)]
pour tout x* détermine E (X) [E. Hille, I, p. 22].

Cette définition équivaut à celle de l’intégrale de Pettis [Pettis I.
’ 

p. 2~-3o4].
’ 

Remarque. - Étant donné un ensemble, on peut quelquefois choisir
des normes différentes telles que l’espace défini avec l’une ou l’autre de
ces normes soit un espace de Banach. Changer la norme peut avoir pour
effet de modifier la classe des fonctionnelles linéaires (continues) qui se
trouve ainsi agrandie ou rétrécie (mais il y a toujours des fonctionnelles
additives qui sont linéaires dans tous les cas).

Il est intéressant de savoir si E (X), existant avec une norme, existe
aussi avec une autre, et si ces e. m. sont les mêmes. En effet, dans les

applications concrètes, le choix de la norme comporte, en général, de
l’arbitraire.

Soient deux normes i et ~~ x ~~ ~ ; si l’on suppose qu’il existe deux
nombres a et b tels que :

(I) o  a  ~x~1 ~x~2  b,

les fonctionnelles linéaires sont les mêmes [E. Hille, I, th. 2, 13, 8] avec
Il et avec ~~~ donc l’e. m. si elle existe dans un cas existe dans

l’autre et avec la même valeur.

La condition ( i ) s’interprète qualitativement et est forcément réalisée
dans le cas d’un nombre fini de dimensions ( en relation avec le théorème

cf. p. n6).

Propriété 1. . - Si E (X) existe, E (aX),ou a est un nombre certain,
existe et vaut a E (X)

x*[E(03B1X)] = E[x*(03B1X)] 

= E[03B1x*(X)] = 03B1 E[x*(X)]
= cxx*[E(X)] = x*[aE(X)] pour tout x*,

donc E(aX) existe :xE (X).
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Propriété 2. - Si X est certainement ou p. s. égal à l’élément certain
x, E ( X ) existe et vaut x.

x*[E(X)] = E[x*(X)) = x*(x) pour tout x*;

donc E ( X ) existe et vaut x.

Propriété 3. - Si X est certainement ou p. s. égal à l’élément certain
x, si A est une variable aléatoire .numérique et si E (A) existe, alors
E ~AX) existe et vaut xE ~A~.

E[x*(AX)J --.. E[Ax*(X)] =x*(x)[E(A)]
= x*[xE(A)] pour tout x*,

donc E (AX) existe et vaut x [E (A)~.

Propriété 4. - Si X et Y sont définis sur le même X et si E(X) et t
E (Y ) existent, E (X -~- Y ) existe et l’on a :

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

LEMME. - Rappelons [Banach, I, p. I8I] que a; et X1 étant des
espaces de Banach et x e X, y e , si l’on désigne par X X X1
l’espace de tous les couples ordonnés x, y où l’on définit l’addition
et la multiplication par un scalaire h en posant :

(x~,Y)+(xl~,Y~)-~(x+x,,.Y+,Y1)~
y) = hy)

et la norme de façon que :
(1) ) lim xn = x0 et t lim yn = y0 équivaut à = o,

u~.~ 

alors X X X1 est un espace de Banach appelé produit de ‘’ et X1.
( 1 ) est remplie en particulier si l’on prend comme nor°me de
z ~ (x, y) l’une des expressions :

1

ou

- ~z~ = max [~x~, ~y~];

il y a d’autres nonrnes possibles, mais eo choisissant des normes
quelconques vérifiant (I), ola obtiendra toujours des espaces iso-

morphes. Le produit X X X, est appelé carré de X et désigné
par X2.
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On définit de même le produit X1 X X2  ...  Xn.

Le produit d’un nombre fini d’espaces séparables ( j) est séparable.
Démonstration de la propriété 1. - Soit .

X ~ X, Y ~ y ~ X.

Oy suppose que E ( l ) cI, E ( Y) existent.
Soit

L = X  y et (X, Y)=Z.

On a une mesure sur ~, elle induit une mesure sur ~ et une autre

sur y que l’on suppose être des L-mesures [puisque E (X) et E (Y)
existent] . Une fonctionnelle linéaire appliquée à X + Y est du type

’ 

~ 

x*(X +Y) =x*(X)+x*(Y).

Or x* (X ) et (Y) [c’est-à-dire x* (~.r)~ sont mesurables sur ~, donc 
’

x* (X. + Y ) l’est aussi. Or la mesure sur L induit une mesure sur

l’espace X’ (identique à X) de X + Y, cette dernière est donc une

L-mesure. On peut donc bien chercher si X + Y n une e. 111. E (X +Y),
cette e. m. doit être telle que : 

. 

’

et ce pour tout x* e X* donc ; E(X+ Y ) existe etE(X+ Y) = E(X) +E(Y).

THÉORÈME. - Soit U une opération linéair°e définie dans urc

espace de Banach X et dont le contredomaine est un espace de

Banach X1; soit X e X, si E ( X ) existe, E [ U (X)] existe et est égale
à U [E(X)~.

. LEMME (4). 
- Soient X et X1 deux espaces (le Banach,. y _-. U (x)

une opération linéaire définie dans X dont le contredomaine ést
contenu dans X1 et x* et y* des fonctionnelles linéaires définies dans
X et X1 respectivement. Considérons l’expression y* [U(x)], où y*
est une fonctionnelle linéaire quelconque définie dans X1. Cette

.

(3) On rappelle qu’un espace de Banach X est séparable s’il existe uue suite

dénombrable S de points de ~.’ telle que tout point de ~’ est limite d’une suite partielle
de S.

(4) BANACH, loc. cit., p. 99.
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expression peut être regardée comme une fonctionnelle définie
dans ~.

Posons
,.r,*(x) = y*(U(,~)~; ;

ainsi définie lfl fonctionnelle x* est additise ri continue, l’fll’ Oll fl

|x*(x) | = |y*[U(x)]|~y*~.~U~.~x~,
d’ou

~x*~  ~y*~.~U~.

Démonstration du théorème. - Par définition .

x*EE(~)~ ~ E~~*(X)~~ 1

E[X] existe, donc aussi E[x*(X)] pour tout x*; d’après le lemme, à tout
y" [U ( X )~ correspond un a* (X) tel que :

EU(X)~ _ ~*(~)~

donc ( ~. ~~~ existe et

et ce pour tout y* e ~â donc :
. ~I~(x)a ~ 

.

Propriété 5. - Si Il X~ est mesurable, si  + oo et si E(X)
existe, on a : .

. Il E[~ X ~].

Il existe [Banach, I, p. 99], [E. Hille, I, th. 2. 9. 3] une fonctionnelle
linéaire x*0 e X* telle que :
(03B1) ~x*0~ = 1,
(03B2) x*0 [E(X)] = ~ E(X) ~.
Or ,

L’examen de cette propriété pose le problème d’étudier la mesurabilité
de ~X~.
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THÉORÈME. -Avec une L-mesure, si X est séparable, est

mesurable.

’ En effet, une L-mesure signifie que x est faiblement mesurable Pettis,
mais X séparable entraîne que x est mesurable Bochner [Pettis, I, ,

p. 2~g], c’est-à-dire qu’il existe une suite de fonctions en escalier (5)
~,t(x~ telles que, pour x fixe, hors ensemble de rnesure nulle,

’

ceci entraîne ’
~03BBn(x)~~~x~;

or Il est mesurable, donc aussi. Plus généralement, toute
fonction numérique continue f (x~ de .~ est mesurable ; toute fonction f
à valeurs dans un espace de Banach et continue sera mesurable Bochner.

THÉORÈME. -- Avec une L-mesure, si X est séparable et réflexif et
si E [~ X Il] - m  + ~, alors E (X) existe.

‘a; est séparable, donc ~X Il est mesurable (théorème précédent). X

séparable et réflexif implique que X* est séparable. Soit { x*n une suite
dénombrable dense dans pour que E(X) =y existe, il faut et il .

suffit que
( I ~ xn ( y ) - E ( X )] ] pour tout n,

il faut évidemment. Il suffit : si pour tout n, E~x~(X)] existe, E[x*(X)]
existe pour tout x*; en effet: .

F[x*(X)] = E[x*n(X)] + E[(x* - x*n)(X)],

si Il x* - xlt Il  E : -

|E[(x* - x*n)(X)]|  E[| x* - x*n~~X~]  m ~

Donc si y satisfait ( i ) :
E~U*~X)~ -x*~,Y) ( ~ mE + (? ,

~ 

Or [E. Hille, I, p. 2 1 ], la condition nécessaire et suffisante pour que ( 1 )
ait une solution y telle que ~~y Il ~ M est que, pour tout y* de la forme :

(5) « Step functions » constante sur chacun d’un nombre fini d’ensembles mesurables

disjoints dont la somme est l’espace entier (voir Pettis).
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on ait:

1

c’est-à-dire

E~y*~x)~ G1~2 . yy*~~. °

Or on a :
’ 

Au chapitre II, ce théorème sera élargi en ce sens que la condition £
ré flexi f sera supprimée. Nous obtiendrons alors ce théorème comme
conséquence de la loi forte des grands nombres. Il était cependant
intéressant d’obtenir dès maintenant une condition suffisante d’existence

deE(X). 
’

’ 

COMPARAISON AVEC L’ESPÉRANCE MATHÉMATIQUE DE FRÉCHET.

Définition de M. Fréchet. - M. Fréchet [M. Fréchet, II] a donné une
définition constructive de l’e. m. d’un élément aléatoire. Cette e. m.

existe si deux conditions sont réalisées. La première porte sur la mesure.
La mesure doit satisfaire à une certaine condition F, disons être une
F-mesure ; cette condition est que, quel que soit ~ > o, on puisse trouver
un nombre fini ou dénombrable d’ensembles ei, ..., , ei;, ... tels que : 

’

u. 03A3ek = X;
/.

~. Les eil sont deux à deux disjoints et chaque c/; est mesurable;
y. Pour tout eil, la variation de x, quand x varie sur e/;, reste inférieure

en norme à s, c’est-à-dire que le diamètre de chaque est inférieur à E.

Cette condition implique que l’espace X est séparable ; et,

inversement, si ~C est séparable, une telle décomposition est possible.
La condition / a été généralisée par Fréchet lui-même et par Shafik Doss
[S. Doss, I] et remplacée par :

y’. Pour tout de mesure m ( positive la variation de x, quand x
varie sur ek reste inférieure en norme à s, c’est-à-dire que le diamètre de

chaque en, tel que > o, est  s, ce qui équivaut à dire que X est
presque-sûrement dans un sous-ensemble séparable X1 de X.

La deuxième condition, condition F’, pour l’existence de l’e. m. est
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qu’il existe une valeur de s, un choix des e~l pour cet E, un choix ~~, sur
e,, tel que : .

~03BEk~m(ek)  + ~.

Cette définition de l’e. ,m. est équivalente à la définition d’une

intégrale d’une fonction à valeurs dans un espace de Banach, elle

correspond à l’intégrale de Bochner [Bochner, I] alors que la définition
que nous avons donnée correspond à l’intégrale de Pettis [Pettis, I, p. 2~~~
qui inclut celle de Bochner.

THÉORÈME 1 . - Toute F-mesure est une L-mesure; plus généra-
lement, si f ( x ) est une f onction numérique réelle et continue, l’en-

semble t.‘X, des x pour lesquels f (x)  a (a, nombre réel quelconque)
est mesurable ( avec la F -mesure supposée donnée ) .

1 ° 03B1 est ouvert.- Si xo e on peut trouver une sphère de centre xo
tout entière incluse dans 03B1; en effet, xo e ét entraîne a - f ( xo ) ? o.

Soit d = a - f (xo ). Puisque f est continue, on peut trouver fi tel

que - x p ~)  r~ implique ~ f ( x ) - f ( xo ) ~  ‘~, 2 donc la sphère de
centre xoet de rayon n est incluse dans (~L.

2° 03B1 est F-mesurable. - Soit En = I n, et soient enk des e,; pour ~ = ~n;
désignons par ekn les enk qui sont inclus dans 03B1, par e"nk les autres.

Soit 03B1n la somme des e’t, 
,

(~n c et.
n

Soit 03n = 03B1i (réunion des 03B1i),

c ~n+1. .

03B1n est F-mesurable, donc 03B2n l’est aussi; désignons par (en)
l’ensemble de tous les e3 , s’il en existe, qui sont de mesure nulle et ont au
moins un point dans 03B1 et au moins un point hors de 03B1; ils sont au plus
en infinité dénombrable, leur réunion e est donc de mesure nulle.

Posons alors : ’

_ 

03B1’ = (‘x - 03B1e (03B1’ c 03B1).

Si xo e 03B1’, x0 appartient à tous les à partir d’un certain rang ; en
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effet: pour tout u, il y a un k, soit kn, tel que xo e enkn, or si n est assez

grand, tout ekn est un e’nk car si x varie sur enkn

Il - xo Il " En = £ ;
soit ~ le rayon d’une sphère de centre xo et tout entière incluse dans Lit

( on a vu que ~ > o existe) ; si  ~, enkn est inclus dans la sphère, donc

inclus dans 03B1, c’est donc un e’kl. Donc

lim {f3n 
’

(puisque tout x e a’ est e 63n à partir d’un /z)

donc
= lim 

puisque de mesure nulle, 03B1 2014 CJ3 est de mesure nulle,
63 étant mesurable, ét l’est aussi, et m ( = m ( 03B2).
Le théorème s’étend immédiatement aux fonctions complexes

qui sont mesurables si les parties réelle et imaginaire sont séparément
mesurables. -

Les x* sont des fonctions numériques, continues, donc toute F-mesure
est une L-mesure. 

B

Remarquons, en outre, que est aussi une fonction numérique
continue, donc ~~ x Il est F-mesurable. Dans le cas d’une L-mesure qui
est aussi une F-mesure, Il est L-mesurable ; ce que nous savions déjà
( c f. p. 168), car alors ~E est séparable. Dans le cas d’une F-mesure,
F’ est une condition suffisante pour que E[~ x Il] existe ; c’est aussi une
condition nécessaire [M. Fréchet, II, p. 494]. Avec une L-mesure, nous
avons vu (p. 168) que si ~‘~ est non seulement séparable mais aussi
réflexif, alors {C* est séparable, l’existence de entraîne

celle de E(X). .

THÉORÉME 2.- Si l’oll considère une L-mesure qui cst une F-mesure
satisfaisant èr F’, l’e. m. de X existe et est égale c l’c. m. au sens Je
Fréchet.
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Soit l’e. m. de X au sens de Fréchet,

on a 

’

~~(~)!)~!t+~
~

Soit ~* une fonctionnelle linéaire (donc bornée ) quelconque :

Par conséquent, E[x*(X)] existe et il existe un .élément EF(X) tel que

Donc existe et :

CHAPITRE II. 
,

ADDITION D’ÉLÉMENTS ALÉATOIRES.

I. - PRÉLIMINAIRES.

Nous considérerons toujours des éléments aléatoires X dont, les

valeurs appartiennent à un espace de Banach ‘’ et tels que pour toute
fonctionnelle linéaire - c’est-à-dire additive et continue, donc bornée -

x*, x* (X) est mesurable; nous allons maintenant étudier le problème
de l’addition d’éléments aléatoires « indépendants )) ou en suite « stric-

tement stationnaire » . Il nous faut donc définir ces termes; nous rappel-
lerons d’abord la définition et quelques propriétés de l’espace produit.

Espace produit. - Si A et B sont deux ensembles quelconques (pas
nécessairement sous-ensembles d’un même espace), le produit A X B
est l’ensemble de tous les couples ordonnés x, y, où x E A et y e B.

Nous avons défini ( chap. I, p. i65) le produit de deux espaces m1
et en particulier le produit de deux espaces de Banach.
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On définit de même le produit d’un nombre fini d’espaces
~~ X ~;~ x ... X ~’,n et, en particulier, le produit d’un nombre fini
d’espaces de Banach. Le produit d’un nombre fini d’espaces séparables
est séparable.

X1, X2. ..., Xn étant des espaces de Banach ainsi que leur

produit ~ _ ~1 X ~~ X ... X désignons par ..., 

l’espace conjugué de X1 X2, ..., X respectivelnent. Les espaces
~* et ‘’i x ... sont isomorphes [Banach, I, p. 192]. En parti-
culier, le dual de X2 est isomorphe à (X*)2.

Si, outre les espaces X1 et X2 on se donne deux corps de Borel F1
et 52 de sous-ensembles de ~;~ et ~2 respectivement, on désigne
par F1  F2 le corps de Borel de sous-ensembles de X1 X X2 engendré

’ 

par tous les ensembles de la forme Ai X A2, où Ai e ~11 et A2 

L’espace mesurable X ~~’~, est le produit des deux
espaces mesurables et ~t ~ ).

Si ~.~ et p.2 sont deux mesures (~) définies sur ~.i et 5’2 respec-
tivement, il existe une mesure et une seule ~, telle que, pour tout

ensemble Ai x A2 e gi X 

03BB(A1 x A 2) = 1(A1) X 

)t est appelée le produit des mesures P.i, ~.~ et on la désigne par : :

À = 1 X 2,

Éléments aléatoires indépendants. - Dans la théorie classique du
Calcul des Probabilités, on dit que deux v. a. numériques Xi et X2 sont
indépendantes si, quels que soient xi et x2 : :

Pr[X1  X2  xz] = Pr[X1  xi) x Pr[X2  x2],

ce qui équivaut à dire que les événements Xi  xi et X2  X2 sont

indépendants quels que soient xi et x2, c’est-à-dire que la probabilité
que X2  x2 n’est pas modifiée par la connaissance que l’événement

Xi  x1 est réalisé ou encore que Pr[X2  x2/X1  x1] = Pr[X2  x2].
Considérons maintenant des éléments aléatoires Xi et X2 prenant leurs

valeurs dans des espaces de Banach ~Ei et ~2 respectivement, nous dirons

(6) Nous considérerons des mesures qui sont des mesures de probabilité, c’est-à-dire
telles que (x) = i. Le théorème est vrai si 1 et 2 sont des mesures « 03C3-finite »

quelconques [P. R. Halmos, I, p. I44].
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encore que ces é. a. sont indépendants si le fait que l’on a des rensei-
gnements sur les valeurs prises par l’un d’eux ne modifie pas la loi de
Probabilité du second. Sans étudier quand et comment il serait possible
de.définir des probabilités conditionnelles, la généralisation immédiate
de la définition de l’indépendance de deux v. a. donne une définition

de l’indépendance d’é. a.
Soient 1, 2, 03BB, les mesures définies sur F1, F2 et F1 x F2 respec-

tivement et. telles que :

Définition. - Deux éléments aléatoires Xi et ~.~ sont indépendants
si, quels que soient Ai ~ F1 et A2 

ou

~ (Aï x A2) = ~,1 X ~,~ ( A~ )~ 1 1
c’est-à-dire si, dans l’espace produit, la mesure est le produit des
mesures. 

° 

..

La définition s’étend immédiatement à un nombre quelconque
d’é. a. : Xi, X2, ..., Xn sont mutuellement indépendants ou indé-

pendants dans leur ensemble, si

03BB[A1 x A 2 X ... x A Id == X ... 

A, X ... x X ... X ~" . .

Suite strictement stationnaire. - Par analogie avec le cas des v. a.

nous dirons que des é. a, Xn forment une suite strictement stationnaire

si, quel que soit l’entier positifs, quels que soient les entiers nj, j2~, ... ,

ns et quel que soit l’entier h, la loi de probabilité de l’é. a. Xn1+h,
... , ne dépend pas de Ia. ’

II. - LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES POUR LA CONVERGENCE FAIBLE.

THÉORÈME 1. - Si X* est séparable, si X1 , Xz, , ... , Xi, ... est une

suite indéfinie d’é. a. dans X, mutuellement indépendants et de
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même loi, si _-__ M  + oo (7) et si existe, - on peut
alors, sans restriction, supposer E = 8 -

Yn = I nXi

tend faiblement p. s. vers 0 quand n tend vers l’infini.

X* étant séparable, soit {x*k} une suite dense dans

= n I03A3x*k(Xi) ;

xk (Xi) est une v. a. numérique d’e. m. nulle; en effet, par définition
même :

’

Or E(Xi) = 03B8, donc 
’

x*k[E(Xi)] = x*k(03B8) = o,

donc
n

I nx*k(Xi) ~ o

p. s. pour k donné, quelconque (loi classique des grands nombres ~.
Donc il est p. s. que pour tout k, x~~ converge vers zéro.

x* étant une fonctionnelle linéaire quelconque de ‘’*, on a :

et k peut être choisi tel que ~~y~~ ~~ soit aussi petit que l’on veut, puisque
X* est séparable.

’ 

.

~ x*~Y~r ) ’ x~ ~ 1 + Il Yr~ Il.
Or :

~Yn~  I n03A3~Xi~
i-i

ct : i
. 

lG

Il Xi ~ converge p. s. vers E [~ Xi ~] = M

(loi classique des grands nombres ).

(’ ) ~* séparable implique £ séparable et, par conséquent, Il X Il mesurable.
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Donc sur une épreuve, à l’exclusion d’épreuves de probabilité totale
nulle,

x*(y») |x*k (Yn) 1 + Il ~ . (M + ~),

étant donné ~ > o, il suffit de prendre k tel que

 
2 ~’

et alors n assez grand pour que’
’ 

pour avoir .

donc 

donc Y,t tend faiblement p. s. vers 0. 

. THÉORÈME 2. - SL X est séparable et réflexif, si ..., X1, ..., X.l, ...

forment une suite indéfinie dans les deux sens, strictement station-
naire - ce qui contient le cas particulier oit les Xi sont indépendants
et de même loi - si  + ~o - et alors existe - :

tend faiblement p. s. vers une limite Y quand n tend vers l’in f nL.

Pour tout x* donné, la suite de v. a. numériques x* est stationnaire

et E x* ( X~ ) ~ 1 existe, cai, :

li 1

et par hypothèse existe ; donc, théorème ergodique de Birkhoff,

tend p. s. vers une limite ~~x*~.
D’autre part, 

~ 

.

La suite des v. a. Il est stationnaire, Xi ~] existe donc I n03A3~ Xi~
i=1
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tend p. s. vers une limite, donc p. s. reste borné; donc sur presque
toute épreuve u, Il reste borné.
~ étant séparable et réflexif, ~’.* l’est aussi ; soit ~ une suite

dénombrable dense, dans ~*; diaprés ce qui précède, il est p. s. que 
°

tous les x~ (Yn) convergent vers une limite 
Soit x* quelconque dans X*; il existe x*j tel que Il x*- x*j ~  ~; on a :

(i) 

Sauf épreuves de probabilité totale nulle, pour une épreuve il : 
’

x*j (Yn) a une limite, quel que soit j, et Il Yn~ est borné , indépendamment
de j ; comme

1 Cx* I G ~~ Yn~

et que ~ peut être arbitrairement petit, x*(Yn) converge.
Donc il est p. s. que tous les x* CY n), simultanément, ont une

limite .~(x*). Pour prouver que Yn converge faiblement p. s., il faut en

outre montrer qu’il existe un y e X, variable avec l’épreuve considérée,
tel que : 

, 

.

x*(y) = ,~(x*) ) pour tout x*.

Or pour une épreuve considérée ~.~ (x* ) dépend de cette épreuve],
est une fonctionnelle additive de x* sur ~E* ce qui est évident.

C’esl, en outre, une fonctionnelle continue; pour le montrer, il faut

prouver que

~.~(x*)~-~o si ((x*((-~o.

Cela est vrai si x* est un xj, car :

et l’on a vu que lim sup~ Y,z ~ est borné, indépendamment de j.
Pour un x* quelconque, on a :

lim sup|x*j(Yn)| + ~~
lt

d’après ( i ).
On vient de voir que lim sup | x*j ( y,z ) | tend vers zéro si ~ x*j Il ~ o, ce

qui est le cas si Il x* ~~ -~ o; comme ~ est arbitrairement petit .~(x* ) --~ o
quand ~~ x* ~~ -~. o.



I78

Donc L~ (x* ) est une fonctionnelle linéaire sur SE* et alors SE étant
réflexif pour toute fonctionnelle linéaire L(x*) sur X* il existe un y ~X
tel que : .

.~(x*) = x*(y) ) pour tout x*, .

donc Yn converge p. s. faiblement vers une limite Y. .

Remarque. - Nous avons vu que lorsque les X; sont indépen-
dants L(x*) = E[x*(Xi)], pour un x* donné, c’est un nombre certain ;
rnais lorsque les Xi forment une suite stationnaire quelconque pour x*
donné, est une variablc aléatoire.

III. - ÉTUDE D’UN ESPACE AUXILIAIRE ~.
’ 

Soit SE un espace de Banach quelconque. Considérons des éléments
aléatoires X, prenant leurs valeurs dans tels que .x* ~X) est mesurable
quel que soit x* - c’est-à-dire des é. a. définis par une L-mesure sur X-
satisfaisant en outre à la condition Ca :

Condition C03B1. - ~ X Il est mesurable et a étant un nombre réel donné
~ 1,  + oo ( ce qui implique que X est un é. a. proprement
dit).

nous associons l’espace SE défini de la façon suivante :
. Tout é. a. X dont les valeurs appartiennent à l’espace X, satisfaisant
aux conditions précédentes sera considéré comme un point désigné par

a a

la même lettre X surmontée d’un a : : X., d’un espace X normé en
posant :

(I) ~~ = [E(~X~03B1)]1 03B1.

Isolément nul de SE est 9 correspondant à X p. s. égal à 0.
L’addition et la multiplication par un scalaire seront définies dans X

de la façon suivante : i
I° Si k est un nombre et si X définit X, AX définit kX.

2° Si Xi et X2 définissent Xi et X2 respectivement, X1 + X2

définit Xi + X2.

Or X étant un espace de Banach, kX et X2 sont bien définis.
a 

.

Enfin, SE sera distancié en posant :



I79

Avec cette définition, £ est donc v.ectoriel, distancié et nous allons
voir que ( i ) constitue bien une norme; en effet:

I° Il .X Il est un nombre réel positif bien entendu, c’est cette
i

détermination qui sera prise dans [E( Il X ~03B1]03B1;
2° Il X Il = ’ O si et seulement Si Il X Il = () p. S . , c’est-à-dire Si À = Î)

p. S. , donc Si À = Ù J
3° ~k ~ = [E(~k X~03B1)]103B1 = |k|[E(~ X~]103B1 = |k

| . ~ ~ ;

$° ~X1 + X2~  Il m Il Xi « Il + ~X2 Il parce que :
j j - ’ , i + ’i ; Î i j # 1. Fi Il.- 1: i " i + X2~03B1)]1 03B1;

or :

11 ’1 + ’1 Il £ il ’i ,i + Il ’1 .,
donc

’ ii [~ x’ 1 + x£ l Î J " ’ 1. 1 -" 1 Il 1 + ’i’ l : "1 . 1 J
cL alors

i i 1

(E[~X1 + X2~03B1])03B1 ’-=i  E 1 1 X1~03B1])03B1 + (E[~X2~03B1])03B1 l NI . Fréchet, III].

Enfin X, est complet, c’est-à-dire que si l’on a une suite de "ji satis-
faisant à la condition de Cauchy:

( 2 ) Il n Il # [E( 1 1 Xn~03B1)]1 a + °> avec I n
uniformément en/), il existe un X dans £ lel que:

Il x,, , - x , Il -à >, 
Au cours de la démonstration, nous utilisons le lemme suivant:

LEM ME DE F .i r  > t.. - Si des i,, , a , numériques X ,i .; o fi / positives ou
nulles, si 1 =  Iim inf Xn e/ à.i lim infE(Xn) = Nl  -P ~, Fi ( X’ ) existe

,, * + » ,, -> + i 
.

et est à M [1’. R. Halmos, I, p. 1 1 3].

i ° Construction de X. - Soient s/; des nombres tels que
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et E~; des nombres positifs tels que

en vertu de (2) on peut définir une suite d’entiers croissants nif tels que :

(3) pour tout~,

en particulier 
.

B

et d’après l’inégalité de Bienaymé :
’ 

.

Sk

. D’après le théorème de Borel-Cantelli, p. s. à partir d’un certain
rang les événements :

Il Xnk+1 - Xllk Il  Sk

sont réalisés pour toutes les valeurs de k parce que  + ~o ~ ’ .
. B k Sk

X étant complet et + ~, il en résulte que Xnh a une limite X
k

lorsque k -~ + oo ; on a :
~Xnk~~~X~,

a

les sont bornés, car les Xn sont bornés, donc, d’après le
lemme de Fatou, E(~X~03B1)  + ~; en outre, x* (X) est limite p. s.

de donc x* (X) est mesurable. Donc X définit un X: dans X.
2° En passant à la limite dans (3) on a (lemme de

Fatou),

(4) ou I X - Xnk I (~k)1 03B1.

Étudions on a : 
’

~ + ~Xnk - X~,

prenons n; si n ~ + oo Il X j ~ ~ o, d’après (4) et Il Xnk - Xn Il
a a

aussi par hypothèse, donc X..
. C. Q. F. D.
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On peut donc conclure :

THÉORÈME. - Sous Les conditions indiquées, ‘’ est un espace cle

Banach ( « 1 ) . 
’

Définition. -- Un X de X sera dit dénombrable si le X corres-

pondant ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs distinctes x1,
x?, ..., xi, ... et si l’événement X = xi est probabilisable.

La terminologie suivante sera employée (théorie de la mesure au lieu
de probabilité) : u désigne une épreuve; e un ensemble d’épreuves ;

l’ensemble de toutes les épreuves possibles; ~.(e~ = probabilité que
l’épreuve réalisée appartienne à e; est une mesure sur Si ei est

l’enseInble des u pour lesquelles dire que l’événement X = xl
est probabilisable revient à dire que ei est mesurable (avec ;~.); un
élément aléatoire X dans X peut se définir par une fonction de u : si à

chaque il [sauf peut-être pour les il d’un ensemble e tel que ~. (?)== o]
on fait correspondre un x, soit x(u), de X cela définit un X : la proba-
bilité que X appartienne à un ensemble h c ~‘~ est la mesure p. de

l’ensemble e des ic pour lesquelles x(u) ~ h; pour que X définisse
un X, il faut évidemment que x(u) soit convenable : x*[x(u)] mesu-
rable ~. et 

.

si les x ( u ) n’ont qu’une infinité dénombrable de valeurs distinctes :
xi, ..., , xi, ... et si l’ensemble ei des u telles que : x ( ic ) = x~ est
mesurable quel que soit i, x*[x(u)] est automatiquement mesurable; il

suffit alors que . 

.

Il xi f!! du  + ~

pour que X définisse un X dénombrable.

Supposons £ séparable; soit } une suite dénombrable dense
dans étant donné positif quelconque, soit A~ l’ensemble des .x tels
que :

!!~--~-!!~s .

et soit B j l’ensemble défini par :



I82

Les B f sont disjoints et naturellement

Soit un X (X), soir. X’(X’) défini de la façon suivante :
X’ = xi quand X E Bl.

X’ n’a qu’une infinité dénombrable de valeurs ; d’autre part 
est mesurable, c’est-à-dire que Pr[XeAj] existe, donc Pr[XeBj’]
existe; donc l’ensémble ei des u pour lesquelles X’= x~ est mesurable.
En outre on a toujours :

~X’-X~  ~,
donc : .

E(~ X’ - X ~03B1) ~03B1
, 

,

ce qui prouve que que ‘~’ est dénombrable et aussi
a ~r rr

que X’ est arbitrairement approché de X dans X.
a

Étude des fonctionnelles linéaires sur X quand X est séparable et

réflexif, a > i. - Soit un X(X) équivalent à une fonction x ( u) de u ;
à chaque u faisons correspondre un X*u fonction de u (ce qui équivaut à
définir un élément aléatoire X* dans ~C*); supposons tel que :

t° pour tout x ~ X fixe est une fonction mesurable; il en

résulte, comme on le verra (p. 186), que Il est mesurable

2° ~x*u~03B1 03B1-1d   + ~ .

’ 

On prouve alors facilement que x*u[X(u)] est mesurable, pour
’ 

rc a

tout X e ‘’ et que : .

en vertu de l’inégalit.é de Hôlder ~.~’. Riesz, l, p. 44~.
Donc :

(5) _ 

a a , .

existe pour tout X 6 ~C. ,
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.

Il est facile de voir que c’est une fonctionnelle linéaire de X, la

démonstration implique seulement que X est séparable.
Réciproquement, si X est séparable et réflexif, toute fonctionnelle

« ~

linéaire h_ sur ~; est de la forme (5). En effet :
~ 

. 

a a 

A. Soit un X*; considérons un X(.X) tel que .~ = x pour 

e mesurable, quelconque, et h. = 8 pour (il est clair qu’u.n tel X
définit un X).
Pour e fixe et x variable, X*(X) est un nombre fonction de c’est

évidemment une fonction additive, c’est aussi une fonction continue,
car :

(6) |X*(X)| ~ ~X*~.~X~ = ~X*~.[E(~X~03B1)1 03B1=~X*~.[ (e)]1 03B1~x~,

donc si ~x~ ~ o, |X*(X)| ~ o, donc est une fonctionnelle

additive, continue x* ( e ) faisant partie de X*; naturellement x*(e)
dépend de e ; x* ( e ; x ~ désignera le nombre obtenu en appliquant x* ( e ) ,
à x ~ X. Ainsi, il existe une fonction d’ensemble valeurs

dans X*, définie pour tout ra mesurable : cst une fonction d’en-
semble additive.

Soient ei et en disjoints ; xi et x2 deux points de 5C; soit 

pour , pour u ; X2 = x2 pour u E e; et 

pour u  e2. X = X2 définit X, X4 et X2 définissent Xi et X2 et :
a a «

’

donc : 
’

X* (X) = X*(X1) + X* (X2)

et d’après ce qui précède : ,

(7) x*(X~ =x*(~,; W )+x*(ee xO.
Mais prenons x1 = x2 = x, alors : 

,

X*(X) = x*(e1 + e2; x) [définition de x*(e)]

et d’après (7) :
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ce qui revient à dire que : ’

’ 

~*(5’j-~-e2)==.c*(?i)-+-~(e2);

x* ( e ) est une fonction d’ensemble complètement additive.
Soit e1, ..., ej, ... une famille dénombrable d’ensembles deux à

deux disjoints et xi, ..., ... une suite de points dans ~;; soit X~
l’élément aléatoire qui vaut si u E 0 si .

fi a rc 
~ 

fi

Y,~ = X, +... -r- X" appartient à ~.

Soit X(X) défini par X = 03A3Xj, si l’on prend les xj tels que :
;

~~(~).!!~-i~=E(!!x~)-h~, >
/’

~ rL

X appartient à X, il est dénombrable et .

diaprés ce qui précède.
Choisissons x,~ sommet de x* ( e~ ), c’est-à-dire - 

,

!i xi Il = t et x*(ej; x~) = Il ~y

Un tel sommet existe si X est On a alors :

X* (Yn ) = ~x*(ej)~.

Donc la série à termes .positifs ou nuls converge. Prenons
j

maintenant les x~ tous égaux à x quelconque :

X*(X) = x*(ej; x) [définition de x* ( e )J

et d’aprés ce qui précède :
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où la série du second membre est absolument convergente, et ceci

revient à dire que : ,

B. Rappel du théorème cle Radon-Nicodym [P. R. Halnlos, I,
p. 128]. - Si est une fonction numérique d’ensemble, bornée,
complètement additive et absolument continue, il existe une fonction

numérique 7~ ( l~ ) telle que l’on ait pour tout e mesurable :
. L ( e ) =f e

~ ( r,c ) est finie p. p. il est clair que l’on peut sans inconvénient l’altérer
sur un ensemble de mesure nulle (ce qui empêche les démonstrations
si ~ n’est pas séparable).

D’après A, x* ( e ) et, par suite, x* ( e; x) pour tout a fixe, est t une

fonction de l’ensemble e complètement additive et d’après (6) abso-
lument continue [~ x*(e) Il et x*(e; x) | ~ o si (e) ~ o pour x fixe

’ 

quelconque].
D’après le théorème de Radon-Nicodym, il existe pour tout x un

nombre fonction mesurable de u, et évidemment fonction de x,

x) tel que l’on ait pour tout e mesurable :

x*(e; 
e

~E étant séparable soit une suite dénombrable dense sur une sphère
de rayon 1 de ~E; les nombres aj intervenant par la suite sont supposés 

’ 
"

, 

k

rationnels ; tout point de la forme : ~ ~~ a j x j (k fini ) est dit être un x’,
j=1

l’ensemble X’ des x’ est dénombrable et dense dans X; on peut
supposer les x’ dénombrés en une suite ~ xi ~ .

Soit ; pour tout x E ~’, donc pour tout x de la° 

k 
’ 

’

forme posons : .

l-1



I86

pour tout Zc fixe, x) est une fonctionnelle évidemment additive

de x, définie pour et pouvant être infinie, mais seulement pour
les u d’un ensemble de mesure nulle et indépendant de x ~c’est l’en-
semble des valeurs de u pour lesquelles l’un ou l’autre des Kj( u) est

infini] ; posons :
), ( u) = b. s, 

; h( | ~x~ ( u fixe quelconque ).

Remarquons que pour un x fixe quelconque de £’, Î x)| ~x~ est une

fonction mesurable de u puisqu’il en est ainsi de Kj( u); X’ étant
dénombrable, ~(u) est donc aussi mesurable [P. R. Halmos, l, p. 84].

Soit s positif quelconque, on peut trouver un x1 ( u ) tel que ( par défi-
nition de la b. s. ) :

a. 
.

é ..

c. 

Maintenant en posant :
si 

et

x(u)=-x,(u) si h[u; x1(u)]  o,

on obtient un x ( u ) tel que : .

x. x(u) E ~’?
b.~ .

C. h(u; x(u~)~~(u)--rE.. 
_

Soit X(X) défini par x ( u ) ; je dis que c’est un dénombrable.

== I  + ~(~X~ étant = I est mesurable ); ensuite X
ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs : les xj; il faut mainte-
nant vérifier que l’ensemble ej des u pour lesquelles x ( u ) = x; est

mesurable ; soit e) l’ensemble des u pour lesquelles :

h(u; x’j) ~ x’j ~ ~ 03BB(u) - ~.

comme les deux membres de cette inégalité sont des fonctions mesu-
rables de u, e~ est mesurable; soient les ensembles définis par :
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Les ej sont mesurables. Choisissons = x’j si tc e e"j; d’après ce qui

précède les e"j sont deux à deux disjoints et e"j = ‘ll., ce qui justifie
~ 

l’opération ; alors est mesurable. 

On a vu précédemment que quand X est dénombrable on a :

X* (X~ _~ x* ( e~ ; xÎ ).
i

Mais d’après la définition de Il :

x*(~e~; x~ d;~
. e~

et puisque sur e j, x~= x( u;, on a :

X*(X) = 03A3 h[u; x(u)]d  = uh(u; x(u)]d  u[03BB(u) - ~]d ;
comme s est arbitrairement petit et que h* (X) est fini, on a :

u03BB(u)d   + ~

[03BB(u) est évidemment positif ou nul], donc est fini p. p. Donc, à

part pour des u exceptionnels, x) est, pour u fixe, une fonction-
nelle additive continue sur si x  X’ et si xj ~ X’ avec x

puisque ~’ est dense dans ~, h ( u, Xj) converge d’après Cauchy;
soit h ( u; x) sa limite ; il est clair que h ( u; x) est une fonctionnelle
additive définie sur ~ continue et de norme a ( u ),
C. On va maintenant prouver que

u03BB(u)03B1 03B1 - 1d   + ~.

Le principe de la démonstration est emprunté à Landau [F. Riesz,
I, p. 44] et à ce qui précède.

~ 
a

, Supposons que f 03BB(u)03B1 - 1 d  = + ~; on peut trouver alors une suite

de nombres positifs croissants bit tels que :

(g) 03BB(u)03B1 03B1 - 1d  ~ 2r 03B1 - 1 ° pour tout r.
ô,.

Soit le sommet de h ( u; x) considérée comme fonctionnelle
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linéaire de x; et x2 ( le point, si u tel que b,. 03BB( u)  br+1, égal à : 
’

1

~ h(u)~03B1 - 1 Br 
x1 ( tc ).

On remarque que est mesurable et que, d’après (8),

( 
. 

- 

‘1Y d .

en outre :
x

h[u; x2(u)] = 
~h(u)~03B1-1 Br

.

Soit e~ l’ensemble des u pour lesquelles on a à la fol’s :

«

(9) h(u; . x‘.) fl I. Il °

( 10 ) (s>oquelconque).

Les ej sont mesurables puisque Iz [ u; x~~, Il Il x~ ( u) Il sont

mesurables ; tout. u appartient à l’un au moins des e~ puisque pour u
donné quelconque ( sauf les u exceptionnels ) il y a un x J arbitrairement

approché de soit e~ défini par :

e"1 = C/i , ej = ej - e’j (ei+... + e’j - 1 ).

Les e~ sont mesurables, deux à deux disjoints et

03A3e"j = u.

i

« 

’

Si u e ej, posons x(u) = x; et soit X(X) l’élément aléatoire défini par
x(u); d’après ce qui précède, il est dénombrable car grâce à (lo) :

I, x(ic) j x d  s + ; u) ~03B1 lu  + ~.

On a, puisque sur e"j, x ( u) = :
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ce qui est impossible, donc 
’

a

D. Ce qui précède montre que si X - X - x( u) est dénombrable,

h[u; x(u)] est une fonction mesurable de u; soit un 

quelconque ; soit Xn - Xn - xn (u) dénombrable qui tend vers X comme
il a été indiqué précédemment, c’est-à-dire de telle sorte que

Il x" - x Il tende vers zéro uniformément en u .alors h[u; xn (u) ]
est mesurable et tend vers qui est donc mesurable ( comme
limite de fonctions mesurables ). >

On en conclut que :

~ /B[M; 
fL

a un sens pour X - X - x ( u) quelconque, car

u|1c[u; x{u)] ] du i,(u)Il d .

Il suffit alors d’appliquer l’inégalité de Hôlder pour voir que :

f |h[u; x(u)] 1 d   + ~

sachant que 
’

x

et ~ )~(M)~~JL -+-00.nt e
On a : .

X*(X) = uh[u; x(u)]d ;

cela est vrai, on Fa vu, si X est dénombrable. Si X est quelconque,
soit Xn dénombrable et tendant vers X.

X*(Xn ) est égal à iz [ u; x,t ( u ) ] d  et tend vers X*( X , or siest égal à uh[u; xn(u)]d  et tend vers X*(X), or si

x,t ( u ) ~ x ( u ) uniformément en u, comme cela est possible, d’après
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il en résulte que

h[u; xn(u)]d  ~ hpu; x(u)]d ,
~i ’u

donc

(il) X*(X) = uh[u; x(u)]d .
’ 

C. Q. F. U.

Le cas a = 1 ne se distingue qu’à partir du paragraphe C, [nais la

démonstration est plus simple; dans ce cas x == [ sous l’hypothèse X*
séparable, le résultat a été obtenu par Dicudonné [J. Dieudonné, 1,

p. 38]. En collaboration avec M. Fortet [R. Forte! et E. Mourier, 1],
nous avons pu étendre les résultats précédents pour oc i sons la seule

hypothèse que X est séparable. 

IV, - LA LOI FORTE DES GRANDS NOMBR~ES 

POUR LA CONVERGENCE FORTE.

Rappel du théorème ergodique de Birkhoff ( ~ ~. - Si des variables
aléatoires numériques ordinaires Xs, sont en chaîne discontinue stric-
tement stationnaire et si E(Xs) existe, la moyenne arithmétique

- X1+...+ Xrr tend, lorsque n augmente indéfiniment presqueYn := 
n 

tend, lorsque /z augmente indéfiniment presque

sûrement vers une variable aléatoire limite Y.

Soit maintenant un élément aléatoire X prenant ses valeurs dans

un espace de Banach séparable X, tel que x*(X) soit mesurable quel .

que soit x* fixe et que

Considérons une suite de ~~. discontinue et strictement stationnaire.

Ier Cas. - Les Xs ne prennent qu’un nombre fini de valeurs dis-
tinctes xi, ..., xk (les mômes quel que soit s, à cause de la station-

narité) .
Soit A’ la variable aléatoire (ordinaire), qui vaut i si o dans

(8) On trouvera une démonstration du théorème de Birkhoff, qui reprend en la

simplifiant, la démonstration originale de Birkhoff [Khintchine, I, p. 1~85 ] et une

démonstration probabiliste simple dans [ Kolmogoroff, II, p. 36, J.
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lc cas contraire. L’ensemble esj des épreuves pour lesquelles Xs = xj est
supposé mesurable;

, 
= x~) = .

est indépendant de s à cause de la stationnarité. Pour j donné, les As .

forment une suite de variables aléatoires strictement stationnaire, donc

~t 

’

h. s. ~ A; -~ une limite L~.

rc ~ f
n

11 en résulte immédiatement que presque-sûrement 1 n Xs converge
y ,

fortement vers 03A3Ljxj quant u ~ ~.
;m 

,

On voit plus précisément que :

2C Cas. -- Les Xs ne prennent qu’une infinilé dénombrable de

valeurs distinctes ..., ... (indépendantes de s) et l’événement
xJ est probabilisable.

Soit X~ l’élément aléatoire défini par X~ = Xs si ou .r~~ ... , ,

ou xl ; Xs = 0 si Xs’== ou ~’c+~, ou .... Les X.~. sont du type étudié
dans le 1 CI’ cas ; donc, sauf pour les s d’un ensemble el tél que  (et) = o,
on a

lim 1 n03A3X’s = At

(une certaine linlilc dépendant du t considéré).
Posons

X,, = X J + R~. ;

.Î~J. r est égal à Q ou à .y/+i, ; ....

Si l’~= 
,

’

/> t

L’hypothèse est que
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donc

Les pour un t donné quelconque forment une suite stationnaire
de variables aléatoires ordinaires; donc , sauf si ,

et, d’après le lemme de Fatou, puisque ,

on a .

on peut donc trouver une suite de t croissants tj, , t~, ..., , tv, ... , ,

tels que

alors, et d’après le théorème de Borel-Cantelli, la suite de variables

aléatoires Mt03BD(03BD = i , 2, ... ) tend p. s, vers zéro.
Soient .

e" l’ènsemble des u exceptionnels pour lesquels Mt03BD ne tend pas vers
zéro

>(~) ~ i~(~’) ~ i~(~~) ~ °l

soit enfin e"’ = e + e’ + e" et soit u quelconque  e"’, on peut prendre v 
.

, ,
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assez grand pour que, pour le u considéré, ~, v étant ainsi fixé,
on a

et, par suite,

pour tout /x assez grand.
D’autre part,

I n Xs ~ Atv lorsque n ~ + oo;

~=1

d’après (12) écrite pour t = t03BD il en résulte, comme s est arbitraire,

a une limite y(u) (convergence forte) pour cet M. Donc,
~=1

~

pour tous les u  e"’ ou (e"’) == o, donc I n 03A3 Xs converge fortement p. s.
~=1

Si Y est l’élément aléatoire défini par y(u), on a pour tout x* fixe

x*[y(u)] fonction mesurable de M, comme limite p. p. de x*[I nXs]
qui est mesurable. Alors X étant séparable, ~y(u)~ est mesurable et

diaprés le lemme de Fatou :

et on a le théorème: 
’

THÉORÈME. - Si les XS de lcc suite stationnaire lae prennent qu’une
infinité dénombrable de valeurs distinctes x1, ... ... et si l’évé-

»

nement Xs = xj est probabilisable, p. s. I n 03A3 Xs tend fortement vers
une limite Y qui est .un élément aléatoire du type des Xs, c’est-à-dire
que x* (Y ) est mesurable et que

E(~Y~)  + ~.

3° Cas. - Les Xs ont des valeurs quelconques. ,
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X étant séparable, soit [xj] une suite dénombrable dense dans X.
Soit v un entier quelconque et Avj l’ensemble des x ~ X pour lesquels

~ x - xj ~ ~ I v.

Soit B03BDj les ensembles définis de la façon suivante :

~31=A’~, B~=A~-A~(Ai+..,+A~ ~) (J S 2 ).

Les BJ sont disjoints et ,

Bvj = Avj = X.

Soit la transformation qui à tout ,Z’ E cxr fait correspondre
’ 

,y = Z03BD ( x ) par la règle 
. = oej si x e B§.y = xj si x ~ B03BDj

On a toujours

~’ ° .

Soit X un élément aléatoire, du type considéré, sur X on lui fait

correspondre l’élément aléatoire par ...

~.~ ~ ~~,,( x ).

Il est clair que X’’ ne prend qu’une infinit.é dénombrable de valeurs

distinctes, que Xv = x~ est probabilisable, et que

E(II~’’-~Il) ’ I~
03BD

plus précisément, on n certainement
. IfX’’-XII.’ ~~

X1, X2, ... , X,,., ... , étant une suite strictement stationnaire, la suite
des XS = 03BD (Xs) est strictement stationnaire, on a

On a certainement
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ll

Pour un v donné quelconque, mais fixe, on a vu que - ~ converge

fortement p. s. (a‘’ cas précédent), c’est-à-dire sauf si 

u e ev, avec u ( ev ) = o.

Si l’on considère un .

u e = ev, (e) = o,

Xvs converge quel que soit v, il en résulte converge

fortement p. s. vers une limite Y [il est clair que x*(Y) est mesurable .

et  -E- oo comme dans le cas précédent], d’où: :

Loi forte des grands nombres. - Si ~‘~’, est séparable, , si tout x* 

est mesurable  -+- ~o , si x2, ..., X.n ... forment une

suite discontinue strictement stationnaire, p. s. la moyenne temporelle

I Xs tend fortement vers une limite i qui est un élément aléatoire ,

du type des X.,.

Remarque 1. - On n’a pas supposé X réflexif, on n’a pas supposé
n .

l’existence E(X,). Remarquons que V Xs converge fortement,
s--t

cc fortiori il converge faiblement. D’autre part, si les Xs sont indépen-
dants, de même lui (cas particulier d’une suite stationnaire), les x*(Xs)
le seront aussi ; de plus 

’ 

’

. 

donc  + ~ entraîne l’existence de E[x*(Xs)]. Or, d’après le
théorème précédent, 

’ 

. 

’

mais, d’après le théorème de Kolmogoroff,
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donc .

’ 

~~x*(~~)~ ~ x*~y)~

Donc, par définition même de E(Xs), X,~ a une espérance mathé-
matique Y, donc : ’

THÉORÈME. - Quand X est séparable, entraîne

l’existence de 

Ce théorème est un intéressant théorème d’exisl,ence de l’intégrale de
Pettis; il généralise le théorème du chapitre 1 (p. I68), où X était sup-
posé non seulement séparable, mais aussi réflexif.

Remarque II. - Quand les Xs sont indépendants de même loi, la
n

limite Y de I n Xs est l’espérance mathématique E(Xs).

V. - LOI DES GRANDS NOMBRES EN MOYENNE D’ORDRE a.

Théorème ergodique de Yosida et Kakutani [Yosida et Kakutani, I]. -
Soit T une opération linéaire bornée qui transforme un espace de

Banach X en lui-même et telle que pour n =1, 2, ...

(C étant un nombre fixe indépendant de n ~ .
Si pour tout x e X, la suite {xn}, on

x" ~ n ( T + T’ + ... + T ~t ) x, .

n =: i~ 2, ... contient une sous-suite qui converge faiblement vers un

point X, la suite { xn } converge fortement vers ce point x.
’ 

Si l’on désigne par l’opération x -~ x, Ti est une opération linéaire
bornée qui transforme ‘’ en lui-même et

Nous allons appliquer ce théorème :

Soit {Xi}i = ( o + 1 + 2 + ... ) une suite strictement stationnaire
d’éléments aléatoires à valeurs dans un espace de Banach quelconque X
tels aue
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soient Xi les éléments correspondants de X, ces Xi définissent dans X une
a

variété linéaire ferm.ée X’ qui est elle-même un espace de Banach (c’est
a

une partie de X, c’est même une partie séparable).
Nous aurons besoin de connaître la forme des fonctionnelles linéaires

sur cette variété linéaire ; or, au parabraphe III, nous avons trouvé la
a

forme générale des fonctionnelles linéaires sur ~; mais, compte tenu du
théorème de l’extension des fonctionnelles linéaires sur un sous-espace
linéaire à l’espace entier avec conservation de la norme [E. Hille, I],
nous pourrons utiliser ce résultat.

rc 
&#x26; 

rc

Les X de la forme 03A3aiXi, où Ia est fini, quelconque, les ai étant des
1-1 ,

a rt a

nombres quelconques, forment une partie non fermée X" de X’; X’ est
rr a a

la fermeture de ~;". Si X est dans ~", donc de la forme

posons

ll

T(X) est une opération visiblement additive, en vertn de la station-

narité, on a

donc

(I4) ~Z~ = ~X~.
Il faut voir si % est défini univoquement. Si X n’admet qu’une repré-

sentation de la forme cela est évident; mais supposons que X
t=1

admette deux représentations de cette forme, distinctes, par exemple :



I98

(on peut toujours supposer que /r est le même pour les deux formes);
! ? ~

ou obtiendra avec (ï3) deux transformées de ~. Z et ~ donnas par

Mais Z et Z’ no sunt pas distincts, en effet,

implique que, en posant ~ == ,

Donc, en vertu de la stationnarité,

rl, f1

ce qui revient à dire que Z == Z’.

Soit maintenant X. quelconque dans X; il y a une suite de Xi E. X"
a

tendant vers X, ce qui implique d’après Cauchy que :

quand n ~ ~ ~ n+p 
- n~ ~ o,

avec I n, uniformément par rapport à p, on a alors

fi T (Xn) il = T(Xn+p - Xn) = Il Xn+p - Xn il d’après (I4).

Donc T (Xn) converge vers une limite que, par définition, nous

appellerons T ~X~ . ...
T ~. dépend de X, mais évidemment pas de la suite X,2; est t

alors une transformation définie sur et; il est immédiat qu’ellè est
linéaire, continue et que

~=1 I (plus 
. 

précisément : 
.

et, par suite, pour tout n, .
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Le théorème de Yosida et Kakutani nous donne alors l’énoncé
n ~

suivant : soit si I n Ti(X) converge faiblement, il 
. convergesuiva nt : soi t ~ X’; si I n 03A3 Ti( ) con verge fa i bl ement, i l c on ve rge

fortement.
En particulier, prenons ,

X = X1 , T’( X) = X2, ..., Tn (X) = Xa+1,

nous obtenons : si

converge faiblement, il converge fortement, ce qui revient a dire qu’il
existe un élément aléatoire L tel que

(15) 

~+1

Il suffit (Tailleurs qu’il y ait une sous-suite qui converge fai-

blement; ceci aura lieu, par exemple, si X’ est faiblement compact,

donc en particulier si ~ est uniformément convexe.
Notons que Inexistence de E(X/) n’est pas supposée, de même E(L)

n’existe pas forcément, mais si X est séparable et réflexif, E(Xi) et E (L)
existent (c/’. chap. I, p. 168); de toutes façons, quand E(L) existe, L ne
se réduit pas forcément à l’élément presque certain E(L). Dans tous les
cas on a les propriétés suivantes :

T~o~r/~e 1. 2014 Si E(X/) et E(L) existent 2014 donc en particulier
si X est séparable et réflexif 2014 on a E( L) ==E(X/). En effet, on ne
diminue pas la généralité en supposant E(X/) ==: 0; alors

existe, mais 
’ 

.
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qui tend vers zéro d’aprés ( i 5 ) ; donc

E(L) = 8 = E(Xi).

Propriété 2. - Lorsque ( 1 5 ) s’applique, quel que soit x* E X*,

tend en moyenne d’ordre a, donc en probabilité, vers x* ( L ~ 
existe, parce que E fi Xi  + ~ ; si les Xi sont indépendants les x* (Xi)
le sont, alors, théorème de Kolmogoroff,

Il

I n x*(Xi) ~ p. s. vers ]

donc

x*(L) = p, s. E(x*(Xi)],
autrement dit

. ’~*(L) = E(x*(Xi)], 
.

sauf pour les u appartenant à un ensemble e de p. mesure nulle,
mais e peut dépendre de x*.
Mais supposons ~E* séparable et soit j une suite dénombrable

dense dans il existe e indépendant de j avec ~u ~ e ~ = o tel que
pour tout u ~ e on a :

= 

Soit x* quelconque et telle que ~~ il existe un ensemble c’
tel = o et que est finie [puisque L ~  + ~ ],
on a :

si 

x*j ( L ) - E[x*j (Xi)] = o,
il vient

1 1 

et comme E est arbitrairement petit,
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Comme un point L de lt est entièrement déterminé par l’ensemble
des valeurs x*(L), L est un e. a. presque certain l satisfaisant à :

x*(L) = 1 i

pour tout x*, ce qui prouve que les Xi ont une espérance mathématique l
n 

,

et que l Xl tend « en moyenne d’ordre ce », donc en probabilité
vers l. 

,

Application 1. est la droite réelle, X et ‘’’ sont alors l’espace L«
qui est uniformément convexe si a > f, car une variable aléatoire

équivaut à une fonction numérique f(u), alors (15) s’applique ( le
théorème de Yosida se réduit dans ce cas au théorème de Birkhoff) ;
d’où le théorème : :

Soit une suite de v. a. strictement stationnaire {Xi }, avec
~+~ («

n

scc moyenne temporelle I n 03A3 Xi converge en moyenne d’ordre a .

Le résultat est connu pour a =: 2 sous la condition moins stricte
de la stationnarité d’ordre 2 seulement, mais ici aussi pour a = 2
ou a pair, et peut-être pour a quelconque on pourrait éviter la station-
narité stricte; pour a quelconque, le théorème est peut-être nouveau.

Il s’étend Immédiatement au cas où les X~ sont des v. a. à plusieurs
dimensions.

Appliction 2. - Supposons que X est l’espace L03B1; un Xi est
une fonction numérique f ( t) d’une variable t telle que 

’

mais. cette fonction f’ varie avec u; on peut donc considérer une
fonction f ( u; t) des deux variables u, t; on a :

mais l’hypothèse E(~ X ~03B1)  + étant donné que
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équivaut n 
°

qui montre que ~E est l’espace La des fonctions numériques des deux
variables M, t, c’est donc un espace uniformément convexe et (I5)
supplique. ,

Ce cas qui est le cas extrêmement important des fonctions aléatoires
est d’ailleurs un cas particulier du suivant, puisque est

réflexif, Or: > t.

Application 3. 2014 Supposons X séparable et réflectif, (II) est

valable, soit :

Yn = X2 + ... + Xn+1 n

et soit la valeur de Yn pour l’épreuve u. On va montrer que Yn
, converge faiblement. Sauf des u exceptionnels, d’après un théorème
précédente converge fortement, donc faiblement vers une

limite ce qui implique que :
’ 

3

A[M; y (M)] est une fonction mesurable de u, comme limite

de h [ u; qui est mesurable (voir précédemment). On va

montrer que : ..

(16) /B[M;~(M)]~~A[M;~)]~.e ~~L

Soit (9L l’ensemble des u pour lesquels on n’a pas b. s. ;
comme tend, sauf pour des u exceptionnels, vers une limite y(u),
les yn(u) sont bornés uniformément en donc si l’on prend A assez
grand, on a :

et d’aprés l’inégalité de Hôlder :
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Mais 
’

et indépendant de n ; d’autre part

~ et

u03BB(u)03B1 - 1d   + ~;

si l’on remplace A par A’ > A, tx, est remplacé 03B1’ c 03B1 e (03B1) ~ u
si il en résulte qu’en prenant A assez grand (~ assez petit),

03B103BB(u)03B1 03B1 - 1d  est arbitrairement petit, donc aussi / h [ll, d

et cela uniformément en ~z. Simultanément. et pour les mêmes

raisons h [u; y( u) ] d  est petit, car quel que soit n :

donc (Lemme de Fatou) .

( h[u; y(u) ]| d   C,

donc quand (03B1) ~ o, 
.

03B1h[u; y(u)]d  ~ o,

De même, soit 03B2 l’ensemble des u pour lesquels on a 03BB(u) > B,
où B est un nombre positif; si l’on rernplace B par B’> B; C~3 est 

’,.

remplacé par 03B2’ ~ 03B2 et p. ( (S) parce que

u
03BB(u)03B1-1d +~

alors 
’

03B203BB(u)03B1 03B1 - 1d  ~ o.
Il résulte alors de (17) que
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est petit, uniformément en n quand B est grand, de même diaprés (18)

r h est petit.
U3 -

Soit D = ét+ 03B2, sur u - D, on a : 03BB(u)  B,

b. s. donc 

On a alors le droit de passer à la limite sous le signe  et d’écrire :

u - nh[u, y(u)] d  = u-n h(u, yn(u)]d .

Mais ce qui précède montre alors que, puisque A et B peuvent être
arbitrairement grands, ,

uh[u; y(u)]d  = limuh[u; yn(u)] d  = limX*(Yn).

Maintenant, soit Y l’é. a. défini par Y = y(u) pour l’épreuve u,

montrons que Y défini un Y E X, c’est-à-dire que :
cc. , x*(Y ) _ ~*(y(~~)1 ]

est une fonction mesurable de u pour tout x* fixe et Il est mesurable.

Le premier point résulte de ce que p. p. x* ~~~~ ( Zc ) ~ = lim x* ~ zc ) ~ et

que x*[yn(u)] est mesurable étant séparable, il en résulte que ~Y~
est mesurable (cf’. chap. I). ,

b. E[~Y~03B1] = u~y(u)~03B1d   + ~,

on a vu que si h(u) e X* est tel que :

i ° h ( u; x~ est mesurable en t~ pour tout x fixe, ce qui entraîne

~h(u)~ mesurable, puisque X* est séparable (cf’. chap. I); .

_- 
- -~-

2~ 
u

définit une fonctionnelle linéaire continue X* sur Et par la for-

mule
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où est la valeur du X correspondant à X pour l’épreuve u, il

résulte alors de ce qui précède que :

u|h[u; y(u)]|d   + ~

pour tout satisfaisant aux conditions i ° et 2° précédentes, il suffit
de reprendre la démonstration c de la page 18~. pour en déduire que :

II y~u) ~~°‘~’~~ +°°~
n~

le rôle de o: étant joué par 03B1 03B1 - I et vice versa, h(u) jouera le rôle

de de la page 84, celui de de la page i 8/;, cet « échange ))
est normal, ~E étant réflexif..

Conclusion. - Puisque Y définit un Y ~ X,

uh[u; y(u)]d  = X*(Y),
et nous avons prouvé que pour tout X* E X*

lim X*(Yn) = a* (Y),

ce qui prouve que Y,L converge faiblement vers Y; il en résulte alors
ï ~ a

que Y qui, on le sait, appartient à ~’, appartient plus précisément à ‘’’,
en vertu d’un théorème qui dit que si un point appartenant à une

variété limitée fermée, fixe, "a tend faiblement vers une limite, celle-ci

appartient à ‘~~.
Le théorème de Yosida supplique alors et dit que n tend fortement

a

vers Y, soit :

THÉORÈME. - Loi des grands nombres en moyenne d’ordre a. - ‘’ .

étant séparable et réflexlf et ce > r , 
- o + i ... ) désignant

une suite strictement stationnaire d’éléments Xi de X, il existe un

élément Y dans X tel que :
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Remarque. - Revenons au théorème 2 (§ II) ; on y a prouvé que
si Y est l’é. a. défini par y( u), sauf épreuve exceptionnelle, tend

faiblement vers y ( u ), ce qui permet de dire que p. s. in- Y mais on

avait laissé dans l’ombre le point suivant : Y est-il un é. a. du type

étudié, c’est-à-dire tel que :

a. x*[y(u)] est mesurable, quel que soit x*. fixe ; Il y(u) Il est mesu- 
rable ; 

’ 

’ 
.

( dans le théorème 2, § II, CI. peut être

.u 
.

égal 

Pour a, x*(y(u)] est nécessairement mesurable comme limite

de x* (~’~~ ( u ) ~ et alors Il y ( ~c ) ~~ est mesurable parce que ~% est séparable.
Pour b, si a > i , cela vient d’être démontré ci-dessus ; pour x = I ,

on peut le prouver directement en utilisant toujours le procédé de
Landau. ~ est toujours défini, on ne peut en trouver toutes les fonction-
nelles (’’ ), mais certaines, évidentes, suffisent pour prouver l~.

CHAPITRE III.

CARACTÉRISTIQUE D’UN ÉLÉMENT ALÉATOIRE
DANS UN ESPACE-B.. 

’

Définition. -- Soit ~~* une fonctionnelle linéaire réelle quelconque ;

x;* ( ~.) est une variable aléatoire numérique X* pourvue d’une fonction

de répartition; la variable aléatoire eiX* est également mesurable et,

comme elle est bornée en module, elle a une e. 111. - la fonction carac-

téri.stique usuelle de x* - c~ ( x* ) : :

03C6(x*) = E[eiX*] = E [eix*(X)].

Ceci suppose toutefois que X* est uhe v. cc. proprement dite. l’ar défi-

nition, X sera un élément aléatoire proprement dit s’il existe une suite

d’ensembles ek ~ X mesurables, bornés, tendant vers X et tels que : 
,

lim mes (rk) = t. 
-

(9) Cette question est maintenant résolue ~R. Fortet et E. Mourier, I].
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Si X est un élément aléatoire proprement dit, X* est une v. a. propre-
ment dite. Dans le cas de la mesure introduite par M. Fréchet

(F-mesure, avec condition F’), X est toujours un élément aléatoire

proprement dit. Dans tout ce qui suit nous supposerons que .X est un
é. a. proprement dit.

Par définition 03C6 (x*), , considérée comme fonction de x* sur X est

lcc caractéristique cle X. [E. Mourier, 1 et III] [L. Le Cam, I].

Remarque. - Dans le cas d’un espace euclidien Ri, à iz dimensions,
X ayant les coordonnées ~ 1, ..., Xn, toute fonctionnelle linéaire es t

de la forme :

~ 

x*(~) = +...+ 

où v1, ..., sont des constantes définissant x* et inversement.

Or dans ce cas on appelle depuis longtemps caractéristique de X- la
fonction :

03C6(v1, ..., vn) -_ ~ ~ ~ ’~ 

== 

Pour un espace-B quelconque, la est

donc la généralisation immédiate de la caractéristique classique.
THÉORÈME 1. . - Si X et Y sont des c-. Cl indépendants définis sur le

même X, la caractéristique de X + Y est le produit de la caracté-
ristique de X par celle d e Y.

Soient 03C6X, 03C6Y, 03C6X+Y les caractéristiques de X, Y, respecti-
veinent :

En effet eix*(X) et sont deux variables aléatoires numériques
indépendantes et l’on peut leur appliquer le théorème classique de
l’espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires indé-
pendantes.
THÉORÈME 2. - 03C6(x*) est une f onction uniformément continue

de x*, c’est-à-dire que si ~ positi f est donné, on peut trouver ~ positif
ne dépendant que de ~, tel que : ,
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pourvu que 
Il x; - x; U Lé. "1).~x*1 - x*2~  ~.

En effet : ’

avec

’

On a donc ~y* ~ ~; soit ek tel que
mes (ek) > 1 - ~ 3.

On a : .

Le deuxième terme est inférieur à 2 ~ 3, car

| I - eiy*(x)| ~ 2

et m(X - ek) est inférieur à ~ 3.
Quant à

X~ck|I - eiy*(x) |dm,

|I - eiy*(x)| ~ 3,
car eli est borné, donc il existe M tel que sur Il x ~ M; donc

1 ~(xi)- ~(x-)* ~ ~ E.

THÉORÈME 3. - 03C6 (x* ) est continue au sens de la convergence faible
dans 1t*.

Comme dans le théorème précédent, on a : ,

, ’

où l’on a encore borné et tel que > I - 3, donc le deuxième
terme est ~ 2 3 comme dans le théorème 2.
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Dire que x~ converge faiblement vers x; , c’est dire que pour tout x**
on a 

’

Donc pour tout x fixé, la convergence faible de x2 vers x1 implique
que

(x;- ~~).(.r)-~o.

La fonction mesurable et bornée tend donc vers un

partout et :

ek|I - ei(x*2 - x*1)(x)|dm ~ o.

THÉORÈME 4. - Si E(X) et E[~X~2] existent ( 1 ° ) la caracté-

ristique 03C6(x*) de X. se met sous la forme :

c~(x*)=t+ix*[E(X)~-- 2ELI,x*(X)!?~+~~x*~~~w(x*)~ ,

où

w(x*)-~o si ~~x*~j-~o.

Démonstration. - Soit z* e ~* telle que Il z* ~~ = r et que x* _ ~.~*,
~ 

ce qui Implique ~ == + ~~ x* Il. Posons U = z* ( X ),
~,1-E(U)-E[z*(X)~=z*[E(X)~ ]

existe puisque E(X) existe. De même, E(U2) existe car 
et existe.

m(x*) - = [ei03BBz*(X)] = E[ei03BBU].
Comme fonction de 03BB, 03C6(x*) est donc la caractéristique de la v. a. U et,
par conséquent :
(I) 5’’(x*) = I+ i~.1- 2 E(U2) ~2+ ),2w1(z*, ),)~

où pour tout 2* fixé, c~ (2*; ~ ) --~ o si À -~ o. Mais ( 1 ) s’écrit : .

~(x*)=I+ix*[E(X))- 2 E{[x*(X)’~~+~~x*~~’w,(z*; ),).

La convergence de ~1 (,~*; a) vers o quand ~-~o est uniforme par rapport

(’o) On sait que si a est séparable et réflexif, E[~ X [[ j  + ~, qui est impliqué
implique l’existence de E (X).
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à z*. En effet, FN* ( a ) désignant la fonction de répartition de U, le théo-
rème des accroissements finis donne :

03C91(z*; 03BB) = I 2 +~-~03B12[I - eik003B1]dFz*(03B1), où o~03BB0~03BB,

M étant un nombre positif quelconque : 
, 

’

w1(2*; 03BB) = I 2 |03B1|>M03B12[ I - e" ’o a j dFz* ( a ) I 2 - +M-M.
En désignant par m la l-mesure sur X, le premier terme du deuxième

membre est borné par : 
’ 

’

|U|>MU2dm  |U |>M~X~2 dm  ~X~>M~X~2 dm,
car et le domaine ( ! U ~ > 1VI ) est contenu dans le

domaine ( ~I X ~I > M ). 
, 

’

Par hypothèse, on peut trouver M indépendant de z* tel que :

f . 

,

M étant ainsi choisi, il suffit que Ào, donc À, soit assez petit pour

que quel que soit ce dans (- M, + M) et alors

i 03B12[I - ei03BB003B1]dFz*(03B1)  ~ 2 quel que soit F’z*( x ).
~ ~-M 

. 

~ . 

_

Donc la convergence de c~1 (2*; a,)-~ o lor.sque ~ --~ o est uniforme
en ~:*, ce qui établit le théorème. ,

Définition. - Étant donnée une fonction 
‘ 

numérique réelle ou 
~~°

complexe 03C6(x*), nous dirons quelle est définie-positive si :

, 

1 ° elle est continue au sens de la convergence forte dans X* ;
2° quels que soient n, x; , ..., xn et les nombres complexes ai, ...,
on a : 

. , 

.

THÉORÈME 5. - Toute caractéristique est définie-positive.
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Nous avons vu qu’elle est continue (th. 2). La seconde condition est
vérifiée, en effet :

il suffit alors de prendre eix*j (X)

u i tck = ( X) e - = e’ ( ~ j -.2~k I ~ J

et alors :

~ a~ «k ei Lxj - x~k ] ~ x ) ~ o réel

~, k

entraîne que :. 
’

E[03A3...] = 03A303B1j03B1k03C6(x*j - x*k) ~ o réel.

Remarque. - De la définition même de la caractéristique résulte
que c~ ( d* ) = i et que 

’

. ~(-x*)= n(x*).

Nous allons voir que si une fonction c~ (x* ~ satisfait à la condition

réel~o
k

quels que soient n; xi, ..., x;z et ..., r/.n" alors : c~(~*) est réel ~ o nul
seulement si c~ = o 

’

Y(--x*) _ ~(x*)~ l ,

si cp est continue à l’origine, elle est continue partout et aussi si

~ (x* ) -~. c~ ( 8* ) lorsque x* tend faiblement vers 0*, alors ~ ( y*- x* ) tend
vers c~ (y* ) quel que soit y* lorsque x* ~ 9*. ’

Prenons /z == 2 :

03B1103B1203C6(x*1 - x*2) + 03B1103B12 03C6(x*2 - x*1) + [|03B11|2 + |03B12 |2] 03C6(03B8*) réel  o;

sl~=0": . ’
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oe~ = o montre que q (0*) est réel S o.
03B11 = a2 # 1 ?

03C6(x*1) + 03C6(-x*1) réel,

donc. .

’ ? (/Î ) # - ’ ? (- Ù’l ).

03B11 = 1, 03B12 = i : 
. 

’

i q ( x[ ) - 1 q (- x[ ) réel,

donc

R 03C6 (x*1) = R 03C6 (- x*1),

donc

03C6(-x*) # 03C6(x*).
Prenons 11 = 3 :

03B11 = I, > «z # - I > «J = >,> ltl # °*> /b # /*> /Î = y*.

On a :

1 2 + 1 >, l~l ? ( °* ) - i(/* ) - ? (- /* > 
"

+ >’ l i (y*) - 03C6 (y* - x*)] + >’ [03C6 (- y*) - 03C6 (x* - y*)] o.

Soit, en posant A = q ( y* ) - q ( y* - x* ) : :

1> + 1 >, 121 1(b*) - i(/*) - i(- /*) + >, A + 03BBA o .

et en = 

- A 03C6 Ù* ) .

|A|2 03C6(0*) - |A|2 03C6(0*) - |A|2 03C6(0*) + 203C6(0*) - 03C6(x*) - 03C6( - x*) ~ o.
Soit: .

l i ( oy~ ) ~~ ~’~ ) l~ ~ ? ( b~ ) ~ ? ( ~’~ ) ~ î (~ ~’~ )l>

cc’ qui montre que q (0*) ne peut être nul à moins que q ne soit identi-

quement nul, et que si q est continué à l’origine, elle est continue

partout et même uniformément continue partout, et aussi que si

q (x* ) - q ( 0* ) lorsque /* tend faiblement vers 0* , q ( y* .- x*) - q ( y* )

quel que soit y* lorsque x* - 0* faiblement.

Définition d’un ensemble cylindrique. - Un ensemble cylindrique &#x26;n

de St est défini comme l’ensemble de tous les / e tt tels que:
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où En est un ensemble mesurable-B dans l’espace euclidien Rn, à

n dimensions.

Définition du corps d3. - Tous les ensembles cylindriques sont
L-mesurables; ils forment un corps (3; si ~j est le corps de Borel de

définition de la L-mesure ln, on a : :

C ~ F.

Soit I(3 le plus petit corps de Borel contenant ~, on a forcément d3 C ~’ .
Or une fonction complètement additive sur un corps est extensible et
d’une seule manière sur le plus petit corps de Borel qui le contient

[Kolmogoroff]; donc : la connaissance de m sur (5 détermine na sur 03B2.
Notons que e et U3 ont une signification géométrique indépendante
de m et qu’ils ne dépendent pas de la norme au sens de la page 16!~
(chap. I).

THÉORÈME. - Si X est séparable, 03B2 contient les sphères et tous les
ensembles définis par f(x)  a, oic a est un nombre réel et f une
fonction numérique, réelle, continue dé finie pour x c Plus géné-
ralement, IC3 contient tous les ensembles ouverts C X.

I° Cas de f(x) _ Il x ~. - La démonstration consiste à prouver que
’ 

toute sphère S de centre 0 appartient à 8. La démonstration est ana-
logue à celle de Pettis [Pettis, I].

Désignons par x* les x* telles que Il = i et soit r l’ensemble des x*.

Soit Ax* l’ensemble défini par : x*(x) |  a; la sphère S définie par
Il L a est le produit où le produit est étendu à tous les x* e r

(les A;:* sont en infinit.é non dénombrable).
En effet, 03A0Ax* c S : soit x E et x;, une fonctionnelle x* telle

que , on a par hypothèse : : x" ~x~) ~~ a, donc 
et S C car si ~x~  a

! ~*(~) ! ~ 

~E étant séparable, il existe une suite { xi dénombrable de x* faiblement
dense dans r [Banach, I, p. I24~. Soit l’ensemble défini par
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et produit d’une infinité dénombrable d’ensembles ,

i

cylindriques A~ est dans G3.
On a:

D’abord

03A0Ax* ~ A =03A0Ai;
i

évident puisque 03A0Ax* est étendu à tous les et que 03A0Ai est
. 

~ i

étendu au x* E { xi } sous-ensemble dénombrable de r. ~
D’autre part, si xq E A ne faisait pas partie de on aurait :

I I ~ c~ pour tout i

et

~~ I > cc pour au moins un x*;

soit x~ un tel x*, ~ x1, j une sous-suite de ~ convergeant faiblement
vers x~ : :

|x*0(x)| = lim |x*i’| pour tout x ~ X,
donc :

xâ (x1) ( = li m I xi~ ( x j ) j ~ ~ contradiction.

Donc

Par conséquent,

~ On a vu que

_

donc :

donc S est dans G~.

2° Cas de --- Sphères de centre xo, même

démonstration.
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’ 

’ 

3° Cas de f (x) quelconque. - L’ensemble défini par f(x)  a est

ouvert. Or tout ensemble ouvert Q d’un espace séparable ~ est la

réunion d’une infinité dénombrable de sphères. 
‘

En effet, étant séparable, soit ) une suite dénombrable dense
dans £ et x;, ceux des x,t intérieurs à SZ. Soit ~) la sphère de
centre x;~ et de rayon i (k entier). Parmi ces sphères, certaines sont
complètement intérieures à Q : ce sont les Si ; les autres ont des points
extérieurs à Q. Soit A la réunion des S’le Les Si sont en infinité dénom-
hrable et toute sphère est dans 1(3, donc A est dans d3.
On a A == ~2 ; pour le prouver, il suffit de montrer que tout x e Q appar-

tient à une Si. Or x appartient à S(.r’ k, si Il x’n - x~ k et cette

sphère est une Si si 2 k  03B4, en appelant ô la borne inférieure de ~x - y Il

lorsque y parcourt la frontière de Q. Donc il suffit de prendre )  ~, ,
puis assez voisin de x pour que ~, ce qui est possible
puisqu’on a une suite dense. 

- 

-.

Donc tout ensemble défini par f (x)  a et plus généralement, tout
ensemble ouvert est dans l(~, . 

>

Remarque. - De la définition même de la caractéristique:
= E[eix*(X)]

résulte que toute L-mesure sur ~, proprement dite, définit une caracté-
ristique et une seule; réciproquement nous allons voir que ; :

THÉORÈME 6. - La caractéristique détermine la L-mesure sur tout
ensemble cylindrique, donc sur U3..

Soit X* = x* ( X ) si l’on connaît t = on connaît la

. caractéristique c~1 de X* : .

m1 ( r ) = E - E f (~j) - ~ ( ~.x* )a

donc on connaît où Ei est un ensem ble mesurable de
l’axe réel. -

Soit x* 1 > ... et X*1 = x*1(X), > ... > X* ! >a x* ri ( X ) , on connaît >
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donc on connaît la caractéristique c~~ ( v1... v,~ ) de la variable aléatoire 
° 

’

à n dimensions { X~, ..., X?, ~ : :

n~(v~,...., f/~)= E~e 1~~~1 i~ -!-.~..-~ Vnxn~ ~ _ ~(v~xl+...+ * 

Donc on connaît la mesure sur tout ensemble cylindrique, donc sur d3.

Remarque. - La démonstration du théorème précédent repose sur
la propriété bien connue que dans un espace euclidien à un nombre fini
de dimensions la caractéristique détermine complètement la loi de

probabilité du point aléatoire. Il en est de même dans le cas d’un espace
de Banach possédant une base, c’est-à-dire tel qu’il existe une suite
dénombrable d’éléments distincts ei, , ..., en, ... de X telle que, quel
que soit x e ~E, il lui corresponde une suite et une seule de nombres

..., ... tels que : .

x = x1e1 + ... + x" en + ... , ,

avec lim Il = o en posant

Connaissant cp(x*) pour tout x*, on connaît ën particulier :
= 

qui est la caractéristique du point X ( n ) dans Rn et détermine la fonction
de répartition de X(/~). Soit

..., X"  x"]; i ’ 
’

si l’on pose
F(X:J, ..., x", ...) = Pr[X1  x1, ..., X,t  xn, ...],

on a :

F(xi, ..., x", ...) = lim ..., xn).
, n

Donc la caractéristique 03C6(x*) détermine alors complètement la loi de X.

Généralisation du théorème de Bochner [Bochner, II, p. 23g]. - On
sait que la caractéristique d’une variable aléatoire ordinaire est une
fonction définie positive qui vaut 1 à l’origine et que, réciproquement,
toute fonction cp définie positive telle que c~ ( o ) = est la caractéristique
d’une loi de probabilité. Dans le cas d’un élément aléatoire X à valeurs
dans un espace-B, ~E, nous venons de voir que la caractéristique de X,
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c~ ( x* ) = E ~ ei~* ~~)~ est encore une fonction définie positive, c~ ( o* ) _-_ 1.
On est donc conduit à se demander si toute fonction définie posi-
tive cp (x*) telle que c~ (~*) =1 1 est la caractéristique d’un élément aléatoire
proprement dit X sur d3.

Soit donc q(x*) une fonction définie positive sur ~* et telle que

c~ ( ~~* ) =1. Soient ... , , fonctionnelles linéaires déterminées,
linéairement indépendantes, posons :

9 == p, + ... + 

où vi, ..., , v,t sont n variables numériques réelles quelconques;
03C6 (x*) considérée comme fonction de v1, ... , v,z est une fonction définie
positive à n dimensions, dans un espace euclidien à n dimensions, et
elle prend la valeur 1 si v1 = v2 _ ... = v" =o; donc c’est une caracté-

ristique à n dimensions ( Bochner-Weil ) et elle définit, par conséquent,
une fonction de répartition à n dimensions : : Fn ( xi , x1; x; , x~; ... ; x i; x,t) .

Fil a les propriétés suivantes : .

1° Comme fonction des couples , x j ) , c’est une fonction

symétrique ; 
’

2° Comme fonction des ... , c’est une fonction de répartition ;
3° En outre, on a : 

~ 

-

xi ; ... ; + ~) = ... ; xn).

En effet :

n (x*+ vn+1x*n+1) = ei(v1,x1 +...+ vn+1xn+1) d Fn+1(x*1, x1; ...; xi, x*n+1 , xn+1);

0 : 1

03C6(x* + o) ) _ 03C6(x*) = ei(v1x1+...+vnxn)dFn+1(x*1, x1; ...; xn+1)

en intégrant par rapport à xn+1

03C6(x*) = ei(v1x1 +...+ vnxn) d03A6(x*1, x1 ... ,x l, xn )

en posant
03A6(x*1, x1; ... ; xt, xn; x*n+1, + ~),

mais par définition de F n :
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donc :

x1; ... xn) _ 03A6(x*1, x1 ... .

= Fn+1(x*1, x1; ...’; ; x*n, xn; x*n+1, + ao.

Soit En un ensemble cylindrique de X, défini comme l’ensemble de tous
les x ~ X tels que : . 

.

..., i E ~tt,

où En est un ensemble mesurable-B dans l’espace euclidien Rn à

n dimensions. F,~ définit une mesure dans Rn pour laquelle En est

mesurable, soit p.(En) sa mesure, posons :

on définit ainsi une fonction d’ensemble m (E) sur le corps des ensembles
. cylindriques dans X; on voit sans difficulté que :

’

2° m(~,t) ~ o; J . 

’ 

.

3° m ( ~ ) + = m ( ~ -+- &#x26;’) si &#x26; et u’ sont deux ensembles

cylindriques disjoints [Kolmogoroff, I, p. 27].

Il reste à voir si 7?~(~) est complètement additive (sur le corps des
ensembles cylindriques) ou, ce qui revient au même, à essayer de

prouver que si ~1, ~~, .. , , ~~i, , , , sont des ensembles cylindriques
tels que l , 

’

E1 ~ E2 ~ ... Ek ~ ...

et si lim m(E1) = L > o, E2 = lim Ek n’est pas vide,
A~~ .

Soit f x~ ~ ( j ~ ~ , 2, ...) une suite quelconque de fonctionnelles
linéaires de norme i et telle qu’un nombre fini quelconque de ces
fonctionnelles soient linéairement indépendantes. Soit S ( a ) la sphère
de X de centre 0 et de rayon a. Soit An l’ensemble des points de Rn de
coordonnées ai ... an tels que le système :

’ xi (x) = a~, > ..., > 

ait au moins une solution x telle que Il a. 
’ 

’

Si ~ est ré flexi f, An est fermé. - D’abord An est borné, évident
puisque . 

’
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ensuite soit une suite de points de An tendant vers un point P
de Rn de coordonnées (a j), donc On a : P e An’ c’est-à-dire

qu’il existe un xe S (a) tel que :
= ai ~J = I~ ~, ..., n).

Une condition nécessaire et suffisante pour cela (E. Hille, I, p. 2I ) est

que, quels que soient les nombres a~ ~ j =1, 2, ... , rt ~, on ait :

mais lé même théorème implique, puisque 

Pour obtenir (i), il suffit de faire tendre k vers + ~ dans (a).
Soit l’ensemble des x ~ X tels que le point P de Rn de coor-

données [~(.r), ..., ~(.r)] appartient à A,,, on a évidemment :

03B1n est un ensemble cylindrique, fermé dans X; il n’est pas borné en
général; il faut entendre par fermé que si xi, ..., xk, ... ~ 03B1n et

si x, x appartient à 03B1n.
Tout ensemble cylindrique En défini par x*1, ... ? x*n qui contient S (a)

contient .. 
-

D’autre part, 03B1n+1 ~ 03B1n; en effet si x0 ~ 03B1n+1, les nombres

(y = 1 , 2, ... , Il -+-1) définis par 1 

(~=1, 2, ..., ~-~-l)

sont tels que les équations 
’

(y==i, 2, ... , n+I)

admettent au moins une solution x’ telle donc les équations

(/==!, 2, .... n)

admettent une solution x’ e S(a), donc x ~ 03B1n.
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Remarque. - Si correspondant à xi, ..., x*n+1 est construit
comme produit de Rn correspondant à x;, ..., x;z et d’une droite, An est
la projection parallèlement à cette droite, de R,l+1 sur R,i.

Soit

,~ = lim .~~ S(~).
n~+ ~ - 

i

Si la suite considérée {x*i } est dense sur la sphère de rayon 1 de X*

(ce qui implique que .3:*, donc 3: est non seulement réflexif, mais
séparable), .~ = S ( a ) . 

’

. En effet, si xo e L n’était pas dans S ( a ) on aurait , x0~ > a et

~ = j a pour tout ~; ; 

mais, d’autre part, il existe [E. Hille, I, th. ‘~ . g . 3 ~ x* e ~;* telle que :
et ,x*~ =1.

La suite {xt l étant dense sur la sphère unité, soit xi, ~ } une suite
tendant vers x* .

|x*(x0)| = lim |x*i’(x0)| ~ a,

ce qui est une contradiction avec 

== ~x0~ > a. ,

Donc .~ C S ( a ) et puisqu’on a toujours .~ ~ S (a) :

. ,~ = s(~).

Plaçons-nous dans ces conditions et soit p (a) la limite pour n-~-E- o0
de ; ~ Nous dirons que cp(x*) satisfait à la
condition C si, quelle que soit la suite } dense sur la sphère unité
de ~E*, lim p (a ) = i. Il est clair que

si a  a’.

Considérons des ensembles cylindriques ~~i tels que
E1 ~ E2 ~ ... Ek ~ Ek+1 ~... et lim ni ( Ek) = l >

Nous allons montrer que

lim Ek = lim [03B2k = 03A0~j].

n’est pas vide.



221

On ne restreint pas la généralité en considérant une suite de fonction-
nelles linéaires } de norme 1, telle qu’un nombre fini quelconque
soient linéairement indépendantes et que les fonctionnelles définissant s~~~
soient x;, ..., x~. Soit En le correspondant dans Rn de c~,t; on a posé

On peut trouver dans R,i un ensemble Dn borné, fermé, contenu dans En
tel que

~~a~ ’ ,

Dn définit dans X; un ensemble cylindrique n C n, fermé mais pas
nécessairement borné et

m ) ~ m ( - ~ 2n. 
.

Posons et soit dans Rn définissant wn est fermé,

borné, contenu dans D/, : :

m(G’n) ~ ~~t(G’~,~ ) - E ~ L - E, .

donc

Soit S (a) la sphère de X de rayon a et soit une suite de fonctionnelles
linéaires de norme 1, dense sur la sphère de rayon 1 de ~*, un nombre
fini quelconque de ces fonctionnelles étant linéairement indépendantes,
et contenant comme suite partielle la suite x;tï; on ne restreint pas la
généralité en supposant que ce sont les x i elles-mêmes. Considérons les
ensembles G,t S ( a ) si aucun n’est vide, ils ont une limite non vide. En
effet étant supposé non vide quel que soit n, soit x,t E S (a) ,
la suite xn est bornée puisque étant réflexif, une sous-
suite, qu’on supposera être la suite elle-même, a une limite faible x;
soit â~t = x~ (x,L) et soit Pk le point de R,1 de coordonnées (ai, ... , a~ ),
Pnk E wk car x,t E Ci, . S ( a ) pour k ~ n tou t au moins, donc x,t E y;. ,

Si P~l est le point de R,; de coordonnées x~ (x) ( j =: i, 2, ... , k ),
P,; = lim Pnk, donc Pk E donc x E Cl;, ceci quel que soit k, donc ’

X appartient à lim C,i, donc cc fortiori à lim û,t qui n’est donc pas vide.
n
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Supposons CN. S (a) vide, alors C,t . S (a) est vide .quel que soit n  N.
Je dis que si Cn. S ( a) est vide, Cn l l’est, du moins pour l ~ n. Cn peut
être représenté dans R par une « extension » de si et At ont
un point commun P il y.3 un x~S(a) qui est contrairement à

l.’hypothèse, donc w;z et Al n’ont pas de point commun, donc o

et alors Cn étant extérieur à l ( quel que soit .

m(n) = m[X 2014 l] = i - 

donc .

, -L+~, .

donc .

Si l’on a pris a assez grand pour que P ( ~ ) ~ 1- E - ce qui est

possible en vertu de la condition C - et s  L 2 il y a contradiction, donc
G". S (a) n’est pas vide et l’on peut, énoncer le théorème suivant : :

THÉORÈME 7. - Si X est séparable et réflexif, une condition néces-
saire et suffisante pour qu’une fonction définie positive 03C6(x*), telle

que 03C6(03B8*) = 1 soit une caractéristique - d’un élément aléatoire

proprement dit - est que satisfasse à la condition C.

Que la condition C soit suffisante résulte de la démonstration précé-
dente, la nécessité est évidente puisque :

a. Si ~‘~ est séparable et réflexif, )) est mesurable, c’est-à-dire que
m ~ S ( a)] existe quel que soit cc;

b. et que m [S ( a)~ --~ 1 si a --~ oo si ’X est proprement dit. La condi-

tion C pose deux problèmes. , 
. 

’

Problème 1. - On peut se demander si toute fonction définie posi- .

tive telle que 03C6(03B8*) = 1 ne satisfait pas à la condition C. On sait

qu’il en est ainsi si X est un espace euclidien à un nombre fini, quel-
conque, n de dimensions. Un exemple va montrer que cela ne subsiste

pas dans le cas général.
Soit ~; l’espace de Hilbert, séparable et réflexif, des suites de nombres

réels x = ( xi, ..., ... ) telles que soit x*k la
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fonctionnelle linéaire définie par x~ ~x~ = xi~; toute fonctionnelle

linéaire est de la forme x*=03A3akx*k.
k

Posons

Il v* 112 .

,

on voit tout de suite que : .

CL. (D~O*~ = I; 
,

b. ~p ~ x* ) --~ 1 si x* --~ ~3*..

De plus quels que soient ... , , x~~~~ et les nombres réels ou

complexes ai , ..., on a :

~ ~ ( x~b ~ - réel ~ o.
. ~rj

Soient Xi, ..., h.,;, ... des variables aléatoires ordinaires mutuelle-
, 

rnent indépendantes, laplaciennes, d’espérance mathématique nulle et

d’écart moyen quadratique égal à i ; à toute

, faisons correspondre la variable aléatoire Y cette série est
. k

convergente presque sûrement et aussi en moyenne quadratique puisque

~ a,; ~ ~ -~- oo . Y est laplacienne, et
k ..

_ 

_

donc .

E(eiY)=e03A3|ak|2 2 = 03C6(x*).

Si Y ~~~ est la v. a. correspondant à on voit que :

Il en résulte que c~~x*~ est définie positive. Or ne satisfait pas
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à la condition C. En effet, avec la suite [x*k] construisons les de

la démonstration du théorème précédent; on remarque que An est défini
par

L’interprétation précédente de 03C6(x*) avec les variables aléatoires Y

montre que : 
‘

Le calcul de P(a, n) est élémentaire ; il montre que :
iim P(~ /~) = o quel que soit ~.
n~~

D’ailleurs, cela est évident car la série à termes positifs 03A3| Xk|.2 est
~

p. s. divergente; on aurait pour toute définition de 03C1(a) faisant Inter-
venir toutes les x*k, 03C1(a) ~ 11m P(x, donc 03C1(a) == o quel que solt a.

Remarque. 2014 Dans l’exemple précédent, faisons la modification

suivante : supposons que l’écart moyen quadratique de X/, au lieu d’être

i vaut 2014 et posons : ’

où .

Y est laplaclenne 
E(Y) = o, L ~ J

donc ’ 

’

03C6(x*) = e-03A3a2k2k.

03C6(x*) est continue avec la convergence faible dans X*, il suffit pour
le voir de montrer que p(;r*)2014~i I si ~*2014~6* faiblement; or si .r* tend

faiblement vers 0% a2k est borné soit ~ M et ak pour k fixe tend vers
zéro 

’
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On pour P fixe quelconque.
2014v~

Si l’on a pris P assez grand, l’exposant de e k est arbitrairement

petit. C. Q. 1.. n.

Mais, d’autre part, comme la série 03A3I k est divergente 03A3| Xk |2 est
. /: /.

p. s. divergente donc P(a, n) -~ o quel que soit a.
Donc le fait que définie positive est continue avec la conver-

gence faible pour x* ne suffit pas à entraîner que c? (x* ) satisfait à la

condition C.

Problème ‘~. - Étant donné ces exemples, il faut rechercher des

. 
critères simples permettant de reconnaître si une fonction définie

positive satisfait pu non à la condition C.

Soit X un espace de Banach séparable et réflexif, et 03C61(x*),
~3(~*)? ’ ’ ’ ? , c~" (x*), ... une suite de caractéristiques telles que :

a. Il existe a positif et s positif tels que, quel que soit n :

~’,~~ , Î~_ ÎxJ-’sn~S~~ 1 .

b. . lim c~"(x*) = c~(x*);’

c. Il existe A tel que, quel que soit x* satisfaisant :

j ~,~ ( x* ) - ~ ( x* ) ; ~ u uniformément en x*.

est évidemment définie positive.
Considérons la loi fil correspondant à la caractéristique l’inégalité

de Bienaymé donne : 
’

s~’
a]>-I sn a03B1 (a positif).

Utilisant les notations du théorème de Bochner généralisé, on a quel
que soit k : : 

’ 

. 

’

et, par conséquent :
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La condition G est satisfaite, donc est une caractéristique et
définit une loi ~-~; d’où : :

THÉORÈME 8. une suite de caractéristiques 03C6n(x*) converge

uniformément en x*, pour tout x* tel que Il ce* Il vers une

fonction 03C6(x*), si de plus il existe 03B1 > o tel que Il X ~03B1] est uni-
formément borné, alors 03C6 (x* 1 est une caractéristique.

Il se pose alors le problème de savoir si L est la limite des lois Ln et .

d’abord le problème de définir la convergence d’une suite de lois vers
une loi limite.

Exemple. - Soit toujours un espace de Hilbert séparable ~; et

soit xi, ..., , x", ... des vecteurs orthonormés, soit mil, la 1-mesure .

constituée en plaçant la masse 1 en xn et rien ailleurs; sa caracté-

ristique (ce* ) est 
, 03C6n(x*) = eix*(xn)

si x* étant fixe quelconque, n tend vers + ~, x* ~ o, donc 03C6n(x*)~ I

qui est la caractéristique d’une masse i concentrée en e : on voit que

m,~ ne tend pas vers cette répartition bien qu’il y ait convergence des

caractéristiques.

CHAPITRE IV.

ÉLÉMENTS ALÉiB TO IRES LAPLACIENS.

I. - DÉFINITION DES ÉLÉMENTS ALÉATOIRES LAPLACIENS.

Définition. - Un élément aléatoire proprement dit X, à valeurs dans
un espace de Banach ae est un élément aléatoire laplacien si x* est

un nombre aléatoire laplacien quelle que soit la fonctionnelle x* E ~‘~*

[E. Mourier, IV].
Cette définition d’un élément aléatoire laplacien a déjà été proposée

par M. Fréchet [M. Fréchet, IV] et comparée par cet Auteur à une
seconde définition, déduite de la généralisation d’un théorème de

S. Bernstein, qui suppose l’existence de E~ ~~ ~. ~’’j. Un résultat récent
de NI. G. Darmois [G. Darmois, I] permet de supprimer cette hypothèse.
Il est alors possible de démontrer l’équivalence des deux définitions

quel que soit l’espace de Banach fE. C’est ce que nous nous proposons
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de faire dans ce qui suit. Nous aurons pour cela besoin d’établir

quelques propriétés caractéristiques de l’indépendance de deux éléments
aléatoires dont la définition a été donnée au chapitre II (p. 1 7,3 ).

THÉORÈME à . - POUr qUe deux éléments aléatoires ÔÉi et Ôi2 soient
indépendants, il faut et il suffit que pour tout x§, x§ G lt[ m lC§ la
caractéristique du couple Xi , X2 soit le produit de la caractéristique
de Xi par la caractéristique de X 2, c’est-à-dire que :

’"( /Î, /É ) # ?.i (/1 > i°1 ( ,tÉ ),

oii ji(xi ), qa(x§), 4J(x[, x*2) sont les caractéristiques de X-i, cle X2,
et du couple Xi , X2 respectivement.

. Par définition même de la caractéristique d’un élément aléatoire (ii) :

?i (/1 ) = E l eix*1 (X1)] = / eix*1 (X1)d 1 ( E, ),
;c,

fonction de xi définie pour tout xi G X*1.
De même, la caractéristique de X~ est:

«z/b > = El [eix*2 ’x2il = f eix*2 (X2)d 2(~2),
s~

fonction d’e x§ définie pour tout x§ é X*2.
Et la caractéristique de Xi, X2 G lti m X2 est: .

w ( xg ) = E ei[x*1(X1)+x*2 (X2)]

= x1 x2ei[x*1(x1)+x*2(x2)]d03BB(~1 ~2)

définie pour tout xj , x§ e (X1 i m X2)* ~ [ m tc§ (chap. ii; p . i ,a ) .
En effet, toute fonctionnelle linéaire z* sur X1  X2 est du type 

.

I> z*xi; xz> = x*1(x1)> + x*2(x2);

d’abord (I) est bien une fonctionnelle linéaire sur X1 m X2. Elle est
additive puisque xi (xi ) et x§ (x2) le sont, et :

1 z*(Ù’i, à’?) l à lÎ ~~’Î 11 . Il /i 11 + Il à’l 11 . Il à’2 11

Si )) ri , /2 ) ) reste finie, )) xi ) Il. et Il x2~ restent finies, donc ) |z* (x1 x2)|
reste finie, donc la fonctionnelle bornée.

. ( 11) Les notations sont celles du. chapitre II.
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Ensuite toute fonctionnelle linéaire sur X1  X2 est du type ( I ),
en effet :

x2 ) = z* ( x1 + 8, 8 + x2) = z* ( x l, 03B8) + z*(03B8, x2).

Si Xi et X2 sont indépendants
X 

quels que soient Ci et c2 E ~’ ~, donc [P. R. Halmios, I, p. I 4~ ~

Inversement, si la caractéristique de Xi, X2 est de la forme (2)
quelle que soit x;, x2 E X*1  X*2, Xi et X2 sont des éléments aléatoires
indépendants, en effet la caractéristique détermine la mesure sur le plus
petit corps de Borel qui contient le corps des ensembles cylindriques.
Remarquons que si une caractéristique ~(x.l, x; ) est le produit d’une

fonction de x*1 par une fonction de x; : : 
’

~~~xi a x2 ) =f ~xi ) ~~x2 )~ ,

, f (xl ) et g(x? ) sont nécessairement les caractéristiques de Xi et ~.~
respectivement; pour le voir il suffit de faire xi = 0* ou x; - 0*.

THÉORÈME 2. - Pour que deux é. cc. Xi et X2 soient indépendants,
il faut et il suffit que, quelles que soient xi E X*1 et x2 E X*2, xi (X1)
et x; (X 2 ) soient des variables aléatoires indépendantes.

. Que la condition soit nécessaire est évident ; qu’elle soit suffisante
résulte du théorème précédent et du théorème sur l’espérance mathé-
matique du produit de variables aléatoires indépendantes.
En effet :

THÉORÉ>iE 3. - Si X est un é. a. dans X tel que E(X) = 0, X* un
é. a. dans X* et si X ct X* sont indépendants
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En effet,
E[X*(X)] = E[E[X*(X)/X*]] ;

or pour x* fixé, quelconque
E[X*(X)jX*= x*] = x*~[~(x>) _ o,

puisque par hypothèse E(X) == 0.

THÉORÈME 4. - Si X* est un é. a. dans X* tel que E(X*) = 9*, X Lczz
é. a. dans X et si X et X* sont indépendants,

E[X*(X)] = o.

En effet, on sait [E. Hille, I, p. 22] qu’à tout on peuL associer
x** E ~’,** tel que pour tout x* E tr* on ait ~

x*(x) = x**(x*) 
.

On a donc :

or, d’après le théorème précédent, si E(X*) = 0*, on a :

E[X.**(x)~ = o
et, par conséquent,

. E~-x*(X» _ o.

Propriétés des éléments laplaciens. - Si Xi, ... , ~,t sont des é. a.

indépendants, laplaciens, à valeurs dans X, xo un élément certain de X
et ao, a1, ..., an des nombres certains Z = ao xo + a1 X1+...+ an Xn
est laplacien,
En clie t., 

’ 

. 

’

x* ( Z ) - anx*(Xn)

d’après un théorème classique du Calcul des Probabilités x* ( Z ~ - est
laplacien et ceci pour tout x*, donc Z est un élément laplacien.

Inversement, si Z = aX + bY est laplacien et si ab est difl’érent de
zéro, alors si X et Y sont indépendants ils sont aussi laplaciens,. en
effet :c11’et ~ . 

x*(L) ~ 

x* ( Z) est une variable laplacienne, x* (X ~ et x* (Y ) sont deux variables
indépendantes, puisque X et Y sont indépendantes, elles sont donc

laplaciennes (théorème de Lévy-Cramer), donc X et Y sont des éléments
laplaciens.
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Soit X un élément aléatoire laplacien et x* un élément quelconque
de désignons par la fluctuation de x*(X),

dx* _ E ~ x*(X) - E~x*(X)] ~’; 
’

x* ( X ) est une variable aléatoire laplacienne donc E ~ x* ( h. )’ et ~x* exis-
tent et sa caractéristique ( v) est : 

(I) 03C6x*(v) = E[eivx*(X)] = eivE[x*(X)]-1 2v203C32x*
mais en désignant par 03C6 (x*) la caractéristique de X

03C6x*(v) = E[eivx*(X)] = 03C6(vx*),
( I ) peut s’écrire

03C6x*(v)=3
i E[vx*(X)] -1 203C3

2vx* = 03C6(vx*)

eL donc pour tout x* E :~

Inversement supposons que X est un élément aléatoire dont la caracté-

ristique est de la forme (2). Quelle que soit x* E la caractéristique
de x* ( X ) est :

. 

~P.r.* ~ v ) - n ~ v x* ) ‘ e iE~r.’x*(~)~-1 9 0’" ~~x * - e ~ 
,

donc est une v. a, laplacienne et X est un élément aléatoire

laplacien.
Le théorème de S. Bernstein sur lequel s’appuie M. Fréchet est le

suivant : .

Pour que deux nombres aléatoires indépendants X et Y, chacun
pourvu partout d’une densité de probabilité et ayant la même fluc-
tuation finie et non nulle 03C32, soient deux variables laplaciennes, il

faut et il suffit que les deux variables X + Y et X - Y soient indé-
pendantes.

Au moyen d’une démonstration différente de celle de S. Bernstein,
M. Fréchet étend cette proposition au cas où l’on ne suppose pas l’exis-
tence d’une densité, il définit la fluctuation d’un é. a. à valeurs dans

un espace distancié complet comme étant la borne inférieure de l’espé-
rance mathématique du carré de la distance de X et de a quand a,
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élément certain, parcourt l’espace. Il montre que si X à valeurs dans

un espace de Banach NE est tel que : 
~ ’

1 ° sa fluctuation est finie ; ,

2° il existe dans le même espace NE un autre élément Y indépendant
de X et tel que X + Y et soient indépendants, X est laplacien.

Inversement M. Fréchet montre que si NE possède une base et si X
est laplacien il. existe un élément aléatoire Y in.dépendant de X tel que
X + Y et X -- Y soient indépendants.

THÉORÉME DE G. DARMOIS. - Deux variables aléatoires indépen-
dantes X et Y sont nécessairement laplaciennes si X + Y et X -Y
sont indépendantes.

THÉORÈME. - NE étant un espace Cle Banach quelconque, lcc condi-

tion nécessaire et suffisante pour qu’un (’. ce. . X à valeurs dans X

soit laplacien est qu’il existe un é. a. Y èc valeurs dans X, indépen-
dant cle X et tel que X + Y et X2014Y soient indépendants.

La condition est suffisante, en effet : X et Y étant indépendants ainsi
que X + Y et X -Y, il en est de même de x* (~.) et .r*(Y) ainsi que
de x*(X ~..y) et th. 2, p. ~?8)..
Or

x*(X +~Y~)=x*(X)-+-x*(Y), 
’

quelle que soit x* E X* et

x*(X _Y)-x*(X)_x*(Y).

Donc, diaprés le théorème de (j. Darmois, le nombre aléatoire x*(X)
est laplacien et ceci quel que soit x* E par conséquent X osU 1.

laplacien.
La condition est nécessaire, en effet soit X un é. a. laplacien ’t.. Y

un é. a. indépendant de X et. de même loi. Soit c~(*~ la caractéristique
deX

03C6(x*) = èiE[x* X)] -
1 2

03C32x*

’ 

Posons Ll = X + Y et ~T = X - Y, U et ~r sont deux é. a . laplaciens
à valeurs dans le môme espace X. Désignons leurs caractéristiques par 03C6U
et 03C6V et par 03C6U,V celle du couple U, V. X et Y étant indépendants et de
môme loi :
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donc . 

’

~‘~nx*) ‘~y,Y*) = P~Q~w’*~~a~-~’x*-~’y*, , 
.

Diantre part:

car X et Y étant indépendants, il en est dc même de (x*+ y*) (X) et
( x*- y* ) ( ~T ) quelles que soient ce* et y* E donc : . 

’

x* , * = iE[(,z*+1’*)~x)l-9 ~’x*~~.*.+.iE[(,z*-,y*)~,Y)o_1 ~’ x*.E-~.*
mais :

donc : 
, 

.

.. ~L~,y~ x* ~ .Y*~ = e~~~~’~*~x~~ ~~y*~~j’*~ ~ = ~’~ , ~,~~*~~

Donc U et V sont indépendantes.
Si X a une fluctuation nulle, X est un élément presque certain de X

et réciproquement; dans ce cas pour tout x* E x* (X) est un nombre ’

presque certain. Réciproquement M. Fréchet a montré [M. Fréchet, IV],
que, si ~ possède une base, x* (X) ne peut être presque certainement
constant que si X est un élément presque certain. Dans le théorème

précédent, si X a une fluctuation nulle il suffit de prendre pour Y
n’importe quel élément certain de tE pour que X + Y et X - Y soient
indépendants. Ainsi qu’on le fait dans le cas des variables aléatoires,
nous considérerons qu’un élément presque certain vérifie une loi de

Laplace singulière.
L’étude précédente pose un certain nombre de problèmes : nous

avons vu que si X est un é. a. laplacien, E[x*(X)] existe quelle que 
’

soit x* E ~E. Il s’agit d’une condition nécessaire mais non suffisante
d’existence de E(X.), donc premier problème : que peut-on dire

de E(X)?
Ensuite que dire de )) X ( ? de E ~ ~. ~~~ ~ ? ’
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Nous avons vu que la caractéristique d’un élément laplacien X est

0 x* iE(.re*(~i;-1 ~(.x’~(~l)__~~,~~,~~~1~]3. ;
inversement étant donnée une fonction de la forme :

.~~.x*)=e il~:(.2’*pi]-~ 1?;.r’*[l’~..1,:(,,’*~1~~)]: , 
_

où Y- est un é. a. à valeurs dans X, existe-L-il un élément aléatoire X à
valeurs dans X dont f(x*) est la caractéristique? ,

II. - ÉLÉMENTS ALÉATOIRES LAPLACIENS DANS UN ESPACE
DE HILBERT.

Nous allons étudier ces problèmes dans le cas particulier où ~; est nn
espace de Hilbert séparable H. Nous savons que, alors, Il est mesu-

rable (cf. , chap. J, p. 168). Il existe un système orthogonal j ~ tel que
tout x E H soit de la forme : 

. 

.

x = aixi
les ai étant des nombres tels que 

03A3| ai|2  + ~
i

et 
°

’ 

i .

Toute fonctionnelle linéaire x* ( x ~ est de la forme : 

x*(x) =03A303B1iai,
t

les ai étant des nombres tels que 
’ 

.

.

i 
.

et 
’
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Si X -~~ Aixi est un é. a. laplacien, x*(~;.~ est, pour tout x* E une

i

v. a. laplacienne, considérons une fonctionnelle définie par == ai.

xz (.X. j = Ai est une v. a. laplacienne, donc quel que ’soit L, E (Ai)
et E[|Ai |2] existent et sont finies.

Posons : ’

mi = E(Ai), 03C32i = 03C32(Ai).

D’autre part, 
.

|Ai|2 = ~X~a = 03C12

converge presque-sûrement vers une v. a. proprement dite.
Considérons le point Pn de coordonnées (Ai, A2, ..., An) (cf. figure,

p. 235), c’cst un point aléatoire laplacien dans un espace euclidien En à
n dimensions, à axes orthogonaux; soit Mn le point’de En de coordonnées
(mi, ..., Mn est le point central de la distribution dans En. On a :

/~ .

03C12n = OP2n 

= |Ai| 2~03C12.

Soit II le plan (dans |En) passant par Mn et perpendiculaire à OMn,
c’est un plan diamétral pour l’ellipsoïde d’équidensité donc il y a une

probabilité - pour que P,i soit au delà de II, donc une probabilité supé-
rieure ou égale à I 2 que 03C12 ~ OM2n.

Si OM2n = 03A3| mi|2 n’était pas borné, il y aurait une probabilité

supérieure ou égale â 2 que 03C12 ne soit pas borné : impossible. Donc

.i
Soit m le point de ~~ de coordonnées ’X et X- m sont laplaciens

en même temps, et si l’un a une e. m. il en est de même de l’autre

(chap. I, p, i 6~ ~ ; il nous suffit donc d’étudier X - m, soit encore de
supposer les ml tous nuls, ce que nous ferons dans ce qui suit.

Soit a2, ... , , ai, ...), ~ 1 ai I? [ --~ oo , une fonctionnelle
i 

’

quelconque ~H*, et soit ..., , a", o, o, o, ...), x i tend
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fortement vers x* lorsque n tend vers -~- oo , donc, désignant la
caractéristique de X, c~(x;~) tend, uniformément en x.*, vers c~(x*)
(cf. chap. III, p. 20~).

Or, x;t(~‘ ) est une v. a. laplacienne à e. m. nulle et x*(X) est

une v. a. laplacienne, donc :
E[x*(X)] = lim = o,

n~+~

il résulte que 0 est l’c. m. de X, donc : :

THÉORÈME 1. . - Si X, CL valeurs dans un espace de Hilbert sépa-
rable, est laplacien, E (X ) existe.

.

Calcul préliminaire. - Soit G une v. a. laplacienne à e, m. nulle
et e. m. q. 03C3. Calculons la caractéristique 03C6Z2 de Z?.

03C6Z2 = I 203C003C3+~-~ eivz2 e-z2 203C32dz = I 203C003C3 +~-~ e
-z2 203C32 (1-2iv03C32)

dz.

Posons
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Soit X = Aixi un é. a. laplacien dans H tel que = o quel

que soit i, et Pn le point de de coordonnées (A1, ..., An); les Ai
sont des v. a. laplaciennes, mais pas forcément indépendantes. Dans En
on peut prendre de nouveaux axes orthogonaux (x’n,1, ..., x’n,n) tels que ..

les A;,, l , ..., A;,," soient des variables aléatoires laplaciennes et. indé-

pendantes E(A~ ) == o quel que soit y.
On a 

Posons

nous allons montrer que les Àn,j sont bornés.
Soit le qui, pour n fixé, a le plus grand Si ) A’n,k |2> C2

a fortiori p;t > C2’, supposons que n’est pas borné quand n tend
vers + oo ,

Prenons C 

quantité qui n’est pas petite, donc si 03BBn,k n’est pas borné, il y a une

probabilité pas petite que Pn ~ C2 ~ C2 très grand), ce qui est impossible
puisque 

.

03C12 = 03A3| Ai |2~03C12n
i

est p, s, convergent.
Donc les sont bornés, donc la caractéristique de p~

est régulière dans un cercle (y) de cercle 0 et de rayon fixe, non nul,
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et il est par conséquent légitime d’utiliser un développement limité
de ~n ~ v~ au voisinage de l’origine.

Posons

Mais, d’autre part, en désignant par Mi, M2 les moments d’ordre i et 2
de pn, on a .

, ~~z(~)=I+ill~.,v,_ _M~v~-~(..,~v:, I ~-+-(... )~
et, par conséquent

d’où .

n

5~(Pn~~M?’_Mi=2 1 ~‘i~l’
j_1 -

Imaginons que les Àn,j sont tous égaux à t, on a alors ;

~’~(p~)=2n,

L’inégalité de Bienaymé donne, quel que soit ~3,

C ~n~~I- ~? 2n n9 
.

et a f ortiori
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1 - 2 n 03B22n2 tend ;ers n quand ja tend vers + ~ donc, en prenant fi infé-

rieur à 1, la probabilité que P;t soit grand n’est pas petite; ce résultat
est a fortiori exact si les sans être égaux entre eux sont tous au
moins égaux à i , et cela prouve que les ne peuvent être tous supé-
rieurs ou égaux à 1. Soit q,t le nombre des ~ j =1, 2, ... , , n~ qui
sont supérieurs ou égaux à I , supposons que qn n’est pas borné lorsque
n tend vers + ~. Dans 

03C12n = |A’n,j|2

- 

°

négligeons tous les termes pour lesquels le î~",~ correspondant est infé-
rieur à 1, ce qui revient à considérer un 03C1’2n pour lequel tous les 03BBnj sont

supérieurs ou égaux à I ; d’après ce qui précède quel que soit C’-’, aussi

grand que l’on veut, il suffit que ~a soit assez grand pour que la probabi-
lité de p;t supérieur à C’ ne soit pas petite, c’est impossible puisque ~ ~
est p. s.~ convergent. Donc fin est borné.

Supposons que _‘,~~ ît;Lt~ tende vers + ~o lorsque n tend

vers + ~.

Soit 03B2 inférieur à 1, l’inégalité de Bienaymé donne :

Étudions la quantité .

Nous avons démontré que lorsque n tend vers -f- ~o , les Àn,j sont
bornés et que les 7~,~,,1 supérieurs ou égaux à i sont en nombre fini, donc :
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Pour j ~ ki
, ),,j,i  I, donc  03BB2n,j,

donc

Donc . 
,

lim Qn = o,
//~-~-ac .

ce qui prouve que la probabilité que pas petite;
or par hypothèse E ( Pn ) tend vers -~- oo , donc la probabilité que p~ soit

supérieur à C2 , quel que soit C~ n’est pas petite, c’est impossible, donc

E ( P~t ~ est borné. 
’ "

p2 = lim 03C12n, donc, d’après le lemme de Fatou, E(03C12) existe et
E(03C12)~ lim E(03C12n).
n+

THÉORÈME 2. - Si X à valeurs dans un espace de Hilbert séparable
est laplacien,

EO~X~~’) ~+~,

Nous avons utilisé la propriété bien connue que si Pn est un point
aléatoire laplacien dans un espace euclidien En à /~ dimensions, il existe
un système d’axes . orthogonaux dans En tel que les coordonnées de P,i
soient des variables laplaciennes et indépendantes. Cette propriété
subsiste-t-elle dans le cas d’un point aléatoire laplacien l’ dans un espace
de Hilbert séparable Autrement dit existe-t-il dans H un système
orthogonal {x’j} tel que si X est un é. a. laplacien à valeurs dans H,
X les A~ étant des v. a. laplaciennes et indépendantes :’

7

Soit, avec le système orthogonal ~ x~ ~, X toute fonction-

nelle linéaire est de la forme 
.’ 

~

x* ~ ~ ) 
.

j

les ocy étant des nombres tels que ~ ~~ ~’’  -~- ~o 

’
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en posant
E(AjAk) = rjk;

03A6 est une forme quadratique hermitienne.
Considérons la réduite

Supposons que 03A3 |03B1j |2 ~ I,

Or, 
.

oÙ En est un nombre borné par I.

On a de même .

cL puisque ~. A/~=~X~ est p. s. convergente, ~ tend

vers zéro p. s. quand ~ tend vers -~- oo.
Par conséquent, ~ tend vers ~, uniformément en ~, pourvu que

~t ~y il en résulte [F. Riesz, I, p. n3] que  est complètement
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continue et donc [F. Riesz, I, p. r !~6 ~ admet une décomposition de
la forme

03A6 = sj( ljk ak)2,
les formes linéaires 03A3 ljk03B1k étant normés et orthogonales deux à deux,

k

c’est-à-dire qu’il existe des s1, s2, ..., sj, ... et des points x’1, ..., x’ j, ...
deux à deux orthogonaux, Il xj I = r , tels que

. ~ _~~ sj 
j

si l’on prend les x’j pour nouveaux axes on a

03A6 = sj03B12j.
Or,

03A6 = E {[x*(X)]2} = 03A3[03B1j03B1k E(A’jA’k)],
’ 

jk

donc -

E(A’ja’k) = o si j ~ k,

~ 

E(A~‘’) 

c’est-à-dire que A’j et A’k ( j ~ k) sont des variables aléatoires non

corrélées ce qui entraîne, les A~ étant des variables laplaciennes,
qu’elles sont indépendantes, et que l’une d’elles A~ est indépendante de
Ah ... quels que soient na, , ... , j", , ~~ ~ ji ( i = r , ... , n ~, donc

THÉORÈME 3. - Si X est un é. a à valeurs dans un espace cle Hilbert

séparable H, il exi’ste dans H ma système orthogonal { x’j } tel que. .

X = 03A3x’jA’j,
- ~ .

les A’j étant des variables aléatoires laplaciennes et indépendantes.

Enfin, cherchons si toute fonction de la forme

_ 

JO*)‘~ J- ~ 1 El w* (Y) -E ~x* tY~) ~ ]~ ) 
, 

’ 

oÙ Y csL un é. a. à valeurs dans H, est la caractéristique d’un é. a. à
valeurs dans H.
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Nous supposerons que Y est tel que = sJ, ce qui implique
que et donc, puisque Je est séparable, que E(Y’) existe.

On peut alors, sans restreindre la généralité supposer E ( Y ~ = 0 ; on
se ramène ainsi à .

f(x*) = e-1 2E([x*(Y)]2).

Considérons n éléments aléatoires indépendants, Yi, Y2, ..., Yn de .

même loi que Y et soit

Dans H le carré de la norme, f ~Zn ~2, est égal au produit scalaire
donc 

E[~Zn~2] = I n E[(Yi, Yj)];

si i = j :
, 

.

si (Yi, Yj) est une fonctionnelle linéaire de Yi et E (Yi) = 0, donc
d’aprés le théorème 3 du paragraphe 1 de ce chapitre,

. E Y j ) ] _~ ’

et, par conséquent,
’ 

- 

Soit (p(.r*) la caractéristique de Y, celle de Z/ est

où 03C9 (x*) ~ o quand ~x*~ ~ o (th. 4, chap. III), 
W~/ ~/n

, Donc si Il x* Il  A, A > o quelconque, converge uniformément

vers f (x*~ et, par conséquent, (th. 8, chap. III), f (x*~ est une caracté-

ristique ; c’est donc (§ I, chap. IV) la caractéristique d’un élément

laplacien X, d’où : 
.
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THÉORÈME 4. - Toute fonction

.Î(x*) = e 
~x’~~1~-E~x*~Y~~’?i ,

où Y .est un é. cc. èc valeurs dans tcn espace de Hilbert séparable, tel
que E(~ Y’j’-’ ) = s=’, est la caractéristique d’un ce. a. laplacien.

La démonstration du théorème précédent nous montre également que :
THÉORÈME 5. - Si Y1, Y2, ..., Yn sont des é. a. . indépendants et de

rnême loi, èc valeurs dans un espace de Hilbert séparable, et si

’ I (Y,+...+~Tr~)

converge au sens de Bernoulli, lorsque n ~ + x , vers zcn ce. a.

laplacien.
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