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Théorie mathématique
des angles d’Euler dans l’espace-temps

par

Francis HALBWACHS, Pierre HILLION et Jean-Pierre VICIER,
Institut Henri Poincaré (Paris).

i. Introduction. -- On se propose d’étudier la généralisation à

Fespace-temps de la notion d’angles d’Euler, utilisés dans l’espace eucli-
dien tridimensionnel pour repérer deux tièdres en mouvement l’un par
rapport à l’autre. 

’

Dans l’univers de la relativité restreinte les trièdres précédents sont
remplacés par des tétrapodes ( 1 ~ ct~, (;~., ~ =1, 2 , 3, !t~, où j.~ repère les

composantes et ç distingue les quatre vecteurs dont l’un est du genre

temps et trois du genre espace. On écrira les conditions d’orthonorma-

lité : .
a03BE a~  = 03B403BE~

(I) 
a03BE a03BE03BD = 03B4 03BD 

(03BE, ~, , 03BD = I, 2, 3, 4)

en convenant que le quadrivecteur du genre temps est i~z;~~’. Dans toute
la suite de ce texte, les lettres grecques varient de 1 à ~. et les lettres
latines de 1 à 3, la signature de l’espace est (+, -~-, +, -~-), donc

Xi = ixo == ict.

Un tel tétrapode est défini par exemple comme le tétrapode
de Frenet attaché à la ligne d’univers d’un point mobile (’-’~. Sous une 

( 1 ) Traduction de l’allemand : Beingrôssen.
(2) L. P. EISENHART, Riemannian Geometry, Princeton University Press ; É. CARTAN,

Leçons sur la géométrie des espaces de Riemann, Gauthier-Villars, Paris ; F. GURSEY,
rsuovo-Cimento, t. 5, n° 4, 1957, p. 792.
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transformation du groupe orthochrone propre de Lorentz, ce tétra-

pode devient un nouveau tétrapode b) ( Zb~’ du genre temps) et l’on
se propose de décrire leur mouvement relatif d’une façon analogue à
celle employée dans un espace euclidien tridimensionnel : étant donné
deux trièdres orthonormés oxyz et OXYZ supposés initialement

confondus, on passe de l’un à l’autre par une rotation § autour de oz
suivi d’une rotation 0 autour de la ligne nodale OU et d’une rotation ?
du trièdre OXYZ autour de OZ.

Dans l’espace-temps, il y a six mouvements à effectuer: trois rota-

tion d’angles réels et trois pseudo-rotations d’angles imaginaires purs.
Dans les deux cas, il s’agit de mouvements ayant lieu dans des hyper-
plans et orthogonaux à un hyperplan fixe et non plus à un axe comme
en géométrie euclidienne tridimensionnelle.

Il y a plusieurs façons d’eréctuer ces mouvements :

a . Faire en premier les trois pseudo-rotations (un axe du genre espace
vers un axe du genre temps), puis les trois rotations (entre axes d’espace)
en utilisant ( e ~ ou non ( ~’~ ~ pour ces rotations spatiales les angles d’Euler
habituels ;

b. Alterner les rotations et pseudo-rotations en les eHectuant succes-
sivement dans des hyperplans orthogonaux (5);

c. Enfin, récemment G. Van Winter ( ~ ~ a utilisé cette dernière

méthode, mais en choisissant la première et la troisième rotation dans
le même hyperplan, la première et la troisième pseudo-rotation dans un
même hyperplan orthogonal au précédent.

Nous allons montrer qu’on obtient ainsi la véritable généralisation
relativiste des angles d’Euler habituels.

2. Les représentations du groupe orthochrone propre de Lorentz. -

Étant donné le tétrapode a03BE , la transformation de Lorentz qui l’amène
en b~, sera représentée par une matrice unitaire 4 X 4 telle que
(2) ) ~~ = (1, "ri = 1, 2, 3, £).

( 3 ) D. BOHM, G. LOCHAK et J.-P. VIGIER, Séminaire Louis de Broglie, Ig56. 
’

( v ) F. D. MURNAGHAN, The Theory of groicp representations, Jolzn Hopkins Press.
(5) J. L. SYNGE, Relativity. The Special Theory, North Holland Publ.
( 6 ) C. VAN WINTER, Thèse, Groningen, 1957.
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Comme il est bien connu, peut se décomposer en un produit soit
de six matrices, soit de trois, et si l’on utilise par exemple les mêmes
angles 0, c?, ~L et les mômes pseudo-angles réels) que

cette matrice s’écrit :

Si l’on considère la transformation de Lorentz particulière représentée
par la première matrice (à partir de la droite) de l’expression (3), on
aura les relations

c’est-à-dire

On sait du’on peut aussi utiliser des matrices entièrement réelles en
considérant u la place des b03BE  et aû les vecteurs

b03BE  = (bk , ib(4) ), a03BE  = (ar  ia(4) )

dont tontes les composantes (d’espace) sont réelles, mais qui, en

revanche, n’obéissent pas aux formules simples (I), puisque

b’~‘~~ b,~~~ _ - i.

Un peut aussi, comme l’a montré Gursey (2), définir à l’aide du tétra-
pode les matrices 2 X ~ U00FF par la relation
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où est la matrice unité 0 I ° I / et = 1, 2, 3 ) les matrices

de Pauli

Ces matrices Uç déterminent une, et une seule, matrice unimodu-
laire 2 X 2, ~ telle que

U03BE = 03C303BE03A6+ (03A6+ = 03A6 hermitien),
dét 03A6 = 03A603A6 = 1 (03A6 = 03A6 adjoint)

ou o-~ sont encore les matrices de Pauli et la matrice unité.

Dans ces conditions, la transformation de Lorentz pourra être repré-
sentée toujours avec les angles 0, c~, ~ et les pseudo-angles ia, /Y,
par une matrice unimodulaire z X ~, A (décomposable en un produit
de six matrices unimodulaires 2  2) telle que sous cette transforma-
Lion de Lorentz,

~ -~ ~’, avec 

Dans ces conditions, les matrices U~ deviennent des matrices U’ç et

, 

.

On déduira alors b~, des expressions
U~=~~. 

.

Par exemple, la transforrnation de Lorentz représentée par la matrice (3)
aura pour représentation unimodulaire 2x2

où ai sont les matrices de Pauli et

. .

La représentation (6) a l’avantage d’être immédiatement applicable à
un spineur, car Gursey (2) a montré qu’on pouvait associer à 03A6 le

spineur de Dirac à quatre composantes complexes 03C61, 03C62, 03C63, 9!,’,

Elle est donc indiquée dans un formalisme utilisant des spineurs. Par
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contre, elle ne permet pas de suivre les positions intermédiaires d’un
tétrapode au cours d’une transformation de Lorentz et la représenta-
tion (3) s’impose dans les formalismes où interviennent les paramètres
d’Einstein-Kramer, lesquelles définissent en chaque point de l’univers
un tétrapode.

3. Les angles d’Euler de C. Van Winter (6). - Nous conviendrons
désormais, pour simplifier, décrire angle et rotation, qu’il s’agisse de
quantités réelles ou complexes. Les angles de rotation sont 6t, 03C61, 03C81
et i02 i03C62, i03C82.

C. ‘ran Winter (6) utilisant la représentation unimodulaire 2 X 2
définit la transformation de Lorentz .

(7) A = e-i03C62P03e-i03C61P12 e-i03B82P02 e-i01P31 e-i03C82P08 e-i’ftPu (7)

où P,,, sont les matrices correspondant aux transformations infinitési-
males du groupe de Lorentz; ce sont donc des matrices de trace nulle.
Elles sont liées aux matrices de Pauli par les relations : 

’

Que cette représentation (7) soit une généralisation de la transfor-
mation du groupe des rotations à trois dimensions à l’aide des angles
d’Euler, est suggéré par les trois faits suivants :

a. A la limite non relativiste Q~ = 02 == ~2 = o :

A ~ NR = e-i03C81P12

qui est bien le résultat correct pour les rotations dans un espace eucli-
dien tridimensionnel. Si la représentation (6) ne conduit pas à cela,
Bohm, Lochak et Vigier (~) en écrivant

,i = e-i03B81P32e-i03C81P12 e03B1103B3 2 e03B1203B2 2 e03B1303B1 2
avaient une représentation qui possédait aussi cette propriété.

( ~ ) Les intervalles de variation des angles sont les suivants :
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b. Le tableau des cosinus directeurs présente une symétrie remar-
quable. Pour avoir des cosinus tous réels, on utilisera les vecteurs à
composantes d’espace réelles

b’03BE  = {br , ib(4) }, a’03BE  = {dr , ia(4) } .

Si l’on pose alors b’03BE  == L03BE~a’03BE  le tableau des cosinus directeurs Lbl est
le suivant ( 6 ) : .

Cette symétrie n’existe pas quand on t’ait un choix différent des

angles d’Euler ; on pourra, par exemple, comparer ce tableau avec ceux
de Synge (5) et de Unal et Vigier (8).

~g) BURHAN CAHIT UNAL et J.-P. VIGIER, C. R. Acad. Sc., t. ‘?45, 1957, p. 1785-1788.
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c. Si l’on pose

(9) = I 2(Pkl± iPj0),

(10) 03C6± = 03C61 ± i03C62, 03B8± = 03B81 ± i03B82, 03C8± = 03C81 ± i03C82.

C. Van Winter (’e ) démontre que l’expression (7) peut s’écrire

( I I ) 
’ 

.1 = .~~’ ~1-, .

avec 
’

(12) .~.~ -- 

En effet, considérons par exemple les deux prenliers termes (à partir
de la droite ) de ( ~ )

e-i03C82P03e-i03C81P12 = e-i(03C82P03+03C81P12).

Les relations (()) et (10) entraînent Immédiatement que

.(~Po:~~Pl.2)=~(’~P.+~-P.)~
d’où

°

Or, il est bien connu (’e ), (’’ ) que les opérateurs Pi et Pk commutent,
donc en commutante-i03C6-P3- avec e-i03B8+P3+ d’une part, avec e -i03C8+P3+,
d’autre part, il vient

.~ = .

Une dernière commutation de et c’~~+P3 conduIt .. à la relation (II).
Ce résultat n’est d’ailleurs pas surprenant, puisque Cartan (1°) a

montré qu’il existait un isomorphisme entre le groupe de Lorentz et
le groupe des rotations tri-dimensionnelles dans un espace euclidien

complexe. Mais on est conduit à se demander quelle est la signification
des rotations d’angles complexes ~.~±, p±, ~± et comment se comporte le
tétrapode a~, au cours de ces rotations.

4. Étude de la représentation du groupe de Lorentz par une matrice
unitaire 4 X 4. - En utilisant les mômes angles d’Euler que dans la

( 9 ) E. M. CORSON, Introduction to tensors, spinors and relativistic wave equations,
Blackie and Sons.

( 1° ) É. CARTAN, Leçons sur la théorie des spineurs, Hermann, Paris.
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transformation (7) la représentation 4 X 4, telle que

b03BE  = L03BE~ a~
peut être décomposée en un produit de trois matrices unitaires 4 X 4.
Il vient

On obtient la transformation analogue b~ = sur les compo-
santes réelles en supprimant les facteurs i et - i devant les sinus hyper-
boliques.

Si l’on effectue le produit de ces trois matrices, on obtiendra une
matrice 4 X 4 dont les 16 éléments sont les cosinus directeurs du tableau
donné précédemment. La multiplication des deux matrices de droite
donne

Si l’on multiplie par la première matrice de gauche, on retrouve
immédiatement le tableau des cosinus directeurs.

Dans l’expression (13), on voit que chaque matrice représente une
rotation dans deux hyperplans orthogonaux. On a alors le schéma ci-
dessous :

Si l’on considère la transformation de Lorentz particulière représentée
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par la première matrice à droite de (i3) :

Il vient explicitement

Considérons alors les deux vecteurs isotropes

(i5) z±  = ia(4)  ± a(3) .

Ces deux vecteurs isotropes sont orthogonaux à l’hyperplan a(1) a(2) .
Sous la transformation (14),

ib~~±bE,;’?~
d’où

Zj = ia(4)  ( ch 03C82 ± sh03C82) -r a(3)  ( ch 03C82 ± sh 03C82 ),
d’où

(16) Z~ = zû = e±’~=.

Donc, sous la transformation précédente, les vecteurs isotropes Z~
restent sur des axes isotropes fixes; ceci est un résultat déjà signalé par
Synge (’).

Si l’on considère maintenant la matrice

elle représente une transformation particulière de Lorentz qui conserve 
’

la direction des vecteurs isotropes

(17) u= ia~~~.~. ~1~ ~.

Donc, tout ce qui a été dit de c~~, ~2, z~, est intégralement valable
pour et, e2, u~.

, Ceci montre l’intérét des vecteurs isotropes. Or, Synge ( ~ ~ a montré
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qu’un ensemble de trois vecteurs isotropes était équivalent à un tétra-
pode, par exemple ,~ â, déterminent univoquemenl les a~, , et

vice versa si l’on fait la convention que les trois quadrivecteurs du
genre temps forment un système direct et que

a’’~ c~’~ o.

Synge (e~ a, en outre, démontré le théorème suivant :

THÉORÈME. - Une transformation du groupe orthochrone propre
de Lorentz peut être engendrée par une transformation d’un

ensemble de trois vecteurs isotropes. A chaque transformation
arbitraire d’un ensemble de trois vecteurs isotropes il correspond
une transformation orthochrone propre de Lorentz unique.
En somme, ce théorème établit un isomorphisme entre le groupe ortho-

chrone propre de Lorentz et les rotations d’un ensemble de trois vecteurs

isotropes. Or, si l’on compare ce résultat, d’une part, à l’isomorphisme
du groupe de Lorentz avec le groupe des rotations tridimensionnelles

complexes et, d’autre part, avec la transformation (11) : 
on est amené tout naturellement à penser que les rotations d’angles
complexes ~r±, f~±, ~~‘-, s’effectuent autour de bivecteurs formés à l’aide
de ces vecteurs isotropes. Pour le prouver, nous allons introduire ces
angles complexes dans la représentation (i3).
A l’aide des définitions (10), il est facile de montrer que

Un calcul élémentaire de trigonométrie justifie la relation précé-
dente. On s’aperçoit que les angles qui interviennent dans les fonctions

trigonométriques complexes sont 03C8+ 2 et 03C8- 2.

En effectuant des transformations similaires sur les deux autres



I25

matrices de la représentation ( I 3 ), il vient :

Dans cette expression, et contrairement à ce qui se passe dans la
représentation par des matrices unimodulaires 2 X 2, la rnatrice fonc-
tion de 03C8+ 2 ne commute pas avec celle qui est fonction de 03B8- 2 pas plus2 2

que la seconde et Ia troisième mathices (à partir du haut à gauche). On
ne peut donc effectuer les rotations 03C8+ 2, 03B8+ 2, 03C6+ 2 en premier et les trois2 2 2 p
autres ensuite (ou vice versa). Par contre, évidemment, On peut

. 11.;+ ,t - ~+ ~- + ’P-commuter les rotations 03C8+ 2 et 03C8- 2, 03B8+ 2 et 03B8- 2, 03C6+ 2 et 03C6- 2.2 2 2 2 2 2

Considérons alors la transformation particulière représentée par la
matrice ci-dessous :
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Elle s’écrit, explicitement,

Ceci montre que et ~~ subissent dans leur hyperplan la môme
rotation que a~’ et dans le leur.

Les vecteurs isotropes orthogonaux à a~’ et a~’ peu-
vent encore être considérés comme des axes possibles de la rotation ‘~+

pour les quadrivecteurs a~’ et a~’. 
’

En outre, sous cette transformation particulière
z±  ~ Z±  = ib(4)  ± b(3)

et il est facile de voir que

(21) z±  = z± e~i03C8+ 2.
La relation (21) s’interprète comrne une rotation des axes a~’ et a~’

d’un angle égal à 2 dans l’hyperplan défini par .~~ et z~,. (C’est la repré-
sentation de Fresnel des champs de vecteurs tournants.)

Les exposants (~) de (a03BE )(~) indiquent les positions intermédiaires du
tétrapode 

~ l’ ) On remarquera que les rotations d’angles complexes conjugués ont lieu autour
d’axes déduits l’un de l’autre par l’opération parité (ar ~2014ar , ia(4)  inchangé) de telle
sorte que la succession des six opérations s’effectue en alternant les rotations qu’on
peut appeler droite et gauche.
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Sous cette forme, il apparaît clairement qu’on a généralisé les angles
d’Euler de la géométrie ordinaire tridimensionnelle. La transfor-

rnation de Lorentz apparaît ainsi comme une succession de six rotations

complexes autour de bivecteurs formés de vecteurs isotropes. Il est bien
entendu que chacune des transformations considérées n’est pas une

transformation de Lorentz, mais une rotation complexe quadridimen-
sionnelle. C’est seulement le produit des deux rotations conjuguées qui
forme une transformation de Lorentz. Nous appellerons ces six trans-
formations « rotations complexes élémentaires ».
On sait qu’en relativité la notion d’axe de rotation doit être remplacée

par celle d’hyperplan invariant pour une rotation et nous avons mis en
évidence deux vecteurs isotropes qui définissent un tel hyperplan inva-
riant pour les transformations (’f+) et (c~-). Mais on peut trouver de
façon plus précise un bivecteur invariant pour l’une de ces transfor-
mations. Considérons, en effet, les deux tenseurs sclf-duaux qu’on peut
former sur Zt et Z- , soit 

-

P± 03BD = I 4i [ (Z+ Z-03BD 2014 Z+03BD Z- ) ±~ 03BD03B103B2Z+03B1Z-03B2]

qui, en remplaçant les Z±  par leurs expressions, devient

P± 03BD = I 2[b(3) b(4)03BD - b(3)03BD b (4)  ± ~ 03BD03B103B2b(3)03B1b(4)03B2

(le facteur 1 é i est un facteur de jauge .
On voit facilement que les deux tenseurs sont unitaires et ortho-

gonaux l’un à l’autre.

Si l’on fait agir la transformation (03C8-) de la formule (18) sur les P± 03BD,
on voit en effectuant, que P~~ et Piy se conservent; et il en est de même
sous la transformation (~~L+). Contrairement donc aux vecteurs iso-

tropes Z~ qui subissent une contraction et une dilatation sous les trans-
formations (~+) et (~-), les deux bivecteurs seli-duaux orthogonaux et
unitaires P+ 03BD et P- 03BD sont invariants et jouent proprement le rôle d’axes
pour ces deux rotations complexes conjuguées.

5. Transformations orthochrones de Lorentz et rotations dans l’espace
tridimensionnel complexe. - Nous nous proposons maintenant d’étudier
les rotations élémentaires complexes conjuguées en lesquelles nous avons
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décomposé la transformation de Lorentz générale. Pour cela, il convient
de négliger provisoirement les transformations en 03C6+ 2, 03C6- 2 qui sont for-

mellement identiques à celles en ’-, J , mais de considérer en outre la~ 22

troisième transformation qui ne figure pas dans le dispositif d’Euler et
qui correspondrait à une rotation ai dans l’hyperplan c~~’~cc~} autour de
l’hyperplan suivie d’une rotation i03B12 dans l’hyperplan a(1) a(4)
autour de l’hyperplan a(2) a(3) , transformation qui s’obtient aisément
à partir de l’une ou de l’autre des matrices (t8) par une permu-
tation circulaire des trois premières lignes et colonnes : soit, en

posant 03B1± = al + i03B12,

Si nous désignons en abrégé chacune de ces six lransforn1alions

par (Ç+), (~y), (0+), (6-), (a+), (a-), on voit immédiatement qu’elles
peuvent se mettre sous la forme

En désignant par (t) la matrice unité de rang. @, et par T~~± respecti-
vement les six matrices suivantes [les symboles que nous leur aflectons
se comprennent d’eux-mêmes quand on considère que chaque rotation
d’espace, partie réelle commune des deux rotations complexes (+)
et (-) correspondantes, se fait autour de l’hyperplan = I, 2, 3)].
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On reconnaît ici six opérateurs introduits par la théorie des quater-
nions et qui possèdent les propriétés suivantes, faciles à vérifier sous la
forme matricielle explicite : .

I ~ ils sont anti-hermitiens et de carré - i :

(I~)+- (p~ - (~.)-~ -_ r [(F)+= adjoint de I’~; .

2U Chaque r+ commute avec les trois r- et réciproquement;
3u Entre les trois r+ on a les relations de commutation :

et les mêmes relations sur les trois f-.

On remarquera que, par rapport à la théorie des quaternions, on a
ici deux groupes d’opérateurs qui commutent et que les six opéra-
teurs (03C6+), (03C6-), (03B8+), (03B8-), (03C8+), (03C8-), a ont, comme coefficients des

opérateurs 039303BA±, des quantités complexes ; ce qui n’est pas le cas des

quaternions où, dans la forme a + bI + cJ + clK, les coefficients fi, b,
c, cl, sont essentiellement réels. Si les coefficients sont complexes, le
groupe perd une propriété essentielle des quaternions, car contenant
des diviseurs non nuls de zéro, il ne constitue plus un corps. En réalité,
on a donc affaire à deux groupes d’opérateurs respectivement commu-
tant et complexes conjugués dont chacun constitue un prolongement
complexe du groupe des quaternions.
De même que le groupe des quaternions constitue un revêtement du

groupe des rotations (réelles) d’espace, le prolongement complexe des
quaternions constitue un revêtement du groupe des rotations complexes
à trois dimensions. Le produit direct de deux groupes de quaternions
constitue un revêtement du groupe des rotations réelles à quatre dimen-
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sions et le produit direct des prolongements complexes de deux groupes
de quaternions constitue un revêtement du groupe des rotations

complexes à quatre dimensions. Si l’on astreint les deux groupes quater-
nioniques à être complexes conjugués, alors on constitue un revêtement
d’un sous-groupe des rotations complexes qui est précisément le groupe
de Lorentz.

Nous pouvons tirer immédiatement les conséquences de ces propriétés
sur les transformations (18) explicitées par (22). Considérons, par
exemple, les transformations

~I ± . 

, ,I~±
(03C8±) = cos  2 (I) + sm 2 03933±

et appliquons-les aux opérateurs r en prenant
(23) ~û+)_t r~û+)..
Nous remarquerons que .

(03C8±)-1 ~ [ cos 03C8± 2(I) + sin 03C8± 2 0393 ±]-1 = cos 03C8± 2(I) - sin 03C8± 203933±

comme on peut s’en assurèr en multipliant par (03C8±) et en tenant

compte de
. _ _ I .

10 Appliquons la transformation (’f+) à l’un quelconque des r-

soit, comme les 0393- commutent avec 03933+ et que I’J+I"’+ =- i ,

(03C8+)-1 0393-(03C8+) = [cos2 03C8+ 2 (I) - sin2 03C8+ 2 03933+ 03933+] 0393-

= 0393-.

Ainsi sous la transformation ( 23 ) , tous les angles ( + ) laissent in va-
riants les trois opérateurs t- et, de même, tous les ang.les (-.-) laissent
invariants les trois opérateurs t+.

2° Appliquons la transformation (§+) à l’ opérateur 03933+ qui est associé
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Sous la transformation (23), chaque angle (+ ) laisse invariant un
des opérateurs F+, soit ff+ pour (a-~-~, l’’-’+ pour (0+), f3+ pour (û+~, et
il en est de môme pour les angles (-~.. .

3° Enfin, considérons une transformation telle que

soit, comme rl+ et f:3+ anticommutent,

(03C8+)-103931+(03C8+) = (cos203C8+ 2 - sin203C8+ 2) 03931+ + 2 sin 03C8+ 2 cos 03C8+ 203931+03933+

ou enfin, en raison des relations de commutation,

(03C8+)-1 03931+(03C8+) = cos03C8+ 03931+-sin 03C8+ 03932+.

On aurait, de même,

(û+~-1 r’’+( ~+) -_ 

Si l’un se souvient que (~.~+~-~ rv+(~+~- Tv+, on voit que les trois

opérateurs 03931+, f2+, 03933+, qui sont invariants pour les transforma-
tions (cL-~, (0-) et ( a-) sont transformés sous la rotation (c~+~ comme
trois vecteurs d’espace orthogonaux et de même module qui subiraient
une rotation complexe tridimensionnelle d’un angle ’~+ autour de f3+,
l’angle étant compté positivement dans le sens r?+,

On montre de même, que les mêmes opérateurs, soumis à la transfor-
mation (0+) qui conserve f2+, se comportent comme les mêmes trois
vecteurs dans une rotation autour de f2+, d’un angle 0+ compté positi-
vement dans le sens 03933+~ 03934+; et les résultats correspondants pour la
transformation (a.+~.


