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Sur les équations de base
de la Mécanique ondulatoire non relativiste

par

André ROT.

INTRODUCTION.

Ce travail trouve son origine dans la tentative développée depuis
quelques années par M. Louis de Broglie en vue de réaliser la synthése
des notions d’onde et de corpuscule, notions que I'interprétation usuelle
de la Mécanique ondulatoire ne fait que juxtaposer par I'intermédiaire
de la complémentarité. On sait que M. Louis de Broglie a proposé de
représenter les corpuscules par une onde possédant une région singuliére,
ou a la limite une singularit¢ du type pole, représentant le corpuscule
au sens strict, le mouvement de cette singularité étant délerminé par la
formule du guidage [4]. Cette formule a été établie par M. Louis de
Broglie sous des conditions assez particulieres; elle conduit a des ambi-
guités lorsqu’on veut Pappliquer a I'étude du mouvement relatif par
exemple et nous avions entrepris de lui donner la forme la plus générale
possible.

D’autre part, M. Louis de Broglie suppose que 'onde singuli¢re dont
nous venons de parler est soumise a une équation non linéaire dont la
forme nous est encore inconnue aujourd’hui. Nous avons donc voulu
nous rendre compte dans quelles limites ’équation de Schrodinger peut
étre modifiée ou complétée. Or les raisonnements qui conduisent a
formuler cette équation sont loin d’étre sans ambiguité : le raisonnement
suivi par M. Schrodinger, et quin’a pas a notre connaisance 6été complété
depuis de facon essentielle, conduit en fail, comme nous le montrons au
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chapitre I, a toute une gamme d’¢quations de nature fort différente,
gamme parmi laquelle I'équation usuelle ne se distingue que par sa
simplicité. Nous avons donc cherché a formuler une déduction a la fois
plus rigoureuse et plus générale des équations d’onde. Deux idées dircc-
trices nous ont servi dans celte recherche.

- La premiére remonte & Hamilton; elle consiste a voir dans les prin-
cipes variationnels de la dynamique I'analogue d’un principe de Fermat.
Mais pour obtenir la formulation générale que nous désirions il nous
fallait partir directement du principe d’Hamilton et non pas de celui de
Maupertuis comme on le fait généralement; c’est la seule facon d’éviter
par exemple 'introduction @ posteriori des forces d’inertie dans I'équa-
tion d’onde, introduction qui n’a pu étre menée a bien jusqu’ici.

La seconde idée résulte des travaux de M. Hadamard sur la Théorie
des bicaractéristiques des équations aux dérivées partielles du second
ordre en liaison avec la propagation des ondes. Cette théorie a déja été
largement utilisée en relativité en particulier par MM. G. Darmois et
Lichnérowicz pour établir les équations du mouvement, et M. Louis de
Broglie a lui-méme signalé I’étroite parenté qui lui lie la formule du
guidage. Apres avoir rappelé les principes de la théorie des bicaracti-
ristiques et monliré que leurs équations pcuvent se ramener canoni-
(uement & un principe variationnel, nous avons appliqué ce résultat a
Poptique. Contrairement a ce qui est fait d’habitude ot on montre que
I'optique géométrique est une approximation de I'optique physique, nous
montrons qu’il est possible de déduire du principe de Fermat, non pas
une mais toute une famille d’équations d’onde. Il nous restait a trans-
poser celte méthode du principe de Fermat au principe d’Hamilton.
Pour cela il nous a fallu d’abord modifier ce principe pour lui donner
une forme plus homogéne, ce qui conduit a retrouver un cas particulier
d’un théoréme di a M. Eisenhart, et & donner une interprétation méca-
nique el géométrique des nouvelles quantités introduites. Tous ces
résultats font I'objet du chapitre II.

Le chapitre III est consacré a 'équation d’onde. Nous avons d’abord
donné I'expression générale de la famille de ces équations. Toutefois, de
méme que le passage du principe de Fermat a Poptique ondulatoire fait
passer de la description dans 'espace a Lrois dimensions a une propaga-
tion d’ondes dans un espace a quatre dimensions, le passage du principe
d’Hamilton aux équations d’onde fait intervenir un espace a cing dimen-
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sions. Pour pouvoir interpréter les ondes mécaniques il nous faut donc
trouver un moycn de les « projeter » sur Pespace et le temps. C’est cette
« projeclion » qui introduit le terme imaginaire dans l'équation de
Schrodinger et qui permetl encore l'introduction de la constante de
Planck. Elle nous fournit la forme la plus générale de 'équation d’onde,
forme qui n’avait jamais été donnée & notre connaissance. La fin de ce
chapitre est consacrée a la généralisation de la formule du guidage et a
la discussion du réle joué par les transformations de jauge dans la théorie
de M. Louis de Broglie.

Enfin le chapitre IV est consacré a 'examen de diverses possibilités
qui sont contenues dans la Mécanique ondulatoire non relativiste et qui
passaient pour étre 'apanage des théories relativistes : c’est le cas du
spin et de I'espace isolopique.

Avant de développer ces quelques résultats, nous voudrions exprimer
a M. Louis de Broglie notre profonde gratitude pour I'intérét qu’il a bien
voulu témoigner & ce travail et pour les nombreuses remarques qu'il
nous a prodiguées a ce sujet.

CHAPITRE L

L’EQUATION D’ONDE DE SCHRODINGER.

1. Introduction. — L’idée fondamentale qui a donné naissance a la

Mécanique ondulatoire est qu’il y a lieu d’associer a la matiére un phéno-
méne étendu, tout comme la théorie du rayonnement et de effet photo-
électri.que conduit & associer aux ondes lumineuses un « corpuscule de
lumiere »; le photon.

Pour développer cette idée, M. Louis de Broglie puis M. Schriodinger
se sont servis de 'analogic de forme, déja signalée au si¢cle dernier par
Hamilton, qui existe entre le principe de Maupertuis et le principe de
Fermat. En étudiant de ce point de vue le comportement par rapport a
un repére fixe et rigide d’un point matériel (corpuscule) soumis a un
champ de forces extérieures dérivant d’un potentiel indépendant du
temps, M. Schriodinger est parvenu de facon tout a fait satisfaisante a
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formuler I'équation d’onde gouvernant les états stationnaires. Par contre,
pour aborder le cas plus général des systemes non conservatifs il n’est
pas possible de reprendre le méme raisonnement en partant cette fois
des équations générales de la dynamique analytique, par exemple sous
la forme que leur a donné Jacobi, de sorte que’l’équation générale de la
Mécanique ondulatoire est obtenue de fagon si peu satisfaisante qu'il est
préférable de la poser a priori sans trop chercher a la justifier.
M. Schrodinger lui-méme avait bien vu cette ambiguilé puisqu’il propose
dans le méme Mémoire [14 p. 163] deux équations différentes, ses préfé-
rences n’allant a la seconde que pour des raisons de simplicité.

Aprés avoir résumé le raisonnement, aujourd’hui classique, qui
conduit a I'équation des ondes dans le cas des potentiels conservalifs,
nous montrerons comment la méthode suivie par M. Schrédinger conduit
en fait & toute une gamme d’équations.

Dans ce travail nous nous placerons toujours sous les hypotheses qui
servent de base a la mécanique classique non relativiste.

2. L’équation de Schrédinger indépendante du temps. — Considérons
le mouvement d’un point matériel de masse m sous l'influence d’un
champ de forces dérivant d’un potentiel V(M) =V (2!, 2*, 2*) indépen-
dant du temps. Nous supposerons que nous rapporlons ce mouvement
un systéme fixe de coordonnées curvilignes x!, z*, z*. Ces hypotheses
peuvent paraitre trés restrictives eu égard a la grande généralité des lois
de la dynamique; c’est cependant le seul cas ou les raisonnements se
présentent sous une forme parfaitement claire.

Dans ces conditions, le carré de 1'élément de longueur euclidienne
s’exprime sous la forme :

ds?= gy (x*) dxidz/ (i, j, k=1, 2, 3),
desorte que 'énergie cinétique T se présente comme une forme quadra-
tique homogene des composantes de la vitesse :
2T = mgy;(xk) &laz)
N . . . . e dxt
ous désignons par un point la dérivée par rapport au temps : Z'= —-;

et nous utilisons la convention de¢ sommation sur les indices muets,
usuelle en calcul tensoriel. Les moments conjugués de Lagrange sont:

(2.1) pi=mgi;ai
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et la fonction de Hamilton, qui est, dans ce cas particulier, égale a
I'énergie, a pour expression :

1 . . .
(2.2) H(zk po) = 8 pipj+\ (25),

&'/ désignant le cofacteur de g;; dans le développement du déterminant &
des gij.
Si dans (2.2) nous posons:
(2.3) 98 (%, 1)
Pi=—5z7
nous obtenons I'équation de Jacobi cn égalant le résultat obtenu a %%
I a8

. dS IS
T R AT Y S
H<x, dxi) sm 8 9zt 9z + V(2 ot

équation dans laquelle la variable ¢ se sépare en posant :
S(ak, t) = Bt — S (a#)

L’action de Maupertuis So(z*) est alors déterminée par 'équation de

Jacobi raccourcie :

1 i.[)SodSo £\ —
sm 8 gt g T V(O =E

ou encore, sous forme veclorielle :
—
(2.4) (grad So>2=2m(E—V),
Cette équation exprime que les surfaces So(z*) = constante de I'espace
a trois dimensions se déplacent avec la vitesse [14, p. 26]

E E

2.5 = =
(2.5) u lﬁso‘ om (B =V

elles jouent le role de surface d’ondes, ondes dont S (z*, ¢) serait la
phase. Ainsi se trouve précisée la relation pressentie par Hamilton, qui
existe entre la théoric de Jacobi et celle d’'Huygens. C’est cette analogic
qui fut exploitée par les fondateurs de la nouvelle théorie en une induc-
tion d'une géniale simplicité: puisque loptique géométrique n’est
qu’une approximation de l'optique ondulatoire la mécanique classique
n’est elle pas qu'une approximation d’une Mécanique ondulatoire ? Il
s'avérait, en effet, a 'époque que la Mécanique cesse d’étre valable pour
les petites trajectoires a 'échelle atomique, tout comme optique géomé-
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trique est incapable de rendre compte des phénomenes de diffraction.

Supposons donc avec M. Schrédinger que les ondes que nous envisa-
geons soient purement sinusoidales; cela revient a admettre que la
grandeur qui se propage est proportionnelle a :

(2.6) cos[kS (@k, t) + Cte] = cosk [E¢ — Sy (x4)],

en choisissant convenablement 'origine des temps. Pour des raisons
d’homogénéité la constante & doit avoir la dimension de I'inverse d’une
action; et la relation des quanta E = /v nous invile a écrire le
facteur (2.6) sous la forme :

I . - h
cos ﬁ[EZfSo(xﬂ)] (/L: ;>

La longueur d’onde A est par suite donnée par la relation de M. Louis
de Broglie :
1 h

v Vam(E—V)

Si nous admellons encore que la grandeur W qui se propage est de
nature scalaire non pourrons écrire 'équation de propagation sous la

forme classique .
2 "
g 1 2V

W o

A désignant Popérateur laplacien qui, dans le systéme de coordonnées
adopté ici, a pour expression
o 1 d — . d
(2.7) A=z§w<t/é’é’“;m—i>
Tenant compte de 'hypothése précédente et de la relation (2.5) il
P yp P

vient :

2.8 A (B — V)V =
(2.8) o +(E—-V)¥W =o,

Telle est 'équation aux dérivées partielles qui doit remplacer les équa-
tions du mouvement de la dynamique pour I'étude des phénoménes a
trés petite échelle. Elle contient en paramétre 'énergie E et les niveaux
quantifiés de cette énergie sont les valeurs propres de cette ¢quation
compte tenu des conditions d’uniformité, de régularité, et de borne a
imposer a la fonction d’onde.
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3. L’équation de Schrédinger dépendant du temps. -- L’équation
précédente n’est valable que pour des ondes W purement sinusoidales
et lorsque le potentiel des forces est conservalif; c¢’est-a-dire lorsque
I'¢énergie est une intégrale premiére du mouvement. Pour étendre la
théorie aux systémes non conservatifs il faut remplacer I'équation (2.8)
par une autre plus générale dont le parametre E aura été éliminé. Pour
cela remarquons que hypothese « W dépend sinusoidalement du temps »
est équivalente a
(3.1) h'ld;—g =— B2V,

Et c’est ici que les choses commencent a étre beaucoup moins claires.
Pour éliminer E entre (2.7) et (3.1), on peut en effet opérer de plusieurs
fagons qui conduisent a des résultats de nature entiérement différente.

. , it -
Par exemple, on pourra appliquer l'opérateur [ﬁA——V] a I'équa-

tion (2.8) et obtenir :

(30) (22 s V][]t

am am o

C’est une équation lindaire du quatriéme ordre analogue a celle des
milieux élastiques. En particulier les solutions de (2.8) sont encore
solutions de (3.2), ainsi que leur superposition. Cest cette équatioh
qui avait en premier licu été considérée par M. Schrodinger [14, p. 163]
comme « I’équation dés ondes, unique et générale, a laquelle satisfait le
scalaire de champ W ». ’ -

Mais on aurait pu tout aussi bien élever purement et simplement
I'équation (2.8) au carré (au sens algébrique ct non au sens des opéra-
teurs) pour obtenir '

(3.3) <2—7‘%Aqf—vuf>2=Eﬂr-z=_mlp";_g.

Clest cette fois une équation du second ordre, mais non linéaire; elle
est encore satisfaite par les solutions de (2.8), mais évidemment plus
par leur superposition. Il est clair que I’élimination de E entre les
équations (2.8) et (3.1) peut s’effectuer d’une infinité de fagons, parmi
lesquelles celles que nous venons d’indiquer sont de loin les plus
simples. Les équations obtenues peuvent étre d’un ordre et d’un degré

arbitraires.
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Cependant il existe une autre méthode, proposée par M. Schrédinger
et universellement adoptée depuis; elle permet d’obtenir une équation
du second ordre, linéaire, donc plus simple que (3.2) et (3.3). Sil'on
admet en effet que la fonction d’onde W (on ne peut plus parler de
grandeur au sens physique du terme) est cssentiellement complexe,
I'hypotheése selon laquelle le W des systémes conservatifs est sinusoidal
pourra s’écrire :

i

. . . 5 Et=Syh]
Y proportionnel a e

ou, ce qui est équivalent,
o OV .
— T)t— =EU.

On obtient ainsi I'équation bien connue :

o,
Jat

(3.4) . EA‘I’—V‘J’—iﬁ
2m

4. Le choix des équations d’onde. — Il résulte de ce qui précéde que
I'équation générale qui doit régir le comportement de la fonction d’onde
est loin d’étre univoquement déterminée, et il semble qu’aucune raison
ne permette de trancher en faveur de I'une ou de l'autre des trois
équations que nous avons écrites — ou méme d’autres plus compliquées
encore.

Une condition qui est souvent invoquée pour justifier I'équation (3. 4)
est la nécessité de retrouver I'équation de Jacobi lorque, dans I'équation
d’onde, on fait tendre la constante de Planck vers zéro. Or, il est trés
facile de vérifier que les équations (3.2) et (3.3) conduisent toutes
deux a cette limite classique (approximation de 'optique géométrique).
11 reste alors la confrontation des résultats théoriques avec les résultats
expérimentaux. Il convient tout d’abord de remarquer que, d’aprés la
fagon méme dont elles ont été obtenues, les équations précédentes se
réduisent toutes a 'équation (2.8) dans le cas des systémes conservatifs ;
elles fourniront donc toutes trois les mémes niveaux d’énergie.

D’autre part, la majorité des résultats susceptibles de traduction
expérimentale repose essentiellement sur linterprétation qu’il
convient de donner a la fonction d’onde. A ce sujet, de nombreux
auteurs invoquent cette interprétation pour déterminer l'équation
d’onde. A notre avis, cette question ne doit intervenir qu’aprés
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I'obtention de cette équation et compte tenu justement des propriétés
mathématiques que I'équation impose a ses solutions. Historiquement
d’ailleurs le probléme de la signification du W s’est présenté apres
I'adoption des équations (2.8) et (3.4) et les premiers résultats obtenus
dans le calcul des niveaux d’énergie des atomes. Cette fagon de procéder
que nous critiquons posséde encore I'inconvénient majeur d’oublier les
considérations physiques dont est issuc la Mécanique ondulatoire, a tel
point qu’il ne semble pas qu'on ait tenté sérieusement de justifier
a priori, par un raisonnement physique, la nécessité d’utiliser une
fonction d’onde essentiellement complexe, jamais susceptible de
dégénérer en une quantité réelle.

Acceptons cependant cette base de discussion. On a souvent écrit que
I'interprétation probabiliste impliquait pour W la nécessité d’obéir
4 une équation linéaire. Si I'on admet ce point de vue, on ne doit pas
pour autant rejeter I'équation (3.2); le fait qu’elle permette de définir
plusieurs densités de probabilité qui ne soient pas définies positives
n’étant pas une objection insurmontable comme le montre 'exemple de
I'équation de Klein-Gordon et I'utilisation des « métriques indéfinies »
en théorie quantique des champs. Ajoutons encore que 'adoption de
I'équation (3.2) n’edt peut-étre pas conduit a I'interprétation proba-
biliste de la Mécanique quantique ! '

Mais la nécessité d’une équation linéaire pour qu’'unc telle inter-
prétation soit possible ne nous semble nullement démontrée. Ne serait-ce .
que parce que la théorie habituelle n’utilise pas la linéarité en définissant
la densité de probabilité par [W |2, ce qui entraine le rejet des axiomes
du calcul des probabilités. La condition de norme par exemple n’est
nullement une conséquence de la linéarité de I'équation de Schriodinger,
mais bien de son homogénéité; on voit instantanément que s1 W est
une solution de I’équation non linéaire (3.3),1l en sera de méme de GV
et la fonction d’onde pourra encore étre normée.

Le seul postulat de la théorie orthodoxe qui semblerait devoir étre
abandonné par une théorie basée sur une équation non linéaire serait
le principe de décomposition spectrale [4, p. 33]; ceci nous ramenant
a la confrontation de la théorie avec I'expérience. En effet, ’expérience
a abondamment prouvé que les particules de la microphysique sont
susceptibles de produire des phénomenes d’interférence et de diffraction.
Comme la théorie des interférences lumineuses rend compte de fagon
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trés satisfaisante de ces phénomenes en admettant que la vibration
résultanle est la superposition, par simple addition, des vibrations
composantes, on en conclut, un peu trop rapidement peut-éire, que
I'équation des ondes qu’il convient d’associer aux corpuscules doit ¢tre
une ¢quation linéaire.

Cependant cette loi de composition des vibrations n’est, aprés toul,
peut-étre pas absolument rigourcuse, et une loi de composition des
solutions de l'équation des ondes différente de la loi d’addition
permettrait de décrire des phénomenes identiques. Pour donner & cette
idée un support plus concret, raisonnons par exemple sur I'expérience
treés classique des trous d’Young. Désignons par W, la fonction d’onde
qu’on obtient dans le cas ot I'un des deux trous est obturé. De méme W,
sera la fonction d’onde correspondant au cas ou c’est 'autre trou qui
est bouché. Lorsque les deux trous sont simultanément ouverts la
fonction d’onde W', devra traduire la composition des vibrations associées
a W, et a W,. Tant que nous aurons affaire a une théorie basée sur unc
¢quation linéaire nous pourrons écrire que W, est une combinaison
linéaire des deux fonctions d’onde W, et W,. Par contre, dans le cadre
d’une théorie dont I'équation de base serait non linéaire, le licn
algébrique entre W; d’une part et Wy et W, d’autre part peut devenir
extrémement complexe. Sﬁpposons néammoins que I'équation d’onde
de cette théorie nous permette d’écrire une loi de composition :

Ws(z, », 3, 8) =F[Wi(=, 3, 5, 1), Wy (x, ¥, 3, 1),

L’expression analytique de la fonction & étant trés compliquée nous

pourrons la représenter par une série :
‘F;} = awq)"1 -+ a0111}'2+ ago‘F% -+ 2[l1111“1q"2+. ‘e

Si les fonctions W, et W, oscillent relativement peu autour d’une
valeur moyenne asscz faible, et si la suite des coefficients @,, du
développement précédent décroit suffisamment rapidement on pourra,
tout au moins en premidre approximation, ne retenir que les deux

premiers termes de ce développement et représenter la fonction d’onde
résullante W, par une combinaison linéaire de W, et W, :

Wy~ a0 W+ ap W

tout comme dans le cas ot la théorie reposerait sur une équation linéaire.
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Par contre cette conclusion devient entierement inacceptable lorsque,
dans certaines régions de I'espace par exemple, 'une des deux fonctions
composantes, ou les deux a la fois, prend des valeurs tres élevées, de
telle sorte que les puissances supéricures de la fonction d’onde, loin
d’étre négligeables, deviennent au contraire prépondérantes. Nous
rejoignons ainsi tout naturellement l'une des idées caractéristiques
¢émises par M. Louis de Broglie pour tenter de développer une théorie
qui procure une description plus complete des particules en faisant
notamment intervenir leur structure interne [4]. Nous reviendrons plus
longuement sur ce sujet au paragraphe 135 de ce travail. Mais précisé-
- ment au moment ou diverses tentatives sont faites pour compléter la
description fournie par la théorie actuelle en cherchant notamment
a s’appuyer sur des équations non linéaires, il ne nous a pas paru inutile
d’essayer de préciser les raisonnements qui permettent d’asseoir les
¢quations de la mécanique ondulatoire sur des bases plus solides que
celles que nous venons de rappeler.

9. Remarques générales concernant les équations précédentes. —
LLes trois équations ue nous avons écrites au paragraphe 3 constituent
des généralisations de I'équation (2.8) obtenue elle-méme & partir de
I'équation de Jacobi raccourcie (2.4). Or celle ¢quation ne s’applique
qu’a des systémes conservatifs rapportés a des axes fixes. Or, méme
dans ce cas particulier, I'usage de I’équation de Jacobi raccourcie ne
s'impose nullement; il a en outre I'inconvénient de limiter le choix des
constantes du mouvement en fixant arbitrairement P'intégrale premiére
de 'énergie.

De toute fagon, les équations du paragraphe 3 ne sont valables que
dans un systéme de coordonnées en translation uniforme par rapport a
« Pensemble des étoiles fixes »; c’est-a-dire encore dans le cas ou la
fonction de Lagrange est de la forme

L(xi, t, z2t) = ;mg,;;x'w/f+ V(xi, t).

Or ce n’est évidemment pas la le cas général. La mécanique de Newtlon
nous permet en effet de rapporter les équations du mouvement
a n’importe quel systtme de coordonnées, pouvant en particulier
dépendre du temps, et aussi d’étudier le mouvement par rapport
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a n’importe quel systtme de référence. On est conduit dans ce cas
a employer des fonctions de ILagrange qui comportent des termes
_dépendant linéairement des composantes de la vitesse.

D’autre part, nous devons aussi considérer le cas ou les forces agissant
sur le corpuscule sont de nature électromagnétique; c’est-a-dire qu’elles
dépendent non seulement d’un potentiel mais aussi d’un potentiel
vecteur. Nous sommes encore ramenés dans ce cas a des fonctions de
Lagrange contenant des termes linéaires par rapport aux composantes
de la vitesse. On sait que dans ce cas la mécanique ondulatoire utilise
un procédé aussi formel que non justifié qui oblige & toujours passer
par l'intermédiaire de coordonnées cartésiennes rectangulaires.

Pour toutes ces raisons, il serait souhaitable de pouvoir reprendre le
raisonnement exposé au début du second paragraphe en s’appuyant
cette fois sur 'équation de Jacobi (non raccourcie). Il semble malheu-
reusement que cela ne soit pas possible; en particulier la généralisation
de la formule (2.5) définissant la vitesse des surfaces d’onde présente
de grosses difficultés. C’est pour cela que nous avons cherché a nous
appuyer sur le principe de Hamilton plutot que sur I'équation de Jacobi.
De cette facon nous pourrons nous placer d’emblée dans un systéme
de coordonnées absolument quelconque ce qui nous permettra de
développer une théorie ondulatoire possédant le méme degré de
généralité que la mécanique classique.

CHAPITRE IL

UNE FORME DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE CLASSIQUE.

6. Les bicaractéristiques des équations aux dérivées partielles du
second ordre. — Considérons une équation aux dérivées wpartielles du
second ordre a une fonction inconnue o(z!, ..., 2") de n variables
indépendantes, linéaire par rapport aux dérivées d’ordre 2 de ¢:

. .. 0% . 99
ik —_— — ) =
(6.1) a (xl)dxidx" +f<m/, o, d.z‘l') o
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Les coefficients ai = a. sont supposés pouvoir dépendre des
variables z' mais pas de la fonction inconnue ni de ses dérivées pre-
miéres. Ils sont en outre tels que

det ait =o

JS(x/, g, % ) est une fonction quelconque des variables, de la fonction

inconnue et éventuellement de ses dérivées premiéres.
On appelle variétés caracléristiques de cette équation les surfaces

b(at, ... xn) = Cte,
la fonction 0 (!, ..., z") véritiant 'équation aux dérivées partielles du
premier ordre
.00 db
(6.2) “M«)_.i?m =o0

On sait que ces surfaces se présentent naturellement dans I'étude du
probleme de Cauchy [7, p. 263]. Pour intégrer 'équation (6.2) et
déterminer les fonctions 0 on forme le systéme caractéristique

. dx! dx? dxn
(6.3) Y R
all —— azft — ankt —
ek Jdxk Jduck

C’estun systeme d’équations différenticlles du premier ordre qui définit
une famille de courbes caractéristiques de I'équation (6.2) et appelées
bicaractéristiques de I'équation (6.1).

Introduisons un parametre arbitraire t en désignant par dr la valeur
commune des rapports (6.3) et cherchons le systme différentiel du
second ordre satisfait par les bicaractéristiques. On a d’apres (6.3) :

dwl _d (o NN PO der 9 dal
d=r T &=\ ().z’“) = G gz T T em T dm

Désignons par a;; le cofacteur de a' dans le développement du déter-

minant des ¢‘*. Comme
alla;; =8,

&’ étant le symbole habituel de Kronecker, on a :

, dal! . da/~
(6.4) Wi g g =

de sorte que
d? x! 920 dxn da;; dx!

(6-5) WIE T Jrom & T & dv
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D’autre part, en dérivant (6.2) par rapport & 2’ on obtienl

9 (120 98N\ _ dali 06 b P
02\ 0z oxt) = 0t 9wt oxi 72 Jziow gl

et en résolvant compte tenu de (6.4) ct de (6.3) :

920 dail M dan dxn

Y e = —— Ay —— = —— ——
dxt et dxi g drt  d=

~ En reportant cetle expression dans (6.5), on obtient finalement les
équations du sccond ordre cherchées :

d2x! day drx! 1.day, dx! det

Wil —e + —— :
il dx = 9 dxt dtr dx

Sous celte forme, on reconnait les équations d’Euler-Lagrange déter-
minant les courbes extrémales de Pintégrale :

' B del dat
(6.6) f g gz ¢

et d’apres (6.2) et (6.3) ces extrémales satisfont a la condition

dxt dxi
(6.7) azi? Td—? = 0.

Cette propriété des bicaractéristiques des équations aux dérivées par-
tielles du sccond ordre contient en particulier le cas bien connu suivant :
les bicaractéristiques de Popérateur différenticl du second ordre de
Beltrami (laplacien généralisé) d’une variété riemannienne sont les
géodésiques de longueur nulle de cette variété. Clest celle propriélé
essentielle qui est & Dlorigine des travaux de MM. G. Darmois et
A. Lichnerowicz sur le principe des géodésiques en relativité générale.

7. L'optique ondulatoire et I'optique géométrique. — Comme exemple
d’application des résultats du paragraphe précédent, nous allons montrer
qu'ils réalisent le passage de T'optique ondulatoire & 'optique géomé-
trique et inversement. Pour cela, considérons I'équation aux dérivées
particlles qui régit la propagation de la lumitre dans un milieu per-

manent, transparent, isotrope et non dispersit d’indice n(z, y, ) :

: |
(.1) Lo _on 2R 2R,
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I est Pune des composantes du champ électromagnétique mais, pour ce
qui nous préoccupe ici, il nous suffira de la considérer comme une
« variable lumineuse » au sens de Fresnel. Nous avons en outre posé

i _ c
S

On sait que oplique géomélrique se présente comme une approxi-
mation de l'optique physique valable seulement lorsque la longueur
d’onde des vibrations lumineuses est négligeable vis-a-vis des aulres
longueurs intervenant dans le probléme. Nous chercherons donc une

solution de (7.1) qui soit de la forme

(7.2) Fla, 5y, z. t)=a(x, ¥, 3, t)coskS(x, ¥, 5, 1)

¢n supposant que la constanle A& est extrémement grande. Aprés avoir
reporté (7.2) dans (7.1) on peut, dans ces conditions, négliger tous
les termes devant ceux qui contiennent le facteur A* et il reste

AR
: 02\ ot Jdx dy dz

(ui montre que les surfaces S(z, y, z, t) = Cite sont les variétés carac-
téristiques de l'équation (7,r1). D’aprés les résultats du paragraphe
précédent, les bicaractéristiques de I’équation de propagation ont pour
équation

oo (- () ()]s

0

avec la condition
-~ " dt \2 dzxr\? dy\? dz\?
o () () (=

L’¢quation d’Euler relative a la variable ¢ fournit Pintégrale premidre

(1.6) 2,

et les trois autres (nous n’écrirons que celle en 2, les deux autres élant

d [dx 1 de? fdt\?
F\& )50 ,T>—

s’écrivent en ¢liminant le paramétre

(7.7) i(_l_ dx® 1 dJe
7 dt \ p? ﬁ)"' ol

identiques)
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On reconnait, sous cette forme, les équations des extrémales de I'inté-
grale
M,

Jdx? + dy? + dz?
(7.8) / ‘ o (x ;y‘)
M, VA e 2y

qui, compte tenu de I'intégrale premiere (7.6) et de la condition (7.3)
n’est pas autre chose que le lemps mis par la lumiére pour parcourir
I'arc MoM, d’extrémale. En effet, prenant ce temps de parcours ¢
comme parametre, les équations d’Euler-Lagrange assurant Pextremum

de (7.8) s’écrivent bien [10, p. 114]

d [ 1 dr 1 J /1 dx\? dy \? dz\?’ 11 Jet
Z(T 71>= 2 ﬁ(?)[(ﬁ) +<E> +<Zi7> J=—E o dr
Donnons une interprélation géométrique de ce résultat. Désignons
par R; 'espace physique (euclidien) a trois dimensions et considérons
un espace Ry & une dimension, I'abscisse d’un point de R, étant désignée
par ¢. Formons alors espace produit R, = R; >< R, et munissons-le d’une
structure d’espace de Riemann (') en définissant la forme fondamentale

(7.9) A2 = 02 dt? — dr? — dy? — dz2.

Dans cel espace, les formules (7.4) et (7.5) définissent les géodé-
siques de longueur nulle, et les extrémales de D'intégrale (7.8) sont les
projections de ces géodésiques sur espace R;, les projetantes étant les
blignes le long desquelles ¢ varie seul. Nous avons ainsi montré que les
rayons lumineux de loplique géométrique, donnés par le principe de
Fermat, sont les projections sur Pespace physique, le long des lignes de
temps, des bicaractéristiques de I'équation de propagation.

[nversemenl, considérons un rayon lumineux de l'optique géomé-
trique. CG’est une courbe G de R, dont les équations sont celles des
extrémales de (7.8). A tout point M de C associons un point de R,
dont la quatrieme coordonnée soil égale a

M dzr - dyr - dz

(7.10) 1= 5 T 73

On obtienl ainsi une géodésique de longueur nulle de R, muni de la

(') On aura bien soin de ne pas confondre cet espace-temps, construit comme un
espace-temps de configuration, avec l'espace-temps de la relativité restreinte, qui est
(pseudo) euclidien et correspond a un indice n (z, y, z) égal a 1.
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métrique (7.9). Ces géodésiques sont les bicaractéristiques de toute
une famille d’équations aux dérivées partielles dont les termes du
second ordre sont seuls déterminés univoquement

1 2F nF 2k N F JF JF JF JF

o der T Jer Iyt J3t +/K EAR R L dy’ ()_z’717>_

En principe, la fonction f peut éire absolument quelconque. Cepen-
dant, si I'on veut que la limite obtenue avec une solution de type (7.2),
ou la constante & tend vers I'infini, soit justement I’équation (7.3) des
caractéristiques, la fonction f doit étre linéaire par rapport a F et a ses
dérivées partielles du premier ordre.

Les résultats du paragraphe 6 constituent donc une méthode générale
permettant non seulement de « descendre » d’une théorie ondulatoire
basée sur une équation de propagation a une théorie géométrique basée
sur un principe analogue a celui de Fermat, mais aussi de « remonter »
d’une théorie géométrique a une théoric ondulatoire. Ils précisent, de
plus, dans quelles limites le choix d’une équation d’onde reste arbitraire.
Reprenant alors I'idée essentielle selon laquelle le principe d’Hamilton
n’est qu'un principe de Fermat, nous allons chercher & écrire les équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre admettant comme bica-
ractéristiques des courbes en correspondance biunivoque avec les
trajectoires de la Mécanique classique.

8. Les équations de la dynamique analytique. — Dans tout ce qui
suit nous raisonnerons sur le cas d’un corpuscule-point matériel de
masse m dont la position est repérée dans Pespace physique au moyen
de trois coordonnées fonctions du temps ¢. Il est bien évident que les
calculs se généralisent d’eux-mémes au cas d’un systeme de n points
matériels, en remplacant I'espace a trois dimensions par l'espace de
configuration 4 3 n dimensions.

Pour conserver toute la généralité possible, nous supposerons que la
position du point matériel est définie par rois coordonnées généralisées
7', ¢*, ¢*, définies par exemple a partir d’un repere cartésien fixe par:

w=r(q ¢ g . Y =000 g ah ) s=5(0 4 g 1)

La force vive a alors pour expression

WT = m <'_}i Lo or r/q‘)'—' (_r); n dy dgi\z 'z J3 dgi\:
T A Dt dt - e T dgt de - (:} +(7f7 77,’7) ]

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, IV, 17
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et nous poserons comme d’habitude :

_ da \? «)_}’)'Z Jdz\?
mo= ol (5) () ()]

. dx dx dy dy  Jz Jdz )\ dg! T
2T1_—zm<7)?071i—1— ¥T dqi+()—td—qi>ﬁ =2b; ¢,

. dx dJdx Jdy dy Jz dz \ dg' dqi L

o= (G G ot b i o) e e = 10
Nous admettrons que les forces qui s’exercent sur le corpuscule
peuvent étre soit de nature quelconque pourvu qu’elles dépendent d’un
potentiel V'(¢', ¢*, ¢, t), soit de nature électromagnétique. Dans ce

dernier cas, si AetV désignent respectivement le potentiel vecteur et
le potentiel scalaire et si ¢ est la charge ¢lectrique portée par le point
matériel, on sait qu'on peut faire dériver la force de Lorentz d’un
potentiel généralisé

U :‘-:(\—-—;{.l‘)) =:(V—Aiq}
par la formule
Ko d dU JuU
=G o o
Dans ces conditions et avec ces notations, le principe de Hamilton
s’énonce : les trajectoires du point matériel sont les extrémales de
P'intégrale d’action

~h X
(8.1) = [ e cgodi= [ (T =V —U)ar.
1, <
Nous poserons désormais, pour simplifier les notations
b= l):;—l—ir\,j. C=TU—VI—EV,

de sorte que la fonction de Lagrange prendra la forme
(8.2) (g b gi) = 5 ay§igi+ bigi+ e,
On a évidemment a;;= a;; et le déterminant a = déla;; est supposé

essentiellement différent de o. Les équations du mouvement s’écrivent
donc :

(8.3) i+ |k, /]«1/«1*+(”"“ gl ')b/>-,- Wi _ e

o " agi T gt g dgi T
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[k, ¢] désignant le symbole de Christoffel de premiere espéce formé
sur les a;; :

dq/ dg* dgt

[k, i] = é (1)a“ da;j ()(tjk> .

Comme cela s’était déja produit au paragraphe 7 a propos du principe
de Fermat, on voit sous celte forme que le principe de Hamilton ne se
présente pas sous une forme convenable pour passer directement a une
équation d’onde. Il nous faut donc chercher a modifier I'intégrale
d’action pour la mettre sous une forme analogue a (6.6). Nous com-
mencerons par la rendre plus symétrique en posant :

q° =, oo = 2C, o= ay=b;,

Puisque g°= 1, nous pouvons écrire la fonction de Lagrange
(8.4) LR g = L asg gl

les indices grecs =z, 3, ... prenant les valeurs o, 1, 2, 3. Comme

.

i7" =o, les é6quations de Lagrange deviennent :
(8.5) 3§+ [ap, i]g*gd=o.

Ces trois équations sont bien de la forme cherchée. Mais pour qu’elles
réalisent I'extremum de I'intégrale de la fonction de Lagrange (8.4),
elles doivent étre accompagnées par une équation annulant 'expression

@8 §d + (a3, 0] G2 ¢8.

Or, on voit par un calcul facile que

2 r .y 0 d . 2
¢¢0!3gp+[ap, 0]g*¢3= 7 (bigi—+ 2¢) — fjﬁ

n’est pas nulle en général. En effet, multiplions (8.3) par ¢’ et contrac-
tons : on obtient

°

d L
}7}(["'/'([[7/“ ¢) + o= 0,

de sorte que finalement

o

.3 s, . 2 d "
(8.6) a3 g3+ [o3, 0]grgd= a0
Suivant la méthode que nous avons employée pour mettre Uintégrale
(7.8) de Fermat sous la forme (7.4), introduisons une variable supplé-
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menlaire Z en posant, par analogie avec (7.10) :

(8.7) s=4flﬁ<qa, g% d,
{
L’équation (8.6) devient 0
E ot anggh+ 23, o] grgd=o.
On obtiendra alors une écriture tensorielle en posant ¢'=¢ el cn
complétant le tenseur a,s, de fagon a ne pas introduire de nouveaux

symboles de Christoffel non nuls et a ne pas modifier les équations (8.5).
Cela se fait trés aisément en posant

Ao = Ao =1, Ay, = Ujp = (4= 0.

Nous pouvons alors réunir les équations (8.5) et (8.6) en 'équation

unique
gt + | BC, a}gbgt=o,

les indices majuscules prenant les valeurs o, 1, 2, 3, 4. Quant a
I'équation
iy g®+ [BC, 4]q%gt=0

elle est automatiquement satisfaite puisqu’elle se réduil a

dl’q" _ d2t
diz — de

11 reste alors & vérifier que la condition (6.7), soit ici
w\pGrgt=2L2(g% %)+ 2 E=o

est réalisée. Or cela résulte de la définition meéme de £ (8.7).

Pour la commodité des calculs on peut alors introduire un paramétre
arbitraire dénué de toute signification mécanique (formalisme dit homo-
gene); si les variables £ =¢°, ¢*, ¢, ¢*, ¢* = sont considérées comme
des fonctions de ce parametre, on peut résumer ainsi les résultats qui
précedent : les équations du mouvement du point matériel sont les
équations des extrémales de I'intégrale
IHA <qi, t L %, %s i—g> d~ ———v[uqéam [fj: %q;d:

Yo

(ui satisfont a la condition
. dgt dgb
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ot 'on a posé :

\(gi R A ’/E> e Ay

SR d=) T as T @

dqi di [dtN2 o de dE
— +C ;[—: -+ ﬁ;. Z{;,

9. Interprétation géométrique. Le théorsme d’Eisenhart. — Les
conclusions du paragraphe précédent sont susceptibles d’une traduction
géométrique simple, tout a fait analogue 4 la traduction géométrique du
principe de Fermat. Toutefois, alors que le principe de Fermat nous
amenait & introduire un espace-lemps riemannien quadridimensionnel,
le méme raisonnement nous conduit ici 4 introduire une variété rieman-
nienne pentadimensionnelle, ce qui peut paraitre dépourvu de sens
physique. Cependant il convient de signaler que lespace a quatre
dimensions invoqué au paragraphe 7 semble, lui aussi, dénué de sens
physique. En effet, comme nous l'avions signalé alors, il ne doit pas
étre confondu avec I'Univers de la théorie de la relativité restreinte; et
le considérer comme un espace physique obligerail a introduire autant
d’Univers que de milieux d’indice différent (1). Et encore cela ne
concerne-t-il que les milieux permanents, isotropes et non dispersifs !
Dans I’état actuel de la théorie, ce qui importe pour nous est, qu’a
chaque instant, les étres des différents espaces envisagés puissent étre
« projetés » dans I'espace physique a trois dimensions.

Lorsqu’en mécanique analytique, on considere le temps ¢ comme une
variable au méme titre que les coordonnées généralisées (formalisme
homogene), on est conduit & imaginer une variété a quatre dimensions E,,
I'espace-temps de configuration. Un syst¢me de coordonnées locales
particulier de cet espace est constitué par les paramatres ¢’ et le temps
t=¢q". Ainsi, a toule position du corpuscule a I'instant ¢ correspond
un point M bien déterminé de E,, de sorte que le mouvement du point
matériel est représenté par une trajectoire G dans cet espace-temps de
configuration.

A coté de E., introduisons un espace a une dimension E,, I'abscisse
d’un point de E, étant désignée par £ ou par ¢*. Considérons alors

(*) On comparcra cette situation avec celle qui se présente dans la Théorie de la
relativité lorsqu’on veut étudicr les trajectoires des particules chargées dans un champ
¢lectromagnétique : on est alors amené a introduire autant d’espaces que de types de

) 161, 111}, (157

particules <ou de rapports -
7i
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I'espace produit E; = E, < Ey, que nous appellerons espace d’Eisenhart.
A tout point M situé sur une trajectoire C de E, associons le point P
de E; dont la cinquie¢me coordonnée soit définie par (8.7). Au mouve-
ment du point matériel est ainsi associée une courbe T' de E; qui se
projette sur E, suivant la trajectoire C.

Définissons alors dans E; une structure d’espace de Riemann en y
introduisant la forme fondamentale

- aydgidgi + by dgidt + c(dt) + dt dt.

1
2

(9.1) ds2= ]) Gyp dgr dgb =

Les résultats du paragraphe précédent montrent que les courbes I
définies ci-dessus sont les géodésiques de longueur nulle associées a
ce ds. On obtient ainsi un cas particulier d’un théoréme plus général
da a M. L. P. Eisenhart [ 5], généralisé encore par MM. A. Lichnérowicz
et Y. R. Thiry [11, 15].

Nous ’énoncerons :

Tuntoreme. — Les trajectoires C représentant dans Uespace-temps
de configuration E, le mouvement d'un point matériel défini par le
principe d'Hamilton portant sur la fonction de Lagrange (8.2),
sont les projections sur E,, le long des lignes coordonnées ou £ varie
seul, des géodésiques de longueur nulle I de Uespace d’Eisenhart E;
muni de la métrique riemannienne (non définie positive) (9.1).

10. L’invariance de jauge de la mécanique. — Comme il est bien
connu il est possible, dans I’énoncé du principe d’Hamilton, d’ajouter
a la fonction de Lagrange £(¢’, ¢, ¢'), la dérivée totale par rapport au
temps d’une fonction arbitraire 6(g, ¢) sans modifier les équations du
mouvement [13, p. 201]. Par la suite, et pour des raisons qui apparai-
tront bientdt, nous désignerons cette propriété sous le nom d’invariance
de jauge de la mécanique. D’aprés ce qui précede, lorsque nous effec-
tuons une telle transformation de jauge

9 (g, t)

(10.1) £(g's t, §1) > £ (g 1, 1) + =L

nous devons abandonner la forme fondamentale (9.1) de Dlespace
d’Eisenhart pour la remplacer par la suivante :

Y N
ds'* = dst o S dgt e+ T (der,
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c¢’est-a-dire que nous devons modifier la structure d’espace riemannien
de E;.

Cependant, d’aprés la fagon méme dont nous Pavons construit, le
tenseur métrique de Pespace d’Eisenhart a ses composantes a,y, dans le
systeme de coordonnées locales adoptées ici, qui ne dépendent pas de la
nouvelle variable %; ce qu’on exprime en disant que E; est cylindrique
par rapport & la cinquiéme coordonnée (!). Cette propriété est fonda-
mentale puisque les équations de la dynamique peuvent étre entiére-
ment écrites a 'aide des coordonnées généralisées et du temps. Il en
résulte qu’il est toujours possible de trouver un systeme de coordonnées
adapté 4 la structure cylindrique de E;, c’est-a-dire tel que les compo-
santes du tenseur métrique soient indépendantes de g*.

A coté des changements de coordonnées usuels permis par la
dynamique

t>l=0l4p  qlsg'=[I(g5 1), I>F=:
et qui conservent la variété espace-temps de configuration E, définie
por £=o0 (changements d’horloge et changements de repérage de
I'espace), il existe des changements de coordonnées portant sur la
variable £

’

(10.2) t>l=t qgimqi'=ql, E>¥=E4+10(g,t)

ct qui préservent la cylindricité; aprés un tel changement de coordon-
nées, la forme fondamentale devient en effet

%Ui/ dq?’ dgJ’ + <bl~f— %—l> dgt dt’ + (0 — 3—3) (dt')2+ dt' d¥'.

On voit ainsi que, lorsqu’on effectue simullanément unc transfor-
mation de jauge (10.1) et un changement de coordonnées (10.2), la
forme fondamentale de E; demeure inchangée, ce qui nous permet de
donner une interprétation géométrique des changements de jauge de la
mécanique : le ds* étant fixé une fois pour toutes par 'expression (9.1)
et les géodésiques de longueur nulle T étant déterminées, effecluer un
changement de jauge (10.1) est équivalent a effectuer un changement
de « plan » de projection; au lieu de projeter I' surle sous-espace ¢ =o,
nous les projetterons sur £ = 0(¢?, ¢). On peut encore dire qu’'un chan-

(*) Nous empruntons ici le langage des théories unitaires relativistes a cing dimen-
sions.
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gement de jauge est un changement de section d’espace-temps de
configuration. Nous reviendrons plus loin sur la signification méca-
nique qu'il est possible d’attribuer a ces transformations. Nous allons
maintenant justifier la dénomination que nous leur avons attribuée.

N
On sait qu’en électromagnétisme, les potentiels scalaire V el vecteur A
ne sont déterminés qu’a la transformation suivante pres :

S = JF
A-—> A+ gradF, Vo>V——,
ot
F(q¢', t) étant une fonction arbitraire. Une telle transformation des
potentiels est appelée transformation de jauge de I'électromagnétisme;
elle conduit a remplacer le potentiel généralisé U dont dérive la force
de Lorentz par le suivant :

JF

; —=> N 0
U’=s<v- —_K.?—?gradﬁ) —v—

1/ dl

Il en résulte immédiatement qu’une telle transformation est équivalente
a ce que nous avons appelé transformation de jauge de la mécanique :

dF

J‘?(‘]i: L []i)_.’ﬁ(‘]i: Z ’/i) + & dl"

CHAPITRE IIIL

LES MECANIQUES ONDULATOIRES.

11. L’équation aux dérivées partielles associée a la mécanique. —
Nous sommes maintenant en mesure de former les équations aux dérivées
partielles du second ordre dont les bicaractéristiques correspondent
aux trajectoires de la dynamique classique. Autremgnt dit nous allons
effectuer le passage de la « Mécanique géométrique » a la « Mécanique
ondulatoire ». Bien entendu le terme « Mécanique ondulatoire » que
nous employons ici ne doit pas faire illusion : il représente I'équivalent
de Toptique ondulatoire au sens ot Fresnel entendait ce terme et ne
contient absolument aucune idée quantique. Il n’est, somme toute, que
I'aboutissement mathématique des idées d’Hamilton.
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Reprenons Dexpression du tenseur métrique a,; de lespace
d’Eisenhart obtenue au paragraphe 8 :

2c [)1 /N by | I

O, ann a;» 3| o
(11.1) = Oyl sy tyy
by | sy gy

I O O O O

On voit immédiatement que :
dét ag=— dét ajj=—a

qui n’est pas nul par hypothése de sorte qu’on peut inverser la
matrice @, pour former les composantes contravariantes «*® de ce
tenseur. De a*®apc = 0 on tire successivement :

M = @V = @0 — 0, a = 'V = 1,
al/= all avec  aliay =84,
aitt = ati=— al/b,, att= allbib;— 2c;

ce qu’on peut résumer par le tableau :

0 0 0 0 I

o att al? ats —al/b;
(M1.2) a‘=] o a2 22 2 — a2/ b;

0 a o2 e — (l:‘/[)/

1| —ab;, —a?/b; —a3ib; | alibib;—ac

Avant d’écrire les équations cherchées, il nous faut préciser la nature
mathématique du champ que nous voulons associer a la dynamique.
Or, de méme que le passage du principe de Fermat a I'équation des
ondes exposé au paragraphe 7 ne nous permettait pas d’introduire la
véritable nature physique de la lumiere, une théorie prenant pour base
les seules équations du mouvement ne peut nous fournir aucune indica-
tion sur les caractéres de ce champ. Nous ferons alors 'hypothése la
plus simple en admettant que le phénomene ondulatoire en question
peut étre représenté par une fonction scalaire ®(¢, ¢, %), moyennant
quoi les diverses ¢quations d’onde auront la forme

1oy 2 b 9P ,)q>>___07

.« W""ﬁ(% iz ' g’ A IE
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la fonction f) demeurant arbitraire. Pour garder une forme tensorielle
plus symétrique nous écrirons plutot

1 J l———- \ a0\
(11.3) W (—)~q~\<\ |a| ar l)qB> f( @, __>__(>,

En résumé, nous pourrons donc énoncer :

Tatorkme. = Les trajectoires G représentant, dans Uespace-temps
de configuration E,, le mouvement d'un point matériel, et dont les
équations sont obtenues & partir du principe d’ Hamilton '

6£1‘<£r¢;/4i(]/+ bigi+ r'> dt = (As
sont les projections sur E,, le long des lignes coordonnées relatives
a la variable t, = q', des bicaractéristiques d’une famille d’équations
aux dérivées partielles du second ordre (11.3) dont les termes
contenant les dérivées d’ordre o sont seuls déterminés univoquement
a Uaide du tableau (11.2). Ces équations sont susceptibles de régir,
dans Uespace E; d’'Eisenhart, le comportemenl des « ondes méca-
niques » d'Hamilton. ‘ ’

12. La mécanique ondulatoire quantique et ’équation de Schrédinger.
— L’équation générale que nous venons d’obtenir peut nous permettre
d’introduire de facon simple la notion de quanta. En effet, d’apres
I'idée initiale de M. Louis de Broglie, confirmée par les expériences de
Davisson et Germer, nous devons admettre que @ n’est pas seulement
un étre mathématique purement abstrait mais est la traduction, certai-
nement trés imparfaite et trés sommaire, d'un phénomene physique
dont la véritable nature nous échappe encore aujourd’hui. Clest cette
lacune de nos connaissances qui nous a conduits a admettre que le

champ ® est de nature scalaire, et c’est encore elle qui nous empéche de

oo
9 ) A
tion (11.3). Des considérations trés générales portant par exemple sur

préciser 'expression de la fonction f(q"‘, ) qui figure dans I'équa-

le caractere tensoriel ou sur certaines invariances pourraient permettre
de limiter le caractére arbitraire de f; néanmoins, toujours pour la
méme raison de simplicité, nous supposerons qu’elle est identiquement
nulle. Nous admettrons donc désormais que I'équation des « ondes de
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Hamilton » associées a la fonction de Lagrange (8.2) s'écrit, en expli-
citant partiellement certains termes :

. / LY 2o
(12.1) )\i (‘/I((‘{’11—>_11b’d¢_&+w_d;§
U, Noerd I DTl d(wa[ aiib;) | o
+<'3”/blb/“l)’)_§2+~z\/|a|{ o o JE=

Puisque nous avons projeté les bicaractéristiques de cette équation
pour obtenir le mouvement du point matériel en termes d’espace-temps,
il semble naturel de « projeter » aussi le champ @ sur I'espace-temps de
configuration E;. Or, du fait de la cylindricité de I'espace d’Eisenhart,
la variable £ ne figure pas dans les coefficients de cette équation et 'on
pourra la séparer. Nous sommes donc conduits a chercher des ondes
de type stationnaire en posant :

(D((Iiv 4, 5= &(&) ‘F(Q’} t).

En veportant cette expression dans (11.2) il vient

() —= 2 (VT a3
b(v)z‘/l—ﬂ ’)ql \/l | ()ql

—é"(E){alb M1 [‘“/'—“T_"(‘/I—“—'“”b/‘)]wg

Tagt It T 5\ Tal L ot g

+ o”(g)< aiibib; — >qr=o
et la séparation sera réalisée si
§(E)=hg' (&) = ke 8" (E),
k1 et ko étant les deux constantes de séparation. Cela exige que
g(5) = Ceki,

C étant une constante d’inlégration et ky = A, ko= A?.

Maintenant, si ® est rattachée de facon quelconque a une grandeur
physique, il semble raisonnable d’exiger qu’elle soit toujours bornée;
or cela exige que la constante & soit imaginaire pure, c’est-a-dire que le
champ @ soit essentiellement complexe. On voit ici comment s’introduit
Phypothese faite arbitrairement par M. Schrodinger. Naturellement
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cela implique que ® n’est pas elle-méme une grandeur physique; nous
reviendrons plus loin sur ce point.

D’autre part, ’homogénéité (') exige que k ait la dimension de
I'inverse d’une action. Il est donc extrémement tentant de poser

R4 {

k== =—3

moyennant quoi 'équation qui gouverne la fonction W(g/, ¢) prend -la
forme :

© 1 d‘L>
(l...2) '\/|(\ ()ql \/I dal
2] N IW 1 o ]al ; .
7((1,'/[)/ )ql—i‘l)_[—T W[T_’qu(\/lalalb) v

1

— <§ai/bl.b,_ c) =0

Pour voir ce que signifie cette équation, cherchons la forme a laquelle
elle se réduit dans un cas particulier : comme au paragraphe 3 prenons
un repére fixe et un systéme de coordonnées curvilignes z!, z?, z* tel
que

ds*= g dat dri.

Si le point matériel de masse m est soumis i un champ de forces
dérivant du potentiel V (2!, z?, #*, ¢) la fonction de Lagrange prendra
la forme

Lzl t, 1) = S Mg G — V(i t).

Les gi; étant indépendants du temps, I'équation (12.2) prend Ia
forme

! AW ! V‘F——iﬁ_—.(n

9 - —_
(12.3) om 2 Tt ot

ou A désigne opérateur laplacien dont I'expression est donnée en (2.7)
On reconnait la P'équation de Schradinger (3.4).

(') Comme en mécanique classique on rcmarquera que les variables ¢A ne sont pas
toutes de méme dimension : si ¢° est toujours un temps [T] et ¢* toujours une action
[MJ{L)2{T], la dimension des ¢' dépend du systéme de coordonnées utilisé dans.
Pespace a trois dimensions.
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Ainsi, d’aprés la fagon méme dont nous I'avons obtenue, I'équation
(12.2) apparait comme la forme la plus générale qu’il soit possible de
donner a 'équation de Schrodinger. Elle est valable dans tous les cas ou
les équations de Lagrange sont applicables, c¢’est-a-dire quel que soit le
repére par rapport auquel on étudie le mouvement et quel que soit le
systeme de coordonnées utilisé. Elle contient en particulier des termes
qui tiennent compte des forces d’inerlie d’entrainement et des forces de
Coriolis. Malgré le nombre etl’élendue des travaux qui ont été consacrés
a la mécanique quantique en général et a la théorie de Schrodinger en
particulier, cette forme générale de 1'équation des ondes n’avait pas,
a notre connaissance, ¢té signalée.

13. Le procédé de M. Schrédinger. — Comme exemple d’applica-
tion du formalisme que nous venons de développer, nous allons justifier,
dans le cas particulier d’une particule chargée en interaction avec un
champ électromagnétique, le procédé, di a M. Schrodinger, permettant
de former automatiquement I'équation des ondes [4. p. 19]. On sait
que ce procédé n’est utilisable qu’en coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires #, y, z. Pour une particule soumise & un champ de forces
dérivant d’un potentiel la justification est obtenue par comparaison
avec I'équation (3.4), Dans le cas d’interactions électromagnétiques on
admet simplement que le procédé reste valable (toujours en coordonnées
rectangulaires évidemment) et cela bien que I’expression des moments
classiques ait varié. Si V désigne le potentiel scalaire et st A,, A, A

-

sont les trois composantes du potentiel vecteur A, .la fonction de
. ks M
Lagrange s’écrit

£Lo= l) ME A ) 32 ) e (Al + Ay + A — V).

Le tableau des composantes du tenseur métrique de I'espace d’Eisenhart
prend donc la forme :
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d’ou l'on tire immédiatement

deta,,=— m33# o,
[ o o o) o 1 i
I e
o — 0 0 — — A,
m
o 1 :
0 — (4] —_—
a’B = m m
1 c
o O o — — — A
m m
: c : 22
U — = Ay - — Ay — — A | — (AP -+ Af+ AZ) +2:V
u m m m m - . |

L’équation (12.1) des ondes d’Hamilton, que nous écrivons a titre
purement indicatif ici est : '

g

e
2m m

g 2O S U
A.grad T + JEE “+ (\zm A4 e /) P T AivA =

et si ®(x, ), 3, ¢6)=%(r,y, s t)e "on obuent, aprés multiplica-
tion par — /4?2
h? A — ol

am m

‘_9 a
A grad 0" + iﬁgq—

(13.1) — 5

2 > >
-+ (f A2+ EV>1F— %sdivA‘F:o,

ce qui est bien l'équation d’onde obtenue en remplacant, dans la
fonction de Hamilton

1. ) .
H= mu[;‘v——sA&.)‘l—o—(p)ﬁ— ey (pr— A2 ]+ 2V,

ein il e av it 2
P Par { l';).—r’ Py pare L()—)’ ¢ Pz parti L;E.

On pourrait vérifier que, dans le cas ot 'on utilise des coordonnées
curvilignes, 1l suffit de remplacer les dérivations partielles par des
dérivations covariantes pour généraliser le procédé de Schrodinger
[2, p. 200] et obtenir ainsi I'équation (12.3). Il ne semble cependant
pas possible de généraliser encore ce procédé pour obtenir I'équation
générale (12.2) a partir de la fonction de Hamilton

W=t aii(pi— i) (pj— ;) - e,
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14. L’invariance de jauge de la mécanique ondulatoire quantique. —
Au paragraphe 10 nous avons discuté de 'invariance de jauge de la
] grap Jaug
mécanique et nous avons donné du changement de jauge

dh
14.1 £> L+ —
(14.1) - g7
une interprélation géométrique comme changement de section d’espace-
temps de configuration dans l'espace riemannien d’Eisenhart. Nous
nous proposons maintenant de discuter sa répercussion en mécanique

ondulatoire quantique.

Sur les ondes d’Hamilton ®(¢', ¢, ¢) qui se propagent dans E;, un
changement de jauge (1%4.1) induit évidemment la transformation

blg b5~ Plg - b0g, O]

de sorte que les ondes W(q', ¢) de I'espace-temps de configuration
subissent la transformation

i
LI
7 70

Tigi ) ~W(gst)e

Lorsqu’on passe de 'espace-temps de configuration £ = o a I'espace-
temps de configuration £ = 0(¢’, ¢), les trajectoires C du point matériel
restent inchangées en ce sens qu’un point M de coordonnées (¢’ ¢) est
vemplacé par un point M’ de mémes coordonnées : cela tient au fait
que les projetantes, lignes coordonnées relatives a Z, sont des lignes de
longueur nulle. Plus généralement, les étres géométriques (scalaires,
vecteurs, tenseurs, etc.) qui sont susceptibles de représenter des gran-
deurs physiques doivent étre invariants par changement de jauge.
C’est ainsi que la fonction d’onde elle-méme ne peut étre considérée
comme une grandeur physique; nous Pavions par ailleurs déja constaté
puisqu’elle est complexe.

[l n’est pas dans nos intentions de reprendre ici 'exposé systématique
de Pinterprétation probabiliste de la mécanique ondulatoire quantique;
d’autres l'ont fait mieux que nous ne saurions le faire, et avec plus
d’autorité. Indiquons seulement, en renvoyant pour les détails aux
nombreux traités, et notamment a [ 4] pour un examen critique, qu’on
considére la fonction ¥ comme un simple instrument mathématique,
a parur duquel on peut consiruire certaines grandeurs ayant un sens
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physique intrinséque, c’est-a-dire invariantes par transformations de
jauge. C’est par exemple le cas du scalaire

(14.2) e=VT= |V

qui, aprés normalisation par la condition
(14.3) f‘l’? vial dg' A dg? ) dgp =1

est interprété comme la probabilité de présence du corpuscule. Glest
aussi le cas du vecteur de composantes :
(14.4) I = .;.57;<T A ‘L‘>—bk|‘F e,

dzk " Jzk

Ces deux grandeurs sont liées par une relation du type équation de
continuité qu'on obtient par un calcul classique :

J —_ J J—
— / 4 —_— la ik[) =
5 WTale) + 7 (VTaT aifly) =o,

Elle conduit a imaginer un fluide fictif, le fluide de probabilité, de
densité p dont le vecteur courant est le vecteur de composante I;.

15. La théorie de la double solution. — Pour essayer de réaliser la
fusion physique des aspects ondulatoire et corpusculaire de la matiére
au niveau atomique. M. Louis de Broglie avait entrepris, entre 1924 et
1927, ’élaboration d’une théorie susceptible de donner une description
de la réalité physique plus complete que celle que procure I'interpréta-
tion orthodoxe de la mécanique ondulatoire quantique. A la suite de
travaux de MM. D. Bohm et J. P. Vigier il a repris, depuis 1951, cette
théorie, la théorie de la double solution, dont nous allons tenter de
résumer briévement les idées essentielles. Pour M. Louis de Broglie un
corpuscule serait un phénomeéne ondulatoire étendu u (¢, ¢) contenant
une trés petite région, le corpuscule au sens étroit du terme, ot le champ
prendrait des valeurs extrémement élevées. Cetle description permettrait
de comprendre pourquoi le mouvement des particules n’est pas soumis
aux lois de la mécanique classique, mais dépend au contraire des condi-

‘tions de la propagation de 'onde environnante. Le développement de
ces idées directrices conduil & supposer que la véritable équation régis-

sant 'évolution de Ponde u doit élre en toute rigueur non linéaire.
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Cependant, en premiere approximation et hors de la trés petite région
de grande concentration du champ, Péquation de Schrodinger doil
fournir unc description satisfaisante des phénoménes. A cet ordre
d’approximation, M. Louis de Broglie admet I’hypothése suivante :
Ponde w« doit pouvoir se représenter comme la somme uo+ ¢ de deux
solutions de I’équation de Schrodinger, I'une uo comportant une singu-
larité ponctuelle au centre de la région de grande concentration et
devenant trés petite, voire négligeable, hors de cette région, 'autre v
¢lant réguliere et devant coincider, & un facteur constant prés, avec
I'onde W(g¢, ¢) habituellement considérée. Moyennant cette hypothese,
il peut établir le résultat suivant, déja connu en 1927 sous le nom de
formule du guidage : la singularité de u se déplace dans I'espace avec la
vilesse inslantanée

> [
¢ =— —grad o,
m

¢ élant la phase de 'onde W ou de 'onde u puisque, loin de la singularité,
Y~Cux~Cy

C élant un facteur constant. Ecrite sous la forme :

In?::;:—-g;a)q;,
la formule du guidage apparait comme la généralisation naturelle de la
formule classique (2.3) de la théorie de Jacobi.

L’hypothése précédente permet encore de préciser les rapports exis-
tant entre cetle théorie et la théorie probabiliste usuelle : un observa-
teur peut construire une fonction W proportionnelle a la « partie externe »
¢ de 'onde physique, avec un coefficient de proportionnalité arbitraire
puisque 'équation de Schrédinger est linéaire. En particulier il pourra
choisiv la valeur de ce coefficient en fonction de ses connaissances
momentanées, par une condition de normalisation du W de type (14.3)
portant sur toule la région de I'espace ou il sait pouvoir trouver le
corpuscule.

Tels sont les principes essentiels de la théorie de la double solution
sous la forme que leur a donné M. Louis de Broglie dans un livre récent
consacré a cetle théorie [4], et auquel nous renvoyons pour plus de
détails, ainsi que pour les généralisations concernant la théorie relati-
viste et la théorie des particules a spin. Cependant M. Louis de Broglie

INSTITUT HENRI POINCARE., — XVI, 1V, 18
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a toujours raisonné dans ses exposés en parlant de 'équation de Schri-
dinger écrite sous la forme (3.4), c’est-a-dire en se plagant dans un sys-
téme de coordonnées fixe (repére absolu de la mécanique classique).
Nous nous proposons de reprendre ses calculs dans le cadre du forma-
lisme que nous venons de développer de facon a obtenir expression
géndérale de la formule du guidage.

16. — La formule du guidage de M. Louis de Broglie. — Supposons
qu’il nous soit permis de nous placer a 'approximation citée ci-dessus,
a savoir que le comportement de 'onde réelle (singuliere) w (¢, ¢) puisse
étre considéré comme régi par I'équation de Schrodinger que nous pre-
nons sous la forme (12.2). Mettons en évidence 'amplitude et la phase
de cetle onde en éerivant :

i

u(gi, 1) = A(qi, t)e"

olgl,0

A(qi, t) et 9(¢’, t) étant deux fonctions réelles. Si nous reportons cetle
expression dans (12.2) nous obtenons, en séparant les'termes réels des
termes imaginaires purs les deux équations :

1 J A
(16.1) —————————<\/|a|a1’7&>

o/Tal 99’
! (22 N (22 N e %)
=g [ (o) (= o) == 5] =
L JA [ Jy JIN 1
(16.2) (L]J;<(Tq—7+bl>—7{+l\2¢m

(3 )] 2 o

Si nous supposons connue la phase ¢ (g, ¢) nous pouvons considérer
la seconde de ces équations comme une équation linéaire du premier
ordre déterminant "amplitude. Elle s’intégre par la méthode classique

en formant le systéme caractéristique

(16.3) dgt

=...=—dt
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Les trois premiéres de ces équations différentielles peuvent encore
s’écrire :

dgt .. e
(16.4) —th— =gi=—all <d_; +b,~>,

Elles déterminent, dans I'espace-temps de configuration, une famille
de courbes C qui dépendent de trois parameétres A', 2, A?

(16.5) gi= qi(t, M1, 22, 03)
ou encore, puisque le déterminant fonctionnel

' _Dig' 9% ¢°)
e S D)

ne s’annule pas [16, p. 318]
(16.7) St gk) =0t

En reportant les expressions (16.5) dans la derniére des équa-
tions (16.3), on obtient par un calcul facile :

1dA 1 a TaT ii<£}_§+b> ~oTall
N =T S g [V g ) | T
_ 1 9 a])
:)AJ\/[a] 2

de sorte que I'intégrale générale de I'équation (16.2) peut s’écrire

(16.8) A(gh, 1) = FLf(gh O]

(1 yTaD)®

la fonction & (A%, A2, A%) étant choisie arbitrairement.

Pour achever la détermination de 'amplitude, ¢’est-a-dire pour déter-
miner la fonction & (X) restée arbitraire, il reste a reporter (16.8) dans
I'équation (16.1) qu’il faudra alors intégrer (1) en tenant compte des
conditions physiques a4 imposer a A(¢?, ¢) (conditions aux limites par
exemple). Supposons cetle détermination effectuée et supposons encore

(') On obtlient ainsi une équation aux dérivées partielles dont les coefficients
dépendent des % et du temps; elle doit &tre vérifiée par une fonction F qui ne dépend
pas du temps. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que les coefficients vérifient certaines con-
ditions, ce qui signifie que la phase ¢ ne peut &tre choisie arbitrairement. Nous suppo-
sons que la phase a été choisie pour que ce probléme soit possible.



290 A. ROT.

que la fonction obtenue posséde un point singulier pour certaines
valeurs 2/ des paramétres . Alors, dans I'espace-temps de configuration,
la fonction d’onde u(¢?, ¢) sera infinie tout le long d’une courbe G
définie par les équations :

Autrement dit, le point ou le champ % (¢, t) devient infini se déplace
dans I'espace avec une vitesse de composantes :

T i (92 .
1= (5 + )

Telle est Pexpression générale de la formule du guidage. Dans un
repere fixe et en présence d'un champ électromagnétique, cette formule
se réduit a :

F=— Llgrmig—<%X)
ce qui est bien la limite non relativiste de la formule du guidage obtenue
par M. Louis de Broglie a partir de I'équation de Klein-Gordon[4, p. 109)].

I1 faut encore remarquer que, dans ce raisonnement, il est possible
de remplacer la relation « A(¢/, ) devient infinie pour A'= A7 » par la
suivante « A(q%, t) prend la valeur A, pour A’=12" ». Les points-
ot A(¢i, t) = A, décrivent des courbes C, dans I’espace-temps de con-
figuration, courbes dont les ¢quations sont données par (16.5) ot 'on
donne aux A7 les valeurs A%; la vitesse de ces poinls est encore donnée
par la formule du guidage. Ce résultat peut-étre obtenu de facon appa-
remment différente en remarquant que, lorsque dans 'expression (14.4)

. . Lo .
du vecteur I on remplace W (¢¢, t) par A(¢¢, t) " , on obtient :

oo Jo
]];—_—— A'(ql7 t) (;)? -+ bL) )
Celte relation montre que les trajectoires G, que la théorie de la double
solution attribue aux corpuscules, ne sont pas autre chose que les tra-

jectoires du fluide de probabilité défini au paragraphe 14.

17. L’invariance de jauge et la théorie de la double solution. — Si
nous effectuons sur la fonction de Lagrange £ la transformation de
jauge définie par la formule (14.1) nous avons vu que la phase ¢ (¢‘, ¢)
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de l'onde se trouve remplacée par o(¢?, ¢)+ 0(q’, ¢). Comme d’autre
) ) ). ) ) )

part les coefficients b; deviennent b; - (;—q_i’ il enrésulte immédiatement

que la vitesse ¢/ donnée par la formule du guidage est invariante par cette
transformation. Ce résultat est satisfaisant; il ne fait que traduire le fait
que le vecteur courant I est intrins¢quement défini.

Il nous faul cependant ajouter une remarque importante que nous
devons a M. Louis de Broglie (*). Un changement de jauge arbitraire
modifie évidemment la fonction d’onde de facon arbitraire. Cette conclu-
sion est entierement acceptable lorsqu’on adopte le pointde vue de I'inter-
prétation probabiliste ot la fonction W' est une construction purement
mathématique servant a représenter les distributions de probabilité; il
suffit que les changements de jauge n’altérent pas la probabilité des phé-
nomenes observables, calculée a partir de W. Mais si I'on admet I'exis-
tence par dela 'onde fictive W, d’une onde physique a caractére concret,
telle que 'onde u (¢¢, ¢) de la théorie de la double solution, la phase de
cette onde ne doit absolument plus rien contenir d’arbitraire (2); ce qui
signifie que le caractere arbitraire de la jauge ne doit étre qu’une appa-
rence, ce qui, somme toute, est fort plausible si 'on songe -que I'équa-
tion d’onde véritable n’est pas linéaire. i

Considérons alors le cas ou 'onde représente un corpuscule en inter-
action avec un champ électromagnétique. Si le changement de phase
provient d’un changement de jauge effectué sur les potentiels électro-
magnétiques la conclusion précédente entraine qu’en réalité les poten-
tiels vecteur et scalaire ont des valeurs bien déterminées et, par suite,
peuvent étre considérés comme des grandeurs physiques. On retrouve
la une conclusion a laquelle M. Louis de Broglie était déja parvenu dans
une théorie apparemment sans rapport avec celle qui-nous occupe ici,
la théorie du photon [3, p. 56]. Cette détermination des potentiels
résulte alors de 'hypothese selon laquelle la masse propre du photon
serait ¢vanouissante mais non rigoureusement nulle.

Il existe cependant aussi des transformations de jauge de la mécanique,
méme lorsqu’il n’y a pas d’interaction électromagnétique, et lon peut
se demander quelles conséquences physiques peuvent résulter de I’aban-

(') Communication personnelle.
(*) Sauf bien sir une constante arbitraire, qui correspond au choix arbitraire de Pori-
gine du temps.
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don de la possibilité de telles transformations. Pour répondre a cetle
question, envisageons le mouvement d’un point matériel libre de masse m
par rapport & un cerlain repére fixe R portant, pour simplifier, un sys-
teme de coordonnées cartésiennes orthogonales. Les équations du mou-
vement s’obtiennent a partir de la fonction de Lagrange :

L2(t, &, ¥, 5)= ~m (&2 + 32+ 32).

Imaginons maintenant un nouveau repére R’ (qu’on pourra matéria-
liser par un fluide par exemple) animé, par rapport au repére R, d’un

mouvement défini par un champ de vitesses ?’(x, ¥, 3, t) de compo-
santes ¢z, ¢y, ¢;. Pour étudier le mouvement du point matériel par rap-
port & R’ nous pouvons utiliser la théorie du mouvement relatif : les
¢quations du mouvement s’obtiendront a partir de la fonction de
Lagrange

IS 1 . . .
Lz, ¥, 3,8, &, 7, 5) = Em[(l‘"‘ 0u)? =+ (J + V)‘).‘,"*‘ (& +v:)2],

a condition d’introduire au second membre des équations des forces

o . . >
d’inertie convenables. Si le champ de vitesses ¢(z, ¥, z, ) esl suppos¢

dériver d’un potentiel % 0(x, y, =, t) par la formule
> T ——>
v (2, 5,3, 1) =— m grad 0(x, ¥, 3, 1),

c’est-a-dire sile mouvement est supposé irrotationnel, les forces d’inertie
seront données simplement par :

>
> > >\ > Jdo 1 Jb

] - =« — (erad 0)2 — 2.
F m (v grad) o —m g grad [2 - (grad 0) ()t]

Elles dérivent donc d’un potentiel de sorte que les équations du mouve-
ment relatif & R’ pourront s’obtenir directement a partir de la fonction
de Lagrange .

f LN N TN e Y
m[ T moon) TV +E5;> T moz am '8 ot

=~ m (B4 yr+ 3) +

£ =

Lt 15|

dt

N

IS

Ainsi donc une transformation de jauge peut s’interpréter comme le
passage du mouvement relatif a un certain repére R au mouvement
relatif a un autre repere R’ tout en conservant le méme systéme de coor-
données. On vérifie aisément que, dans le cas général, le champ de
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vitesses du repere R’ par rapport au repere R (champ de vitesses
d’entrainement) a pour composantes

L d0(q/, t)
- lﬂ(_'__
a ()qA

pi— _

el que le potentiel des forces d’inertie correspondantes esl
Lo 7L ] R ] J0

En définitive, nous voyons que I'invariance de jauge de la mécanique
newtonnienne ne fait que traduire la possibilité qu'a un observateur
d’étudier un mouvement par rapport & n’importe quel systéme de réfé-
rence de son choix. Si donc, comme le propose M. Louis de Broglie,
on admet que le caractére arbitraire de la jauge n’est qu’apparente il
faut admettre corrélativement qu’il existe dans la nature un systeme de
référence privilégié et que ce n’est que par rapport i ce repére absolu
que l'onde u(g‘, ¢) et son comportement doivent étre considérés. Pour
malérialiser ce repére absolu il est alors possible d’envisager avec
MM. D. Bohm et J. P. Vigier, l'existence d’un éther ou milieu sub-
quantique sous-jacent. Naturellement l'existence de cet éther ne se
manifesterait qu’au niveau des particules élémentaires.

La conclusion a laquelle nous aboutissons ainsi peut paraitre res
restrictive. En fait, elle ne vaut que parce que nous nous sommes tou-
jours placés sous les hypotheses de la mécanique classique. Nous ren-
controns ainsi les mémes difficultés que celles qu’avait rencontrées
loptique ¢lectromagnétique prérelativiste. En réalité, une étude ana-
logue faite a partir des hypotheéses qui sont & la base de la théorie de la
Relativité devrait permettre de remplacer le repére absolu lié¢ au milieu
subquantique par 'ensemble des repéres galliléens, qui s’en déduisent
par un mouvement rectiligne et uniforme.

CHAPITRE IV.
QUELQUES PROPRIETES DES ONDES D’HAMILTON,
I8 Sur les hypothéses du paragraphe 12. — Pour conclure ce travail,

nous nous proposons d’examiner diverses possibilités de développement
de la théorie a partir de 'équation (12.1) des ondes d’Hamilton. Toute-
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fois, ce travail étant essentiellement consacré aux équations de la méca-
nique ondulatoire, nous nous bornerons a signaler ces possibilités en
renvoyant leur étude détaillée et leur interprétation physique a un
travail ultérieur.

L'onde ®(q', ¢, £) d’Hamilton se propage dans I'espace E; d’Eisenhart,
espace que nous avons défini au paragraphe 9 comme le produit de
I'espace-temps de configuration E, par une variété a une dimension E,
sur laquelle nous n’avons pas formulé d’hypothéses particuliéres, ce
produit étant muni de la forme quadratique fondamentale (9.1). Pour
pouvoir attacher une signification quelconque a cette onde il nous a
fallu en chercher une traduction en termes d’espace et de temps en
considérant les ondes de type stationnaire par rapport a la cinquiéme
coordonnée £ :

i

—F

(18.1) ®(g, 6, ) =W(gh e T
hypothése qui entraine que W(q/, ¢) satisfait & I'équation (12.1).
Cependant, si cette méthode nous permet de comprendre. la raison de
I'apparition de termes imaginaires dans I'¢quation de Schrodinger, elle
nous oblige & supposer que ®(¢’, ¢, £) est elle-méme une grandeur com-
plexe; ce qui semble assez arbitraire puisque I’équation d’onde (12.1)
est réelle. 11 est possible d’éviter cette hypothese en remplacant (18.1)
par

—1t

(18.2) D(gl, 1, 5) =V (g}, )e " + V(g t)e

¢

St~

Si nous reportons cette expression dans I'équation (12. 1) nous obtenons
cette fois simultanément, pour W(¢', ¢) I'équation de Schrodinger, et

our W(g', ¢) I’équation complexe conjuguée. Ainsi se trouvent unifiées
p q9, q p jug

en un méme symbole mathématique @ les deux fonctions d’onde W et W
qui, dans la théorie de Schrédinger sont inséparables 'une de I'autre et
qui jouent un réle symétrique.

Parmi tous les étres mathématiques que nous avons introduits dans
Iespace E;, seule la fonction d’onde @ (¢, ¢, £) dépend effectivement
de la cinquidme coordonnée, et elle en dépend périodiquement. I1 en
résulte que nous pouvons sans inconvénient supposer que ¢ varie seule-
ment entre o et 7, autrement dit que la variété a une dimension E; est
homéomorphe & une circonférence. Avec cette hypothése £ apparait
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comme une variable angulaire et une transformation de jauge comme
une rotation d’angle 0(¢¢, ¢) sur cette circonférence. On peut alors se
demander si la représentation (18.2) n’est pas trop restrictive et s’il
n’est pas préférable d’envisager a priori, pour représenter ®(q', ¢, Z),
un développement complet en série de Fourier

(18‘3) 'b(‘li: { E) = 2 q’.n(qia [)e_ﬁlh

n——x

la réalité de @ étant encore obtenue en exigeant que W_, (¢', ¢) = W,(g', ).
En reportant (18.3) dans 'équation (12.1), on constate que ¥, (¢’, )
obéit & une équation analogue a celle de Schrédinger, mais ou la cons-
tante de Planck aurait été divisée par n. Quant a W_, (¢, ¢), il satisfait
évidemment a I’équation complexe conjugudée. Pour examiner certaines
conséquences de cette hypothese nous allons d’abord étudier une pro-
priété géndrale des coefficients de Fourier d'une fonction.

19. Une propriété des coefficients de Fourier. — Considérons une
fonction F(z) d’une variable réelle z, de période 2 et développable en
série de Fourier

-

(19.1) F(x) = Z Cp eine,

Effectuons le changement de variable défin1 par

(19.2) r'=x+af(x)

f() étant une fonction réelle périodique et de période 2w, développable
en série de Fourier :

seer= B fperr (p=p)

p=—c

et « étant un paramétre que nous supposons infiniment petit (transfor-
mation infinitésimale). D’apres hypothése, on peat admettre que F(x)
est définie sur une circonférence unité, x représentant I'abscisse curvi-
ligne. La transformation (19.2) revient a supposer que chaque point x
de cette circonférence est animé d’un mouvement vibratoire, sorte de
fluctuation de trés faible amplitude, autour de sa position initiale.
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Apres une telle transformation, la fonction F(2') pourra de nouveau
étre décomposée en série de Fourier '

3

(19.3) Fa)= ¥ cein

nN—=—w=x

el nous nous proposons de calculer les nouveaux coefficients ¢, en fonc-
tion des anciens. Pour cela remarquons que, puisque la transforma-
tion (19.2) est infinitésimale, elle s'inverse immédiatement en

=& —af(z)=a"—a 2 Sy e,

p=—=

En reportant celte expression dans (19. 1), nous obtenons

©

(194) F(-E,)= 2 Cn ‘Pn(x/)a

n=—wx=

les fonclions 9, (z') constituant ’ensemble des fonctions orthogonales
¢ 8

transformé de I'ensemble des eé#r. Comme on a d’une part :

%
einx — ginla/—=af(x')] = ginax’ — {g E nfk etln-+k)x’
k=—w

et d’autre part

« . .
drx A N e, (2 O R - . L
=1 2‘ kfeettr =1 — 1 Z ficetts + 2 2 k foy e=iks

hk=—w hk=—= hk=—w

la condition d’orthogonalité s’écrit :

2T

27
P S AN Iy Ao
/ einx e—ipx i _—_J on(x') 9 (") dx
0 0

»

2T i
2/ einx’ —_ pg 21 (n - > eéln—+k)x’
2
0 =

k=—w

. o~ A .
X | e ir® g E (p -+ —> e—ilp+k’ | du’,
2

h=—w

de sorte que

@

. . ' 7T+ ..
on(2') = ein®’ — o Z Jf,-_,l etjx’

2

j=—=
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e, en reportant dans (19.4) puis en comparant avec (19.3)

. N 47,
(19.5) Cp=cp—1ia Z qu—/""/r

2

Jj=—
Introduisons alors la matrice T de composantes

n-—+p

(19.6) T.p= 5

Su—p-

Puisque f(z) est réelle, cetle matrice est hermitienne, de sorte que la
matrice de lransformation 8,,—iaT,,, qui figure dans (19.5) est
unitaire.

Etudions la matrice T. On voit sur (19.6) que le terme f4 ne figure
que sur la parall¢le a la diagonale principale décalée de k rangs vers la
gauche, donc

@

' L+ p .
Tn/)= Z L jk Bn—-l\:/;

2

k:'—”
0 o<
S » N\ -
=,/un 0/1//""2 /"f/c(lik)u/) +Z k,f/c((‘k)np
k=1 k=1
ot l’on a posé
. n—+p. n+p.
(Pk)11p= 2/{[ On—k,ps (Gk)up= 2—/{]) Opnt+k,p-

Le calcul du commutateur de ces deux matrices, nous ameéne a leur

n

k
[Fi, Ge] =—2Hx;  [Hi, Fi] =Fi;  [Hy, Gi] = — Gy

associer la matrice diagonale d’éléments (Hy),,= % 6, et I'on a alors :

Ces relations sont les relations de structure de ’Algebre de Lie du
groupe des rotations d’un espace pseudo-euclidien a trois dimensions
[1, p. 604, éq. 5.2.2a, 5.2.3], groupe des transformations conservant

la forme quadratique
(M0)?— (M1)2— (M2)2.

La matrice Hy est associée aux rotations autour de 'axe O, tandis

ue les rotations autour de Ov; et On, sont représentées respectivement
. 1 ¥ . I .

par les matrices 5 (Fr+ Gi)et—¢ > (Fix— Gy). Ce sont ces deux matrices

qui ont été utilisées par M. O. Hara [8] dans une 6tude analogue a
celle-ci. Nous renvoyons au Mémoire cité de M. V. Bargmann pour une
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¢tude détaillée de ces relations de structure et du groupe des rotations
correspondant.

20. Application aux ondes ®. — Revenons maintenant a la fonction
d’onde ® (g%, ¢, %) et & sa représentation (18.3). Parmi toutes les trans-
formations qui laissent invariante’équation (11.3) des ondes d’Hamilton,
nous n’avons jusqu’a présent envisagé que les changements de coor-
données d’espace et de temps et les transformations de jauge (10.2),
transformations qui conservent toutes deux le caractere cylindrique
de E;. Cependant, les transformations de coordonnées de E;, si elles
conservent 'équation (11.3), ne peuvent pas étre retenues ici dans
toute leur généralité car les composantes @;; du tenseur métrique a,,
doivent se transformer cnire elles comme les composantes d’un ten-
seur de P'espace a trois dimensions puisqu’elles sont proportionnelles
aux coefficients de la forme fondamentale de cel espace. C’est ainsi qu'il
nous est permis de considérer encore les transformations de la forme :

(20.1) r=t; gq'=gq F=t+0(¢" 45

A cause de I'hypotheése faite sur E;, nous devons supposer que
8(q, t, £) est réelle et périodique en § avec la période 7. De telles trans-
formations ont déja été introduites en théorie unitaire a cinq dimensions
par M. O. Klein [9] pour généraliser les transformations de jauge. Or,
d’apres les résultats du paragraphe précédent, si nous effectuons sur la
fonction d’onde (18.3) une transformation de Klein infinitésimale
définie par

i
-k
(20.2) F=iaa ¥ Oi(ght)el

les différentes W, (¢, ¢) se transforment entre elles suivant

w©

W (g4 ) = Walg, ) +ia Y,

hk=—o

n+k
2

Oe—n (g% ) Ui (g5 £)

et celte opération s¢ trouve mise en corrcspondance avec les rotations
d’un espace auxiliaire pseudo-euclidien a trois dimensions. Dans le cas
particalier ou seule 0,(g?, ¢) n’est pas nulle, la transformation (20.2)
se réduit & un changement infinitésimal de jauge, auquel correspond
une rotation de I'espace auxiliaire autour de 'axe Ono. Gomme on sait
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d’autre part que les transformations de jauge de 'électromagnétisme
sont directement associées avec la conservation de la charge on peut,
suivant MM. O. Klein [9] ct O. Hara [8], considérer cet espace auxiliaire
comme un espace isotopique, espace qui se trouve ainsi naturellement
introduit. Or, il existe aussi des représentations de dimension finie du
groupe des rotations de cet espace. Elles ne sont plus unitaires et ne
peuvent évidemment plus étre mises en correspondance avec les trans-
formations de Klein. Cependant, elles font apparaitre deux nombres

. . . I . L.
« quantiques » j = o, S PR et —j < mj,cxactemenl comme les

représentations du groupe des rotations d’un espace euclidien [1. p. 629 ].
Elles pourraient permetire d’entreprendre une recherche analogue a
celles développées acluellement par différents auteurs et en particulier
par MM. L. de Broglie, P. Hillion et J. P. Vigier pourl’étude et la clas-
sification des particules élémentaires.

Bien entendu, une étude comme celle-ci apparait nécessairement
comme incomplete, car nous n’avons a aucun moment parlé du spin des
particules. Or, contrairement a une opinion fort répandue selon laquelle
« le spin est lié a la relativité »; celui-ci peut étre aisément introduit

dans la théorie. En effet, sous la forme (11.3) avec f(q*, o, g-;%) =o,

I'équation des ondes d’Hamilton n’est autre que I'équation de d’Alembert
auttachée a la forme quadratique indéfinie (9. 1) a cing variables. Il sera
donc possible de la décomposer en équations du premier ordre, du méme
type que celles de Dirac, en utilisant par exemple la méthode employée
par MM. Fock, Schrodinger et Pauli [12] pour développer la théorie
des particules a spin dans'les théories unitaires pentadimensionnelles
de Kaluza et Einstein-Mayer. Afin d’alléger les notations nous n’écrirons
ces équations que dans le cas ou I'espace est rapporté a trois axes de
coordonndes cartésiennes rectangulaires. Mais pour cela il nous faut
auparavanl préciser le formalisme hamiltonien dans I’espace d’Eisenhart.

21. Le formalisme Hamiltonien dans E;. — Puisque les trajectoires I
de I'espace d’Einsenhart, représentant dans cet espace le mouvement du
point matériel, peuvent étre déduites d’un principe variationnel portant
sur la fonction de Lagrange (§ 8) :

_ 1 dq'dgi dgt dt dr\?  dt dt
N=S iy T 7—.”(21‘-,) & &
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nous pourrons, en suivant les raisonnements habituels de la dynamique
analytique, développer un formalisme analogue a celui d’Hamilton et
Jacobi. Définissons a cet effet les moments conjugués

N dg  dt
=gy =

dx

JA\ dqt dt 3
pi= SEhiE gt

JdA dg®
P ] dg* S
‘ ?)

Ces quatre équations peuvent étre résolues en exprimant les « vitesses »
dg? .
7;‘!_—- en fonction des moments :

.

dgr

= a’b PB;
ou encore, en explicitant :

dt

= TPy

dg! :
T = att(p— bep),

dr

S

7 = Pe—a* bi(py— by pr) — 2cpr.
Nous formerons la fonction hamiltonienne :

dgr 1
@l R(g\ p)=p e —A=aVp py

= % alt (pi—bipz) (pr— brpr) + pr(pi— ep)

et on vérifie que les équations des géodésiques de longueur nulle de E;
I o] k]
peuvent se metlre sous la forme canonique :

. N S
(21.2) d= dgy’ dz " dpy
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En particulier remarquons que pour A=/4 etB=oona:

dpe _ JI€ de g

d~ )= i d~— dp,

P

de sorte que, 7 et p. étant deux constantes d’intégration,

t=2r7+u,

ce qui permet de retrouver, a partir de (21.2), les équations d’'Hamilton
ordinaires de la dynamique.

Soit alors &(¢*, a,) une fonction des coordonnées ¢* et de cinq cons-
tantes arbitraires «, non additives. Si cette fonction est une intégrale
complete de I'¢quation de Jacobi

/ JS 1 JS IS
9 g ({ gr 22 ) — - B 7Y -
(21.3) JL(([ ) ()g:\> =T g =

les équations

IS . - _JS
=9 pA\—;)q_A\’

Jary

ot les ¢* sont cinq nouvelles constantes arbitraires, définissenl une
géodésique I' de longueur nulle de E;, donc un mouvement possible du
point matériel dans 'espace. On voit immédiatement sur (21.3) que les
surfaces S(¢*, «,) =8, sont les surfaces caractéristiques de I'équa-
tion (12.1) des ondes d'Hamilion. On peut encore remarquer avec
M. Eisenhart [ 5] que si 'on se restreint aux fonctions & de la forme

S (g4, ay) =E_ S(Qi» 2 )

ot ne figurent plus que trois constantes arbitraires non additives, la
fonction S(¢f, t, ;) sera une intégrale complete de I'équation de
Hamilton-Jacobi de la dynamique analytique.

22. La factorisation de I’équation des ondes d’Hamilton du point
libre. — Ainsi que nous I'avons déja annoncé, nous nous limiterons au
cas ol 'espace est rapporté a un repere cartésien fixe et nous envisa-
gerons tout d’abord le cas d’une particule libre. Dans ce cas particulier
la fonction de Hamilton (21.1) prend la forme simple :

I > 2 9
(22.1) ¥ = s (Pt pi+pi) +pops
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Suivant la méthode utilisée par M. Dirac, nous chercherons a repré-
senter cette forme quadratique par le carré d’une forme linéaive dont
les coefficients 3, sont des grandeurs non commutatives, grandeurs qui
engendrent P'algébre de Clifford associée a la forme quadratique (22.1) :

2

n
2mI = <31P.r+ Bapy+ BapPs+ JoPi+ ﬁ«l’i) ;

On voit immédiatement que la « table de multiplication » des 3, doit

dlre
Bipj+BBi=128,, Bi=o,
(22.2) Bifo+ Bodi= o, pi=o,
S+ Bdi=o, Bofi+ o= 4.

On sait qu’il est possible de construire des systemes de cinq matrices
a quatre lignes et quatre colonnes qui anticommutent et dont le carré
est dgal & 'unité; on pourra donc représenter les grandeurs 3, par des
matrices de ce type (*). Donnons, par exemple, une telle représenta-
tion : partons pour cela des matrices de Pauli

I o o 1 o —1 1 o
o= ) T = ) Gy = . ) 93 =
o 1 1 o 7 o 0o —1

11 est alors facile de vérifier qu’il suffit de poser

’

s; O
7 i
;ji= 63®ci=( >
N

—

. o o kg o @
({50:_5,—;0._,)@70:?‘(50 o>’ 3‘:<G'+lcg)®60=2<"’ "U>

pour satisfaire aux relations (22.2).
Revenons alors a 'équation aux dérivées partielles du second ordre
des ondes d’Hamilton qui, dans notre cas particulier s’écrit :

20 2P 2o 2o

PR R FR Ty

=0

(22.3)
A Daide des matrices définies ci-dessus nous pouvons I'écrire

Jd J J Jd m,_ d

g, L +58, L 45,2 g L Bg 2

<"dm+§'()y+‘d"()z+‘6"()t+ 2‘5*()5>
g0 0B L 0b 9 m, 9B\ _
X(M—xﬂ"w+ﬂ°3&+ﬁ°a—t+;3*7}f>—°

(1) Il est bien évident que les matrices que nous utilisons se rattachent directement
aux matrices a, ou v, utilisées dans la théorie de Dirac. Ce n’est que pour éviter toute
confusion entre les relations (22.2) et les relations de commutation usuelles que nous
désignons nos matrices par ;.



EQUATIONS DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE. 283

ol maintenant @ représente une matrice-fonction d’onde a gnatre lignes
et une seule colonne. Le nouveau systéme d’équations du premier ordre
remplacant I'équation (22.3) s’écrira donc

P S S S
o) — —+ ljo—— -+

‘ , JP m, db
fge gyl ey

S e
* S

Pour pouvoir interpréter physiquement ces équations il nous faut reve-
nir & des équations ot seules les coordonnées z, y, z et le temps ¢ inter-
viennent. Pour cela nous opérerons comme nous I'avons fait au para-
graphe 12 en posant :

i

(l)(:'t7 s £ E) = e¥l—tsq.(‘[7 NARED )

Le systeme d’équations satisfait par la matrice-fonction d’onde Wz, y, 5, ¢
Y q P 5)

est alors

I vy’
(22.1) 3.)}_+320
) Yo Ty

S JU mn
B0 — — — B, 0" = o.
008 2 gl ¢

v

o
Y )s

Il est trés souvent commode d’introduire la notation suivante, d’ailleurs
usuelle en théorie de Dirac :

. . Y . & . W
(22.5) i :<‘I":i;), l]m=<1p;>7 | (z.=<q’./’)a

de sorte que le systeme (22.4) prend la forme

— m
> - (2NN
ggrad¥’,— — Y=o
> 2 ’—)ll‘ 1
SaradVU,, —o —1 =
ot

On vérifie alors aisément, en ¢liminant W, (respectivement W y)),
que Wy (respectivement W) satisfait a équation de Schrodinger,

un JU°
‘)

23. Les équations non relativistes de la particule douée de spin. —-
Toujours en coordonnées cartésiennes la fonction de Hamilton (21.1)
pour une particule de charge ¢ placée dans un champ électromagnétique

dérivant des potentiels A et V s’écrit :

g [(pr—:dopei?+(p, — A, pz)?

2n

(P2 A p)? |+ pr(pi+:V pr).

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, IV. 19
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expression (ue nous pouvons encore, en utilisant les matrices 3, intro-
duites au paragraphe précédent, metire sous la forme :

2mat = [ Bu(pe—zArpr) + Ba(py—cAypr)
Ie el m., 2
+ B (pa— 2 Aspz) + Bo(pe+Vpr) + wpa] :
Le raisonnement du paragraphe précédent nous conduit alors au sys-
téme d’équations d’onde :

/0 abN /oD oD
gy~ ,)*) - B (aw o ‘7)

- Jb A Jb . )b v Jb m . Jb
3 )z € zz -+ o W—!—: I)—Z>+‘_ /,DT—O

® élant toujours une fonction d’onde a quatre composantes.
Nous reviendrons encore dans l'espace-temps de configuration en
posant :
(b(‘L 5t =e /tll(v“),‘[[)’
ce qui nous conduit & remplacer 'équation de Schridinger (13.1) par
le systeme

DR A% B .
93.1) %, Gi- +5 A~,.u‘> - (52<”)T + A )
r){l“ 15 74 U im
G CA ) o (L = V) — s =
+H,,<()z + o ‘~“>+""<(u 2y 1> D=0,
Pour nous rendre compte de la facon dont ces équations introduisent

les moments magnétique et électrique propres de la particule appliquons
leur I'opérateur

J iz Y IS
151 ( )‘L -+ 7[- A‘L-) —+ 352 ((-); -+ '/—' 1§)->
7 L- im
lj’f() + A ) ‘w()t A > By lj

Nous oblenons ainsi :

+ ")%— I,'i; [T (3050, - () W

B4
_ (l«mpuLl'*- £3:30Ey+13:30E;) U= o,

ou H,, Hy, H; et E,, E;, E. représentent les composantes des champs

magnétique et électrique.
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Siles deux derniéres parenthéses n’exislaient pas ces équations seraicnt
simplement, pour chaque composante de la fonction d’onde, 'équation
de Schrodinger (13.1) correspondant a une particule chargée placée
dans un champ électromagnétique. Cependant’opérateur qui, dans (23.2)
est appliqué aux fonctions d’onde n’est pas hermitien et ne peut étre
directement interprété comme correspondant 4 une grandeur physique.
Mais si nous multiplions cet opératéur par la matrice hermitienne

0 I3
,’j=_72®50=( )’
o

N\ (T

nous obtiendrons des équations ou cette fois Popérateur du premier
membre est hermitien (1). Nous sommes ainsi conduits a attribuer a la
particule un moment magnétique de composantes :

N . AT . . .
Ny = o {33 Bk (¢, 7. k permutation circulaire de 1, 2, 3)
; :
e A AT —
=—anQQa=— . £,
2m am\ isp o

Avec les unités utilisées ici, la valeur absolue de ce moment magné-
lique est bien égale, pour une particule de charge e, & un magnéton de
Bohr B; quant aux valeurs propres de ce moment, elles sont égalesa += B.

De méme, nous devons attribuer a la particule un moment électrique
de composanles

<ho., li/fo o
D= —— 3k Bop = — .
am m\o s

Ses valeurs propres sont o et + 2B soit, en valeur moyenne et seulement
cn valeur moyenne, la valeur habituelle == B. Pour comprendre ce fait
il faut remarquer que le terme correspondant a I'énergie potentielle du
moment électrique dans le champ n’intervient que dans deux seulement
des quatre équations (23.2). De facon plus précise, si nous utilisons la
notation (22.5), les équations (23.1) s’écrivent

— > 3
f £ N om o
3<grad+ A) ‘1(1)— — 4 (2)=0
>

_— 2
3—<grad -+ LT A> U — z(% — V) Uy=o0

(') Ge raisonnement est analogue a celui qui est fait en théorie de Dirac ou ce sont
les matrices i5;3,3, et (3,3, qui doivent étre interprétées comme les moments magné-
tiques et électriques. Voir par exemple L. pE BrocLik, La théorie des particules de

P -
spin - Paris, 1952, p. 7u.
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et les équations du second ordre (23.2) :

0N s el >
<H0l,+l7l(-)—t>‘l(1)+ mgﬂq‘“)zo

(23.3) 0 . e
. N € . el >,
(I‘Io,,+ lﬁ(ji) ! (2)+ 2—-0‘H‘l‘(-_>)+ E l;Ell‘“): o,

ou Ho, est l'opérateur hamiltonien correspondant de la théorie de

Schradinger :
2 i —> el e2 ’
U A—l 7‘Agrad—l—hdl\'K+(-——Z2+eV)-
sm am

2m m

Hop=‘—

La premieére de ces équations est Péquation de Pauli sans le terme
habituel de moment électrique ou, dans le cas d’un champ de forces
centrales, sans le terme de couplage spin-orbite. La seconde de ces
équations est I'équation de Pauli complétée par deux fois ce terme. Si
I'on compare cette situation avec celle qui se présente quand, dans la
théorie de Dirac, on veut passer a 'approximation non relativiste pour
retrouver la théoric de Pauli, on voit immédiatement pourquoi nous
avons 6té obligés d’utiliser des matrices singuliéres ne comportant que
deux éléments non nuls : leur role est « d’effacer » purement et simple-
ment les deux petites composantes. Gependant, comme les équations
du premier ordre (23.1) ou (23.3) font effectivement intervenir les
quatre composantes, il convient de compenser en moyenne cel « efface-
ment » en doublant les termes qui correspondent au couplage spin-
orbite. Une étude approfondie de ces équations et de leur interprétation
physique dépasserait le cadre de ce travail, nous renverrons donc pour
plus de détails & une publication ultérieure. Indiquons seulement pour
conclure que cette théorie, qui n’est pas relativiste, ne peat évidemment
prétendre atteindre tous les résultats de la théorie de Dirac : par exemple,
dans le cas de I'atome d’hydrogéne on peut vérifier que, sices équations
conduisent bien a Peffet Zcemann anormal, elles sont incapables de
prévoir la structure fine. Par contre, nous pouvons espérer obtenir ainsi
une bonne approximition et une formulation cohérente des équations
relatives aux systémes de particules a spin qu'il est difficile d’aborder a
I'aide d’une théorie relativiste.

Laboratoire de Théories PPhysiques,
Institut Henri Poincaré.
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