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Sur une classe d’hypergroupes de type C

par Marin GUTAN

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 1, N° 1, 1994, pp. 1 - 19

Résumé : Soit m entiers naturels ni , ... , nm tels que 1  n1 k -. ~ nm. On note

par Mi,~,...~ la classe de tous les hypergroupes de type C pour lesquels la

partition associée à l’élément neutre est -constituée de m +1 classes admettant

respectivement l~i,... éléments.

Dans ce travail , on détermine , & isomorphisme près, tous les hypergroupes
de la classe Cm = ~~.~ (ni = ... = nm = 2). On montre que tous les

hypergroupes de Cm sont des D-hypergroupes et que le nombre d’hypergroupes
deux à deux non isomorphes de la classe Cm est égal au nombre de groupes

commutatifs, deux à deux non isomorphes d’ordre 2m +1. 

Abstract : ù ni , ... , nm are positive integers such that 1  ni  ...  nm, we denote byAbstract : If n~..., n~ are positive integers such that 1  ~i ~ . - ~ ~m, we dénote by

~~...~ the class of ail the hypergoups of type C for which the partition
associated to the identity has m + 1 clauses and thèse classes respectively
contain 1, n~..., éléments.

In this paper aU the hypergroups of the class Cm = ~i,2,2,...,2 (ni = ... = nm =

2) are determined ( up to isomorphism ). It is shown that ail the hypergroups
of Cnt are D-hypergroups and the number ofnon-isomorphic hypergroups of Cm

is equal to the number of non-isomorphic commutative groups having 2m +1
’ 

éléments. 
’ 

. 

’ 

" 

’ . " ’ 
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1. Introduction 
’

Un hypergroupe (H, o) qui vérifie les conditions suivantes :

i) Il existe e E H tel que zoe. = ,, a~ pour tout z eH; .

ii) Pour tous z, y, z E H tels que ac o y f 1 

s’appelle un hypergroupe de type C (weak cogroup [1]).
Un hypergroupe de type C est un cogroupe si ~y o x‘ = jz o x~ pour tous z, y, z E H (on

a noté par [A[ le cardinal de l’ensemble A).
Si (H, o) est un hypergroupe de type C et e est l’élément neutre de H on peut définir

sur H une relation d’équivalence "~" par : :

3: ~ y si et seulement si e o z = e o y. 
_ _

L’ensemble de toutes les classes d’équivalence relatives à la relation d’équivalence
"~", muni de l’hyperloi naturelle, est un polygroupè ( quasi-canonical hypergroup) (voir
[1] , , [2] ). On dit que deux hypergroupes de type C , H et K, sont équivalents si leurs

polygroupes associés, et sont isomorphes.
On connaît trois méthodes pour obtenir des cogroupes : : la méthode de Krasner, la

méthode de Utumi et la méthode de Haddad et Sureau.

Soient (~, .) un groupe et g un sous-groupe de g. On peut définir sur Q/g = {xglx E ~}
une hyperloi "o" par : : 

’

(xg) 0 (yg) = {zglz E xgy}.

Alors (~ /g, o) est un cogroupe et M. Krasner a nommé D-hypergroupe tout hypergroupe
isomorphe à un hypergroupe de ce type.

J.Eaton ( [3]) pose la question : tout cogroupe est-il un D-hypergroupe? C’est Y. Utumi
([11]) qui a indiqué une méthode. pour obtenir des cogroupes qui ne sont pas des .D-
hypergroupes. 

’

Soit (H, o~ un D-hypergroupe et soit 8 une relation d’équivalence sur H qui vérifie les
conditions suivantes :

i) ~e? ~ ; . :..:..

ii) 6(~ o~ (e~~J)~) = ~~C~)~ o t~~~~~; ..::~.

iii) e ç 8(x) . ~ ’ ..~ ~

pour tous ~, y E H( 8 s’appelle une partition de Utumi pour H). Alors sur l’ensemble H
on peut définir une hyperloi " ." par : 

’
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et H*’ = (H, .) est un cogroupe.
Les hypergroupes qui peuvent être obtenus par cette méthode sont appelés des hyper.

groupes d e type Utumi. En utilisant cette technique Y. Utumi ( ~11j) a donné un exemple de
cogroupe d’ordre huit qui n’est pas un D-hypergroupe. De plus dans E4I, on a démontré
que tous les cogroupes ayant tout au plus sept éléments sont des D-hypergroupes. S. Comer
( ~lj) a posé la question tous les cogroupes sont-ils des cogroupes de type Utumi ?

L. Haddad et Y. Sureau ( ~5j , ~ôj ) ont donné des caractérisations pour les D-hypergroupes
et les cogroupes de type Utumi en utilisant les multiplicateurs ( voir aussi M. Krasner ~4j
et Y. Utumi (~~j).
On appelle multiplicateur de l’hypergroupe (H, o) une permutation o de H telle que

Q(ac o y) = Q(x) o y pour tous x et y de H. Si Ç est un groupe de multiplicateurs de H et
~ E H on note = E ~}. Un multiplicateur Q de H s’appelle un multiplicateur
spécial relativement à l’élément z de H si o~(~) ~ z,

1.1. Théorème (~6j) . Soit (H, a) un cogroupe et soit e l’élément neutre de H. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) .~ est un D.kypergroupe;

ü) II existe un groupe g de multiplicateurs de H tel que :

a ) 9(~) ~ e o ~ pour tout x ~ H ( avec g = ~a~ E = e~) ~ ;
~ ) = .F~ .

De plus , , dans ce cas ,H est isomorphe au D-hypergroupe 

1.2. Théorème ([6]). . Soit (H, o) un cogroupe et soit e l’élément neutre de H. ~es
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) H est de type Utumi ;

ü) It existe un groupe g de multipticateurs de H tel que = H. .
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Dans [6], L. Haddad et Y. Sureau ont donné une réponse négative pour le problème de
Comer. Ça ont indiqué une méthode pour obtenir des cogroupes qui ne sont pas de type
Utumi et pour lesquels le polygroupe associé est présenté par le tableau :

Les relations entre les hypergroupes de type C, les cogroupes,, les cogroupes de type
Utumi et les D-hypergroupes peuvent être présentées par le diagramme :

Dans ~2~, S. Comer a posé le problème suivant : " Trouver une famille de constructions
qui permettent d’obtenir tous les cogroupes ( les cogroupes finis ) en utilisant les groupes
( les groupes finis)". Dans ce travail nous donnons une réponse partielle ~ ce problème.
Nous montrons qu’on peut obtenir tous les hypergroupes de la classe Cn = ?~t~,~,~,".,Z (n
fois 2 ) en utilisant les groupes commutatifs d’ordre 2n + 1.
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2. Une méthode générale pour obtenir des hypergroupes de ~~

Dans [4] , en étudiant les hypergroupes de type C ayant au plus sept éléments , nous
avons trouvé trois hypergroupes :

avec H1,2 E Ci, ~l,z,z ~ ~~~ ~i,~,Z,~ E ~~.

De plus, pour n E ~1, 2, 3}, dans ~4~ , il est montré qu’il existe â isomorphisme près, un
seul hypergroupe dans la classe C".

Un premier exemple général

Soit n E et soit le groupe cyclique +), ?L/(2,~+1) = {0,1,.... 2n}.

Soit 8 l’équivalence sur le groupe pour laquelle les classes d’équivalence sont:.

~~~0}, 1-2n=~1,2n},2 =2n-I=~2,2n~1},...,sï=nfl=~n,n+1}. .

Donc ? == E ~~-I,1}} pour tout x E 

Alors ? ~- 00FF = ] E ~-1~ ~}} et z 00FF = {z + ~y ~ ~ E ~-1~ 1~~ ~
+ a~  {-1,1}}, donc == ?T~ pour tous 6 2S/(2n+i). H s’ensuit que

~e , 

,

~~~2"+~) = TL~(~,~~.i), ~ est un cogroupe de type Utumi.
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Si %" E ?L%t~"+1~ on a z ® y = {je + y~ U ~ac - y~ et l’hyperloi "~" peut être présentée
par le tableau : 

’ 

’ 
’ 

’ 

" 
"

Donc (ZL/’~~n+1~, E Cn.

Soient a et {3 deux permutations de 7L j~~,~+~?, a = ~0 1 2 3 ... (2n - 1) (2n)j et

~3 = ~2(2n -1)~ ... [n(n + 1)]. Alors a(s) = s + 1 et = 2n + 1- s pour
tout s E ZLtz"+1?. On peut vérifier que a et fl sont des multiplicateurs pour le cogroupe
(?L%~z,~+x~, ~). Soit G le sous-groupe du groupe des permutations de engendré

par a et ,0 et soit g le sous-groupe de ~ engendré par ,B. On a g = ~3 ~ ~Qz == 1 >= {1,,9~
et 9 = [ = ~~ ~ (x~)~ = 1 >= D2n+l (le groupe des transformations de .

symétrie d’un polygone régulier à 2n + 1 cotés ). 
, 

, 
’

En utilisant le théorème 1.1 on obtient que ~?L/t~,~+x~, ~) est un D-hypergroupe et

~~l cz~+~~a ®) = ~~I ~~ ©~.
L’isomorphisme entre (?L%f~n+I), ®) et est ~ : -~--~ G~9, ~~s) ~ a’9

pour tout s E ’ae/(2n+l). .

2.1. Proposition . Le cogroupe (?L j~~n+1), ~) a r~2n + 1) sous-hypergroupes, où
est le nombre des diusseurs de s pour tout s E N*.
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Démonstration : L’ensemble des sous-hypergroupes de (C/~,o) est
sous-groupe de C avec, S 9’} . . Soit g’ un sous-groupe de g tel que g g 9’

et]Ç’[ = 2(2t + 1), où 2t + 1 divise 2n + 1, donc 2n + 1 = (2 + 1) (2a + 1), avec

N. Alors g’n  CI > est un sous-groupe du groupe cyclique engendré par a. Donc

~n  et >= a"’ > avec m diviseur de 2n +1. Si d = on a ~’n «x >==

. 

= et C’ = {1,~,...,~-~}U{~,~’",...,~-~}.
Donc d = 2t + 1,m = 2 +1,~’ =  >,~/? = 

et = {0, m, 2nt,..., 2tn} = {0} U {m, 2m} U {2m, (2i - l)m} U .... Ainsi
on obtient qu’il existe une bijection entre l’ensemble des sous-hypergroupes du cogroupe

(S/(2~+i), 0) et l’ensemble des diviseurs de 2n +1. )t 
’

Remarque . Le treillis des sous-hypergroupes du cogroupe (2Z/(a,,+i),S) est

isomorphe au treillis des diviseurs de 2n +1.

2.3. Exemple . Les sous-hypergroupes du cogroupe (2Z/(a), 0) sont : {0}, {0,3,6} et

S/(9).
Pour n E {1,2,3} tous les hypergroupes de la classe C~ sont isomorphes à l’hypergroupe

(2Z/(~+i), C). En étudiant la classe C3 on peut remarquer qu’elle contient à isomorphisme

près , deux hypergroupes ,(2Z/(9),C) et l’hypergroupe présenté par le tableau :
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Un deuxième exemple général

Soit (G, +) un groupe commutatif d’ordre 2n + 1 et soit 6 la relation d’équivalence sur
G pour laquelle les classes d’équivalence sont y = ~~} U {-ac}, pour tout z E G. On peut
vérifier que z + y = pour tous a, y E G, et si, on considère l’hyperloi "e" sur G
définie par : :

~ ~ y = ~ + 00FF pour tous z, y E G

on obtient un cogroupe G*~ = (G, 0) et G*g E Cn. Soient les permutations p et (Qz)zEG
de ’G définies par : : 

’ . 

’ 
..

~P~a} = -À , , = z + À pour tout À E G.

Alors p et ~BZ sont des multiplicateurs de (G, ~~, .

~x ~ ~p = Qz+y et ~P C Ns C ~ = fl-z = (~t~-I. .

Soient les sous-groupes du groupe des permutations de G,g = U ~~3x}~ E G} >
et 9 = donc g = ~I~x~~ E G} U ~~P o E G}. Alors ~~9 = E G} et

(Qyg) = ~~s~y9} U Î~x-~9Î~ Si on considère ~ : : G --~ ~~9, ~(~~ ~ Qzg pour
tout x E G, ~ est un isomorphisme d’hypergroupes. Donc (G, ®~ est un D-hypergroupe et
C~~ ~~ = C~I9~ o~. ,

2.4. Remarque . En étudiant la classe C3 on peut noter qu’elle contient, à isomor-

phisme près, deux hypergroupes (?L j~s~, ~~ et {?L/~3~ x TL/~3~, ~~

3. Propriétés des hypergroupes de la classe ~,~

Soit (H, o) E Cn , donc ~H~ = 1 + 2n. Supposons que e est l’élément neutre de

.~’, H’ ~ ~ e, ac ~, ~ i, ... , ~ n, ~ n }, et la partition de H associée à l’élément neutre e est
Pe = ~{e}, {Xl, ~i}, ..., x~}}. Soit H -+ H définie par : 

’

= e, ~(a?,) = xs et c~(~=) = x; pour tout a . E ~1, ... , n}.

Alors cp = 1 H. Notons ~= o ~~ = .4,j et ~c= o :cy = A) j.

3.1. Lemme. . Pour to~cs i, j E tI, ... , ra} on a :
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3.2. Lemme. Pour tous i, j ~ ~1, ... , n} on a = i = 2 ( donc tous les

hypergroupes de Cri sont des cogroupes) .

3.3. Lemme. Pour f,ous i, j E ~1, ... , n} on 4 :

Démonstration: Soit ~ 6 = e, parce que c  e o = c o ~j il résulte

~) = cp(e) = e Si a? ~ e alors e o a? == {~~(a?)} C e o A,j = U Donc

~) ~j car si ~(:c) ~ ~j on a A.j = {~~(~)) == ~j 3 ~).ce qui est absurde. H

s’ensuit que ~j) C ~j, d’où on obtient == cp(AiJ) et A,j = (j). M

3.4. Lemme . ~ est un multiplicateur spécial de (F,o) relativement à e. N

3.5. 
Ii 
Lemme . {1~} est le groupe des multiplicateurs spéciaux relativement à e de

(~o).

Démonstration: Supposons qu’il existe un multiplicateur spécial relativement à

l’élément e de (R,o), tel que In et Parce que ~(e) = e et o ~) = e o ~

pour tout a? 6 H, on peut supposer que = où &  ~. Alors

~(~~+1 o ~) = o ~ pour tout ~ J5T. Montrons que ~i % jk+i o :r. Si ~i o ~~ on

obtient ~ = o 2?, donc ~+1 o a? = ce qui est absurde ( voir lemme

3.7). Donc ~i ~ N ~+1 03:== o F,ce qui est absurde..

3.6. Proposition. Soit (~o) 6 C~ jH’ cogroupe de type Utumi. Alors :

I) ~ un D-hypergroupe ;

. 

il) jn existe un groupe ? d’ordre 2(2n + 1) et un sous-groupe g de g, d’ordre 2, tels

3.7. Lemme . Pour tous ~j,~{I,-.~} on a :
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Démonstration : Supposons le contraire xi o xJ = = ~~~ = Ai a o Zj.

Evidemment k ~ i. Soit z;1 = avec  E ~1, ... , n~. Alors x; E xk = x~ o xt

et z) E xx o xt, donc Xi o xt = {a?,, z~~ = zk o xt. Soit xj o x~ ~ == ~e, a}, où a E HN(e).
Alors ~xi, x~~ = ~xi ° 2j) ° ~t = ~i ° ~xj ® ~t) = U x= o a. Donc x= 0 a = ~2i’ 2=~, ,
c’est-à-dire x; E x ~ o a et e,ce qui est absurde. N

3.8. Lemme . Soit E Alor8 :

i) leozoyl e ~3, 4~;
ii) je o x o 3 3i et seulement si e E x o y; .

iii) Si Z o y C1 o y ~ Q~ il résulte que x o y n cp(x) o y - ~ 

.

Démonstration : Soit x o y = ~u, t~}, où u, v E I~. ,

i) 2 = ]z o y]  [e o z o y] = [e o u U e o v[  ]e o u [ + [e o v[  4.

Supposons = 2. Alors e o u = e o v,ce qui est absurde ( voir lemme 3.7).
ii) Si leozoyl ] ~ 3 il résulte que e o v donc on peut supposer que e o u J = 1. ~ 

’

Ainsi 

iii) Si % 0 Y n p(x) 01l:F 0 il résulte que le 0 Z 0 yi = 3, donc e E z o y n p(z) o y. m

3.9. Lemme . Soient z E et y ~ ,~. Alors :

i) ).c ° ~ n o 2 t

Ii) )a? o ~ ° x~  2..

3.10. Lemme . Pour tous i,,j E ~I, ... , n~, i ~ j, on a : .

i,~ 7‘ ~ ~x~~~j~~ 7‘ et 7‘’ (z;,z))..

Démonstration : Supposons qu’il existe i, j E ~I, ... , n~, i ~ j, tels que ~,,, == ~x;, xj~. ~
On peut considérer i == 1 et j = 2, donc Al,1 = ~(x~, xz~. Alors .

= xloaiUxox2 = zio(ziozi) = (riozi)ozi = xioxxzox = {Zl,X;}UX20Z1.

~1 résulte que x I E z i o x ~, ce qui est absurde. N

3.11. Lemme. . Soient x, y ~ H tels que cp(x) E x o y. Alors e E y o y.
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Démonstration : Si E x o y on a que x E ° y n ° donc =

MU{~(!/)}.N

3.1~. Lemme. II existe ï E ~1, ... , n} tel que e E A,. N

3.13. Lemme. Soit H’ un sous-hypergroupe de H et soit x E H~H’. Alors

Démonstration : Supposons :c o o H’ ~ 0. Alors x o ~’’’ = c~(x) o j?~ =
x o ~I’ U cp(z) o H’ = e o :c o donc x o H’ est une réunion de classes de PA{{c}}. û
s’ensuit que )a? o F~j == est un nombre pairie qui est absurde, parce que divise

.

3.14. Lemme. Soit z E H. Alors ;

Démonstration, : Soit H’ = e, U a? U x3 U .. , le sous-hypergroupe de H engendré
par :c et e U x ~ U x4 U .... Parce que H" o H" Ç H" , il résulte que H~ est un
sous-hypergroupe de H’. Mais H’ = H" U a? o ~’" et ,~’" f1 x o H" ~ 0. Donc H’ = H". .

3.15. Proposition. Soit H E Cn. Alors H n’est pas isomorphe à un hypergroupe
H~’ x H’ et H" sont des hypergroupes de type C ayant au moins deux éléments.

Démonstration : Supposons H est isomorphe à un hypergroupe H’ x H", où H’ E
~1,a1,...,n~ et H?’ E ~"~1lni,...,n~. ~ s’ensuit que H’ x ,H~ E ~(~,+nt.;....n~).~1-~ni+...+n~)~ donc
nknÍ = 2, d’où on obtient n~ ~ ... = nt == 1, c’est-à-dire que H" est un groupe. Mais alors
on a l = Is(H)1 = Is(H’ x H")I = 1 + i > 1 ce qui est absurde ( voir [4])..

4. Quand ~ Cn ?

Soient (G,.) un groupe, ~r une relation d’équivalence sur G et ~r(a?) == ~ = la classe
d’équivalence de l’élément x E G relative à la relation ?r. Supposons que ~y = a~00FF pour
tous E G. On peut définir sur G une hyperloi "0" par :
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et (G, 0) est un cogroupe. Notons ce cogroupe par G*~.

4.1. Théorème. E Cn si et seulement si te groupe G et la relation d’équivalence
~r sur G vérifient tes conditions suivantes :

i) JG) = 2n +1 ;

ü) {z} U tout x E est l’inverse de .c dans le groupe G ~ ;

iii) Ge.st commutatif.

Démonstration : Si G et c vérifient les conditions i) - iii) alors évidemment E C,~

( le deuxième exemple général ).

Supposons maintenant que E Cn. Alors = 2n + 1, ~r(I) = 1 (1 étant l’élément
neutre du groupe G ) et ~r{z ) ~ = 2, pour tout a? E G~ { 1 }. Soit ~ : : G -~ G telle que
7r(a?) = {z} U {~p~z)} pour tout a? E G. Donc cp(1) == 1 et cpocp == le. Soit r E G1{1}. Alors

.rOa?~ == == et parce quel E 10%0%-1,

d’après le lemme 3.8 on a 1 E z0x-lnp(x)0x-l. Mais ~p(z)z-1 ~ 1, donc = 1

et ~p(~P(z)~~1) = z~P(z ~). .

~l résulte que pour tout z ~É G, on a :

- ~P(z 1) = (~P(z)) ~ et ~~cp(z)x 1) _ (~P(zlx ~) ~.

Pour démontrer ii) il suffit de prouver que la fonction ~ : : G -3 G, ~(z) = p(x)x-l,
pour tout z E G , est surjective ( injective ). Montrons que est injective. Evidemment

= 1 si et seulement si .r == 1. 
’

Soient z, y .~ G~{1} tels que = donc ~p(z)z"3 = Notons a:"~ = z.

Alors on a zy == cp(z);c(y).
Parce que 0, d’après le lemme 3.8, on obtient zy == 1 donc y = z’ ~ = z.

11 s’ensuit que est injective et parce que jG~  Ho il résulte que est surjective.

Donc ~r(x) = ~z} U {z’I } pour tout z E G. Démontrons maintenant iii). Soient

E Alors ~00FF = U U U et xy =

U Donc E x00FF. Si on obtient zZ = 1, ce

qui est absurde. Si = on obtient = .c~, donc a?~ = z, ce qui est
absurde. Si = on obtient que %2 = yz donc a? = y, ce qui est absurde. Il résulte

que = donc le groupe G est commutatif.. _ 

.
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5. Les hypergroupes de type Utumi de C~

5.1. Théorème Soit (H, o) E Alors H est de type Utumi sï et seulement

existe mt groupe (G,.) commutatif, d’ordre 2n + 1, ieI que (H’, o) ~ (G, 0), où
x 0 y == {xy} U pour tous x, y E G . .

Démonstration : Soit (H’, o) E de type Utumi. D’après le lemme 3.6, (H, o) est
isomorphe à un D-hypergroupe (~%g, o), où g est un groupe d’ordre 2(2n + 1) et g est un
sous-groupe de g d’ordre 2. Parce que 1 == = : g~ il résulte que Nç~g~ = g.
Parce que = 2n + 1 il s’ensuit qu’il existe 2n + 1 2-sous-groupes Sylow dans
G, donc il existe 2n+ 1 éléments d’ordre 2 dans ~. Soit A = l’ensemble

des éléments d’ordre 2 de g., avec g, et soit G = On a ~A~ = = 2n + 1 et

~ ~ A U G. Si on a cpa A et acp A donc G = = A~p et ~pG = Gc p = A. Pour

tous u,v E ç on a ord(v) ;:-ord(u v u-l) donc u A u-l = A et u Gu-l,::: G. Soit a e A.
~ existe x E G tel que a = Alors A = xAx"1= zcpGx-t = == aG,
donc AG = A, AA = G et GG = AAAA .= AGA = AA = G. Il s’ensuit que G est
un sous-groupe d’ordre 2n + 1 de ~. Pour tout x EGon a ~px E A, donc 1 ou

= 
,

a t .. u

Alors pour tous x, y EGon a = cpxcp = d’où on obtient que (G.)
est un groupe comutatif.

, 

Soit ~ : G -3 ~/9,. = x9, pour tout x E G. Alors ~(xy) U .4>( xy-l) = xy9 U xy-l 9 ==
xyg U xpyc,pg = xy o yg et on peut vérifier facilement que est injective ( donc bijective).
Alors l’hypergroupe (H, o) est isomorphe au cogroupe (G,0) où x 0 y = {xy} U {xy"~ }
pour tous x,y ~ G. .

6. Les hypergroupes cycliques de ~n

6.1. Proposition. Soit H E C,~ et soit x E ~fB{e} ~ tels que e E x ,. o x et

H = .x U x3 U .... Alors l’hypergroupe (H, o) e9t isomorphe avec l’hypergroupe
(ZZ2n+l,C).

Démonstration : Notons xo = e = xâ. Pour n E {1, 2, 3}, l’affirmation est vraie. Soit

n 2:: 4, donc IHI 9. Soit Xl E HB {e} tel que e E Xl 0 Xl et H = e U %1 U xi u ....
Démontrons qu’on peut considérer que H = tels que
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pour tout i E { ~, 2, ... , n ~ 1 } (récurrence d’après ~). Pour ~ =1 on peut considérer que
x ~ o x ~ == { e, x ~ } car si = alors H j = 3, ce qui est absurde. On a alors

h2 = x l = { e, donc les relat ions (*) sont vérifiées.

Supposons que les relations (*) sont vérifiées pour tout i E {1,... k} , où

1~ E { I, 2, ... , n -- 2}, et démontrons que les relations (*) sont vérifiées pour i = 1.

k+1

Parce que E Xk o xl, on obtient xx E Xk+1 o xI. On a aussi a?i o xl o a:~ =
a~Q .

U a?i o zk+i et o %1 = hk+l U U o xl. Donc a?~ E o x~ et on peut

supposer que xk+I o xl = parce que si o xl Ç 

on obtient [x] ç [z], ce qui est absurde. Il s’ensuit que les relations (*) sont vraies pour tout
1 E {1,... n -1 } . On a aussi x 1 o x;} et zn o x ~ = Considérons

la famille d’éléments de définie par : :

’ 

y~ si et seulement si i = j mod(2n + 1).
Nous avons démontré y~ o y, = {yt+s} U {yt-~} et y, o yt = U y~-:} pour tout

t E {4,1, 2n} et tout s E {0, ..., 2n}. Montrons que les relations précédentes sont vraies

pour tout t E {0, ... , 2n} ( récurrence sur t ).
On a (yi °Y2)OY, == et = 

et alors y2 o 3~ == {yz+~} U {y2_~}. Donc les relations sont vraies pour t E {0,1, 2n -1, 2~n}. .

Supposons que les relations sont vraies pour tout t E {0, I, ... , ~} et montrons qu’elles sont
vraies pour t = ~-~1. On a (YI °Yt)OY., = Yl+ioy.UYl-lOY, = 

et Yl o (yt o _ U U U {y1-t+’}. Donc Yl+t o y’ -=

U d’où il s’ensuit (H, (~LZn+1, E~~. ~

6.2. Corollaire. . Soit n E IN tel que 2n + 1 soit un nombre premier. Alors tous Ies

hypergroupes de Cn sont isomorphes à l’hypergroupe (?L~,~~.1, 0153). 8

6.3. Corollaire . Soit .FI ~ C~, tel qu’il existe x E H avec tes propriétés : e E x o x ei

H = e U z U z u .... Alors e E y o y pour tout y e H. m

6.4. Proposition. Soit F E C~. Alors e E x o x pour tout x E .H.

Démonstration : : On peut supposer qu’il existe a E H~{e} tel que H = ~a~ =

e U a U aZ U .... Parce que il existe x E H tel que a E a’ o z.
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D’après le lemme 3.11, e E y o y. Parce que a’ o [z] n a’ o (x~ ~ 0 d’après le lemme 3.13, il

résulte que a E M. Mais z E (a’)"1 o a ç [a]. Alors ~a~ = [z] et e E z o x donc d’après la

proposition 6.1 , e E y o y , pour tout y E H.. 
’

6.5. Théorème : Soit H E Cn, H cycliq~ue. Alors (H, o) est isomorphe A l’hypergroupe

(~2n+I~ 0153)..

7. Tous les hypergroupes de Cn sont de type Utumi

Dans la suite H est un hypergroupe de Cn.

7.1. Lemme. Soient z, y E H, x ~~ y. Alom z o x.

Démonstration : : Supposons qu’il existe z, y E H, x 7~ y, tels que x o y = y o x. Alors

e, y ~ x, y ~ tp(x) et y ~ ~x~ (théorème 6.5.). Soit x o y = ~a, ~~, où a ~ ~B et

Alors y E a o z n Q o z et Donc,soit

a 0 x = {y, cp(y)}, soit /3 o x = ~y, c.p(y)}, ,_ ce qui est absurde (voir 
le lemme 3.?). ~

7.2. Lemme. Soient x, y E H. Alors x o y n y o x ~ Q~.

Démonstration : Soit P = H/= le polygroupe associé au cogroupe H. Parce que
e E x o x , pour tout x E H, le polygroupe P est commutatif (voir ~1~ ). Supposons qu’il
existe x,. y e H tels que x.o:y n y o x = 0. Alors x o y = ~a, p~ et y o x = ~c~~a), ~(~3)~, avec

a, ~ E a ~ ~(~), Mais, dans ce cas, on a o y = y o c~(x) _ ~~(a), c~~,4)}, ce

qui est absurde (lemme 7.1) ..

7.3. Lemme. Soient x, y E H, x ~ y. Alors ~x o y n y o x~ = 1...

7.4. Lemme. Pour tous x, y, z E H, x o y o z = x o z o y. . ,

7.5. Lemme. La fonction ~ : H --~ H,

est bijective.
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Démonstration : Evidemment si x E ~I ~~e} alors e. Supposons E HB{e}
et ~(~~ = ~(y~ = a. Alors et, d’après le théorème 6.5, 

Soit a? E et soit la fonction ,Bs F -i H

D’après le lemme 7.3., , ~x est bien définie et = x.

7.6. Lemme. Pour tout z E ~,~ est bijective.

Démonstration : : D sufft de montrer que  est injective. Si À E et

~~(a~ = alors x o 1 f1 a o x = x o x~~e} donc À E x3. Mais ç [x]
et est injective. N 

" 

,

Notons que = e.

7.7. Lemme. Pour tout u E ,H , , o ~) ~ o ~c. .

Démonstration : : Supposons ~ E . Alors

U =

=

= x = e~ a ~C. .

7.8. Lemme. tels que xox={e,y}. Alors 

Démonstration : : Ii faut montrer = ~3y(~u) pour tout p E H. Si p E ~~J
l’égalité est vraie, d’après le théorème 6.5 . Soit p. E et soient x o = {s, ~} Ç HN[z]
et r o x = ~i~(,~x(~)) = = x o S n s ci x. Parce que s o x U t o x =

r o p o z = z o z o p = e o p u y o p = z o s U z o t, on obtient e o p n y o p = = 0

et e t o x (parce que ~u E s o x). Donc, si y o ~C = ~a, ~Q} alors s o z = ~~, a} et

De l’égalité = on

obtient ~C o y = ~a, c~(~i)} , donc = a.

Parce que p ~ x o ~ (si ~C E x o ~ alors x o ~ _ ~~, c~(a)} Ç e U y o ~ _ ~~u, ~p(~C), 
ce qui est absurde) il résulte (3z(s) = a..

7.9. Lemme. o ~3~ts) = ~3~(Z) o = pour tout x E H~~e}.
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Démonstration : Il faut montrer = ~, pour tout p E H. Si p. E ~zJ

l’égalité est vraie, d’après le théorème 6.5 . Soit c E et soit a? o c = ~s, t} Ç B’B[a?]
~_~~) = s..

Avec un raisonnement similaire à celui du lemme 7.8, on obtient s o ac = {~a, a}, t o x =

~~~~)~ ~~~ ~ ° s = ~~~~~~ ~~~ ~ o t = ~~~ ~} ~ ~ù et 

Alors = o s n s o ~p(x) = ~. M .

7.10. Proposition. Pour tout z E B’B{c}, z est un multiplicateur relative.ment à

l’élément ac pour l’hypergroupe (H, o).

Démonstration : il faut montrer ,Q~(a o ~c) = o c pour tous a, ~ E H.

Si = e l’égalité est évidente et si a = e l’égalité est vraie, d’après le lemme 7.7. Supposons
donc que a, ~c E .H~{e}.

Le cas A = T. Soit o .r === {e, y} , avec y FB{c).
Il faut montrer ~3~(x o ~) _ ~3~(x) o ~.

Pour ~ E ~x~ l’égalité est vraie, d’après 6.5.

Supposons S  H~(x~ et soit x o C = ~s, t} et y o C = ~a, ~i}.
Alors f3z(xop,) ç XOXOJJ = xosUxot = eOJ.lUyoJJ = xop.ox = sozutox. Parce que
~~/~~(xo~~ 
qui est absurde) et ,~t(x ° ~c) , il s’ensuit ,B’s(x o ~) = y ° ~.

Le cas a E H~,~e_~~., Soit a~(~) et soit x o ~ _ {u,v} , , ~ o x = ~u, ~(~)}.

Alors ,~~(~o~t) ~ xOÀop.nÀo J1.0X = = 

Si on a 

Supposons v o ~ ~ 0, donc E ~v, c~(v)}. ~ suffit d’étudier le cas = v.

Mais À o ~ == À o ~(i?) = JErB )J et

donc 

On peut donc conclure : .
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7.11. Théorème. Dans la c~asse Cn, il existe, à isomorphisme près, k(2n + 1)
hypergroupes.(ks) étant le nombre des groupe, commutatifs, deux à deux non isomorphes,
d’ordre s J.. 

"

N.B. : : .
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