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SUR LA CONVERGENCE DE LA FORMULE DE LIE-TROTTER POUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

M. ERRAOUI et Y. OUKNINE

Ann. Math. Blaise Pascal, Vol. 1, N° 2, 1994, pp. 7 - 13

Introduction: °

Dans [1], A.Bensoussan - R.Glowinski et A.Rascanu ont établi un théorème

limite pour l’équation différentielle stochastique (E.D.S):

dxt = 03C3(t,xt) dBt - b(t,xt) dt(1) xn = x
où a et b sont deux fonctions lipschitziennes.

En utilisant essentiellement une méthode due à H. Kaneko et S. Nakao

[3], nous étendons ce théorème à des fonctions continues bornées, en

supposant uniquement que l’E.D.S.(1) possède la propriété d’unicité

trajectorielle. En particulier, cette hypothèse est vérifiée pour des

coefficients lipschitziens. Pour d’autres critères, plus faibles que la

condition de Lipschitz, et assurant l’unicité trajectorielle de (1) voir

Y.Ouknine [4].

Notations et hypothèses.

Dans la suite, (~,~,P) est un espace probabilisé complet, pourvu d’une
filtration qui vérifie les conditions habituelles.
On considère l’équation différentielle stochastique :

dxt = 03C3(t,xt) dBt - b(t,xt) dt
(1) x 0 = x , 

" 

.
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où cr et b sont deux fonctions définies sur [0,~[xR à valeurs dans R.

On notera par X(x,t) la solution de l’E.D.S (1) si elle existe.

L’objet de cette note est d’approximer la solution de (1) par un schéma

itératif de type Lie - Trotter voir DJ-
Considerons le schéma défini de la façon suivante:

Soit n ~ N*, h =T n+1 J. J [ih,(i+1)h[ ,i = 0,...-,n-1[nh,T] , i = n

(S) xnt +~tihb(s, 
Xns ) ds = Yih-0

Ynt = dBs , si t Ji

Hypothèses (H) : 
.,, .

Nous supposons que c et b satisfont les hypothèses suivantes :

H(î) c(t,x) et b(t,x) sont continues en (t,x).

H(ii) Il existe une constante positive L, indépendante de x et t,
tel que:

( c(t,x) ) +) L

On pose : d(n,t) = ~ [ ~J ’~T ’ ~ ~ ~’~~
. n n+1 T , t=T

où [x] désigne la partie entière de x.

Le schéma d’approximation (S) devient alors :
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En posant:

n n n t 
t 

n

03B1nt = Yn - t Xnt = 

d(n,t) 
dBs .

On voit donc que Y" vérifie l’E.S.D (2) :

Yn + b(s, Y" - a" ) ds = x + o’(s, Y° j dB , 
(2)

Le résultat principal de cette note est le théorème suivant:

Théorème 1:

Supposons que Q et b vérifient les hypothèses (H),
et que l’E.D.S (1) possède lâ propriété d’unicité trajectorielle
alors:

’ 

(i) Lie sup E (  | 1 xn_ X |2 ) = 0

(ii) sup E ( | Yns- x |2 ) = 0

où K étant un compact de R

Pour prouver ce théorème nous avons besoin de quelques assertions.

Pris ensembles, les deux lemmes qui suivent exprieent le fait que, Yn

est tendue et que Xn et Y" possèdent la même linite .
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Lemme 1 : "" 

,

Sous les hypothèses (H) on a : : .....

(i) sup sup E ( aax ) Yn(x,u) - Yn(x,v) |4 )~ L |t-s|2

(ii) sup E ( max ( X(x,u)-X(x,v) |4 )~ L3 |t-s|2 ’ " 
’

pour tout t,s [0,1].

Preuve : (i) D’après l’inégalité ( a + b )~ 8 a~ 8 b~ on a : 
.,

° E( sup ) Ynu - Ynv|4)~ 8E( sup dBr)4
+ 8E( sup dr)~

~ ~ 

~

où L est une constante donnée.par l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy
et l’hypothèse H (ii).
La même preuve reste valable pour (ii).

Lemme 2:
Si (Xn,Yn) est une solution du système (S’) alors :

E( sup | 1 Xnt - Ynt|2) ~ C h1/2 ; h=20142014

Preuve : Posons

f ti 
= ih , » 1 = 0,...,n 

j. j [ti,ti+1[ 
.i=0,...,n-l

~n+l=~ .  . 

’ ~~n’~ ’ ’="

E( sup ) Xnt - Ynt|4) = E ( ~td(n,t)03C3(s,Yns ) d8)’
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0’après l’inégalité de Doob, on obtient:

p n n ~ 
n+’i 

( t n 2 2
E( sup [ Xt - Yt[ ) E sup ( ds )

~ C1h où C1= L4.T
Preuve du théorème :

ii) Supposons que notre conclusion n’est pas vraie, alors il existe

deux constantes positives s et T, une sous suite (Yn’) et’une sous

suite (xn,) contenue dans une boule de rayon R telles que:

(*) inf E sup x(xn,,t)|2 ~ 03B4 >0 .

Sans perte de généralité, on suppose que Yn ;, = Yn et x , converge vers x.
n

La famille des processus (X(xn ,t),Yn(xn,t),Bt)~n=0 est tendue (d’après le

lemme 1), il en résulte d’après les théorèmes (4.2) et (4.3) dans [2]

qu’il existe un espace de probabilité (03A9,F,P) et une suite de processus

(Xnt,Ynt,Bnt) définie sur (03A9,F,P) vérifiant (i) et (vii) :

i) Loi = Loi(x(x ),Yn(x ),B ) n = 1,2 ...

n n
, s s

ii)Il existe une sous suite (Xn, Yn, Bn ) qui converge uniformément

sur tout compact presque surement vers (X ,Y,’ B) .

D’après l’égalité en loi de (i) on a :

Yn’t+ ~t b(s, Yn’s - as ) ds = xn,+ ~t 03C3(s, Yg) dBs.
p ,: S ,n 

0 . , - 

s s
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d’après le lemme 2 on a :

E (03B1n’t)2 = E . 
"

Donc il existe une sous suite (a"") qui converge uniformément sur

tout compact presque sûrement vers 0 ; on suppose que (a"’) tend vers

0 uniformément sur tout compact p.s-

Par passage a la limite on obtient (voir [5]): .

Y~ Y ) ds = x + f~(s. Y) dB.0 *0 s s 
. 

". 
" 

" 
.

Xt = x - J pt b(s, Xs) ds + ~t0 ?(s, Xs) dBs.
Donc, d’après la propriété::d’unicité trajectorielle de (1) on a: X = Y
ce qui contredit (*). En effet : 

’

0  03B4 ~ li, inf E sup |Yn’(xn,,t) - X(xn,,t)|2 .

’ 

. li. inf E sup |Yn’(xn,,t) - X(xn,,t)|2 = E sup | Xt - Yt|2

(i) découle de (ii) et du lemme 2 . 

’ 
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