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1 Introduction

Nous avons étudié dans [M.A.] par des méthodes d’analyse p-adique des congruences satis-
faites par les nombres de Bell genéralisés P(n, À) introduits par Carlitz. Ces nombres ont

n
pour fonction génératrice: À); = exp (À . x + - 1)). Nous étudions ici des

n>0 
n.

nombres Bn introduits par P. Barrucand [B.P.] assez proches des P(n, À) qui ont pour
n

fonction génératrice exponentielle: 03A3 Bn  = . De la série génératrice exponentielle,
n>0 n.

on tire facilement la relation suivante :

Bo = 1 et Bn = si n M*.
~ J

Le but de notre travail est de montrer les congruences suivantes

. si p premier impair, on a pour h > 1 et n > + h + p’ 1 ) : = Bn mod (ph)

. si p = 2, on a pour h > 1 et n > 22h(h + 2-1): Bn+23h+1 ~ Bn mod (2h)
Notre méthode consiste à montrer que la fonction génératrice des nombres Bn est un
élément analytique p-adique sur un quasi-connexe de Les théorèmes généraux de
l’analyse p adique, théorème de Mittag-Leffler p adique [R.Ph.] et inégalités de Cauchy
[A.Y.] , pour les éléments analytiques p-adiques sur des quasi-connexes de permettent
alors de trouver des congruences entre les coefficients de leur série de Taylor à l’origine.
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2 Notation

Soit p un nombre premiers, N, Z, Q,Zp,Qp,Cp ont leur signification habituelle, cf. [A]. On
note (9p l’anneau des entiers de Cp. La valeur absolue p-adique sur est normalisée

par p )= p-1. On désigne par r un nombre réel strictement positif. Soit a Cp, on note
B+(a, r) = {x ~ Cp; |x - a| ~ r} et B"(a, r) = {x ~ Cp; |x - a|  r} les boules fermées et

ouvertes de rayon r de Cp. On note aussi: ( = x(x-1)...(x-n+1). Soit A c Cp.
n ~!

On désigne par l’espace des éléments analytiques sur ~ qui tendent vers zéro à
l’infini si A est non borné, muni de la norme de la convergence uniforme sur ~ notée
~F~A = sup|F(x)|.

x~A

3 Transformation de Laplace formelle

~
Définition 3.1 Soit = ~"[Mj où K est un corps de caractéristique

n~o 
~*

zéro. On pose: (F(x)) = 03A3 anxn. L’application linéaire de K[[x]] dans lui même
n>o

ainsi définie est appelée la transformation de Laplace formelle, cf. [B.D.]

Lemme 3.2 Soit  la transformation de Laplace formel alors:

= (03A3 Bnxn n! = E 
n>0 

’’" 
n~0 (1 - nx)n+1

Preuve: Par définition exex = Y" = V et donc:Preuve: Par définition = 03A3 7l! = 03A3 Bn xn n! et donc:
"’ n?o "’

n~0 
’"’ 

n~0

Il est facile de montrer cf. [B.D.], que: = n!xn 1 (1 - nx)n+1, on en déduit que
03A3 Bnxn = 03A3 

xn (1 - nx)n+1. 
[]

n~0 n~0
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4 Étude de la fonction génératrice

Lemme 4.1 La série = ~ est congrue moduJo à la fraction
n>0

rationnelle où:

Fh,p(x)= 03A3ph-1j=0 xj(1-jx)ph-j-1 03A0ph-1 k=0 k~j [(1 - kx)ph - xph ] 03A0ph-1j=0[(1 - jx)ph - xph] 03A0ph-1j=0[(1 - jx)ph - xph]

Preuve.- Soit F(x) = 03A3 Bnxn = 03A3 xn (1 - nx)n+1.n~0 n~0

Posons n = k ph + j où 0  j  1, alors

ph-1 xkph+j
F(x) = 03A303A3 x [1 - (kph + j)x]kph+j+1
F(x) ~ 03A3 03A3 xkph+j (1-jx)kph+j+1
F(x) ~ 03A3 xj(1 - jx)j+1 . 1 1-xph mod ph Op[[x]]

1 _ 
~1 _ ~x n

F(x) ~ 03A3ph-1 j=0 xj(1 - jx)ph-j-1.03A0ph-1 k=0 k~j [(1-kx)ph - xph] 03A0ph-1 j=0[(1-jx)ph - xph] mod ph Op[[x]]

Appelons Fh,p le second membre de l’égalité. D’où la congruence énoncée dans le lemme
[]

Lemme 4.2 Soit = 03A0 [(1 - jx)ph - xph ] le dénominateur de Fh,p et soit
~=o

ph-1

Rh,p(z) = 11 ((x - - 1J le polynôme réciproque de Alors:
j=o

où RP(x) _ (x - 1)(x - 2)...(x - p).
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Preuve:

= TI [(x - j)ph - 1]
J=~

ph-1
Rh,p(x) ~ 03A0

j=0

Rh,P x - x - Z) . , . (x -- modp Zp[x].

Ce qui achève la démonstration. []

Notons 
~ 

1  i  ~ 1  ’  2h~1 les r ’Notons 03B2i,j (1 ~ i ~ p; 1 ~ j ~ p2h-1) les racines de Le lemme de Hensel [A.Y.]
et le lemme 4.1 montrent que ces racines se groupent en p classes contenant chacune p2h-1
racines. Soient 03B8i, 1 ~ i  p -1 le représentant de Teichmüller de la classe résiduelle de i.

La racine 03B2-1i,j appaxtient à la classe résiduelle de i pour (1  i  p-1}, Elle vérifie donc:

|1 03B2i,j - 03B8i|  1.
p i, j 

z

Lemme 4.3 Soient 03B2i,j ( 1  j  p2h-1 ) jes racines de Qh,p(x) qui se groupent dans la
classe résiduelle de i-r pour (1  i  p --1), alors:

|03B8i-1 - 03B2i,j| ~ p-1/p2h

Preuve: Le degré sur Qp de l’extension Qp(03B2i,j) est inférieur ou égal à p2h car le polynôme
Qh,p(x) est de degré p2h. Donc d’après la formule e, f = n, reliant la ramification, le degré
résiduel et le degré d’une extension finie de 4~, on a dans le corps Qp(p~,~):

|03B8i-1 - 03B2i,j| ~ p-1/p2h.

[]

‘

Lemme 4.4 Soient 1 03B2p,j (1 ~ j ~ p2h-1) les racines de R x qui appartiennent à la
classe résiduelle de p, on a :

|03B2p,j| ~ p1/p2h.



175

Preuve: On se place dans le corps Qp(03B2p,j). Pour les mêmes raisons que ci-dessus on

a dans ce corps, p 2014 1  1 Or jpj  1, d’où 20142014 1  1. En appliquant un argument

analoque à celui exposé dans le lemme précèdent on en déduit que |1 03B2p,j| ~ p-1/p2h . Donc

|03B2p,j|~ p1/p2h. []

Proposition 4.5 est une fraction rationnelle nulle à l’infini sans pôle sur le
quasi-connexe

Dh,p = (Cp - ~
t=i

Preuve: La proposition est évidente puisque est une fraction rationnelle sans pôle
dans et le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. D

5 Congruences

Proposition 5.1 Sur la quasi-connexe

D h,p = (cp -U~(~"’.p’’~)) 
’ 

i=1

la fraction rationnelle Fh,p vérifie l’estimation suivante:

Preuve.- Soit = 03A3 xj(1 - jx)ph-j-1 . 03A0 [(1 - xph], alors on a
j=o ~=o

k~j

= ’~, . Soit 20142014 (1  ~ ~ les racines de de la classe résiduelle
’ ’

de i, pour 1 ~ i ~ p.
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Donc = 03A0p2h-1 j=1 (x - 03B2i,j) où ah,p est le coemcient dominant de Qh,p(x).Donc Qh,P(x) = ah,p 03A0p i=1 03A0p2h-1 j=1 (x - 03B2i,j) où est le coefficient dominant de Qh,p(x).
Ainsi |Fh,p(x)| = |Nh,p(x)| |ah,p|03A0p i=1 03A0p2h-1j=1 |x - 03B2ij|

.

Cherchons maintenant à minorer Qh,p(x) dans Dh,p.

2022 Si 1 ~ i ~ p - 1

Soit x E Dh,p: |x - 03B2i,j | = |x - 03B8i-1 + 03B8i-1 - 03B2i,j | or |x - 03B8i-1| > et |03B8i-1 - 03B2i,j | ~
D’où 03B2i,j| = |x - 03B8i-1| pour 1 ~ j ~ p2h-1.

2022 Si i = p

Soit x 6 Dh,p: |x - 03B2p,j | = |03B2p,j |, car |x|  p1/p2h et ~ p1/p2h.
Donc pour x E on a : :

p2h-1
|Qh,p(x)| - |ah,p| 03A0 |x - 03B8i-1|p2h-1 . 03A0 |03B2p,j|

i=1 j=1

p2h-1
Or |ah,p|. 03A0 |03B2p,j| = 1 ce qui entraîne que:

j=i

|Qh,p(x)| ~ (p-1/p2h) (p-1)p2h-1 = p-1+p-1 (1)
Cherchons maintenant une majoration de Nh,p dans Dh,p, par définition on a :

ph-1
Nh,p(x) = 03A3 xj(1 - jx)ph-j-1 . 03A0 [(1 - kx)ph - xph].

j=0 k=0
k#j

Comme x E Dh,p, on a ~x~  et donc :

|Nh,p(x)| ~ (p1/p2h)p2h-1 = p1-p-2h. (2)
D’après (1) et (2) on obtient, ~Fh,p~Dh,p ~ p2-p-1-p-2h. []

Lemme 5.2 Soit k un entier et soit l ’entier naturel défini par  k  pl(k)+1.
On pose : .’

Ep(k) = -2 + p-~ + (k + 1) p-2~
-2 + p-z + (~ + ~1 p-2h + j + 2h - ~(k -1). .

On a pour j > 1 et h ~ 1 les inégalités suivantes :
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J. . si k - 1 ~ p~, Ep(k) >.?’-!,
2. si p > 2, > j - 1 ,

3. si p = 2, .Sz~) > j - 2,

Preuve.- Ep(k) = -2 + p-~ +(&+!) p-~

Si k - 1 ~ p~+~ alors: -2 + p~ + 2p’~ + p~
Comme + 1 on a > j - 1.
D’autre part, on a: 3p(A) = -2 - p’~ + (& + l)p’~ + j + 2h - ~(A - 1)

Comme ~(A - 1) ~ ~~-1) en déduit:
~ 

logp

Sp(k)~-2-p-1+(k+1)p-2h+j+2h-log(k-1) logp

Posons: = -2 - p-1 + (x + 1)p-2h + j + 2h - log(x-1) log p où T est un réel ~ 1. On

montre facilement que le minimum de est atteint pour T 2014 1 = p2h log p.ogp

Comme ~(& 2014 1) garde la même valeur pour p*" ~ ~ 2014 1  on en déduit que le
minimum de 6p(A;) est atteint pour k - 1 = si p > 2 (resp. pour k - 1 = 2~ si
p = 2). D’où les inégalités suivantes:

1. Si p > 2 on a: Sp(1 + p2h-1) et
= -2-p-’+(2+p~~)p-~+j-+2/t-(2/t-l)
= -l+~’+2p-~

D’où > j - 1 si p > 2.

2. Si p = 2 et h ~ 1 on a: ?2(&) ~ ~2(1 + 2~) et

~(1+2~) = -2-2~+(2+2~)2-~+~+2/t-2/t
~(1+2~) = ~-l-2~+2-~+~>j-2.

D’où 6’2(~) > j - 2 si h ~ 1.

a
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Lemme 5 .3 Soit Fh,p(x) = £ B(n, h) xn, le développement en série de Taylor de la
n>o

fonction rationnelle Fh,p. Soient j > 1 et h > 1

2022 si p > 2 et n > p2h(1 + j - on a: B(n + (p - 1) pj+2h, h) z B(n, h) mod (p’)
2022 si p = 2 et n > + 2-1) on a: B(n + 2j+2h+1, h) z B(n, h) mod (2’)

Preuve: Fh,p est un élément analytique borné sur Dh,p. D’après le théorème de Mittag
Leffler p-adique [R.Ph.] on a:

Fh,p = § Fi,h où F;,h e Ho (0152p - B+(03B8i-1,(p-1/p2h))) pour 1  1  p - 1,
1=1 

et Fp,h e Ho (B- (0, (p1 p2h))) si 1 = p. Pour 1  1  p - 1 on a:

G,h(z) = £ b;,h,k(1 - z avec ~Fi,h~p-B+(03B8-1i,(p-1/p2h)) = sup |bi,h,k| pk/p2h.
kzl 

~ ’ ’ 

k

Pour ]z[  1, on a:

(~ ~ g,)-k _ £ ’~ ~ À~ 
~ 

~ ~n~ 

nzo Î ~ ~ ~ ~ 
si l’on pose Fi,h(x) = > zn on a: = > 03B8in (n+k- 1 k-1).nzo k>i

Le théorème de Mittag-Leffler fournit l’inégalité de norme suivante:

SUP ~Fi,h~p -B+(03B8i -1, p-1/p2h) ~ ~Fh,p~Dh,p

De la proposition 5.1 on déduit que: sup ~Fi,h~p- B+(03B8-1i, (p-1/p2h))  p2-p-1-p-2h ce qui
entraîne que: 

|bi,h,k| ~ p2- p-1
- (k+1)p -2h 

(1)
et on a donc, d’après l’inégalité ultramétrique:

ÎÎi,h,n+(p-1)pJ+2h - fi,h,n|

~|bi,h,k | |03B8in+(p-1)pj+2h (n+ (p -1)pj+2h+k -1 k-1)- 03B8in (n +
k

1 k-1) |
Pour 1  1  p - 1 on a = 1. D’autre part on a d’après [S.W.]:

(~ ~ ~~ ~i~’~~ ~ ~ ~Î Î~ Î ~ l ~) ~ 
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Rappelons que:

Ep(k) = -2 + p-i + (k + et Sp(k) = -2 + p’~ + k + ~) p"~h + j + 2h - ~(k --1).

D’après (1) on déduit que : inf(1,p-j-2h+l(k-1)).
Deux cas sont à envisager : A 2014 1  p~+2h et & 2014 1 ~ p~+~h.
Si k - 1 ~ pj+2h alors inf(1,p-j-2h+l(k-1)) = 1 et E2(k) > j - 1. Ainsi:

~ ~1 j 
.

Si k - 1  p~+2h alors inf(l, = On en déduit que

- /’,A.tt) ~ Du lemme 5.2 on déduit que, pour 1 ~ t ~ p2014 1, on a:

f f,h,n I  si 
, 

p > 2 (2) r

respectivement
- f t,h,n  2 ~+2 si p = 2 (3)

2022 si i = p, Fn,h E Ho (B-(0, (p1/p2h))
Comme Fp,h(x) = fp,h,nxn, de l’estimation de la proposition 5.1

on déduit : : Il ~Fp,h~B+(0,p1/p2h) _ 

Ceci entraîne que: .

~fp,h,n~ ~ p-(n+1)p-2h+2-p-1 . (4)

Enfin pour établir des congruences entre les B (n, h), deux cas sont à envisager : p > 2 et
p==2.

~ Si p > 2

Déterminons à quelle condition sur n on a  p1-j. Pour cela d’après (4),

il suffit que p1-j, ce qui entraîne n > p2h( j - 2-1). .
p

Comme B(n, h) = 03A3 f i,h,n. On a d’après (2), pour p > 2 et n > + j + p-1)
im

+ (p - ~) p~+~h~ h) - B(n, h)I  pl ’. .

Comme B(n, h) E Zp l’inégalité précédente entraîne :

+ (p - 1) pj+2h, h) - B(n, h)i ~ p-j.
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Ainsi si p > 2 et n > + j + p’ ~ ), on a :

B(n + (p - h) z B(n, h) mod (pj).

~Sip=2eth>1

Déterminons à quelle condition sur n on a ~ 2-~+2. Pour cela d’après (4)

il suffit que: 2-~n+1).2-zh + Z _ 2‘1  2"j+~. Ce qui entraîne n  22h(j - 2-~).
Comme B(n, h) = + on a d’après (3) pour p = 2 , h > 1 et n >_ 2h(j + 2~1):

h) -- B (n, h) ~  2"’+2. Or B (n, h) E ?l2, l’inégalité précédente entraîne alors
que:

+ 2~+zh+y h) _ B(n, h)E  2~~.
Ainsi si p ~ 2 ; h > 1 et n > 22h ( j + 2-1 ) on a:

B(n + 2~+2~+’, h) = B(n, h) mod (2~). .

a

Théorème 5.4 Les nombres Bn vérifient les congruences suivantes : :

. si p est premier impair, alors pour tous, h > 1 et n > p2h(l + h + on a:

= Bn mod (ph)

. si p = 2 , alors pour tous h > 1 et n > 22~‘ (h + 2-1 ) on a:

. Bn+23h+1 = Bn mod (2h)

Preuve: D’après le lemme 4.1 on a:

F(x) ~ Fh,p(x) modph Op[[x]].
D’où

~F - Fh,p~B-(0,1) Ç p-h.
Des inégalités de Cauchy, on déduit que :

B (n, h) ~ Bn mod p~‘.

En appliquant le lemme 5.3, on obtient des congruences énoncées par le théorème 5.4. D
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