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ANNALES
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

ASTRONOMIE.

Recherches sur la détermination des orbites des corps
célestes ;

Par M. GERGONNE.

[ % Yo Vi Vio Vi Vo VL, Vi V)

PREMIERE PARTIE.

Déiermination des orbites des corps célestes , par quaire ou un plus
grand nombre d’observations yoisines.

LA méthode que je vais tracer, dans cette premiére partie, est di—
recte ; elle est fondée sur la plus saine théorie; et elle réduit au premier
degré un probléeme généralement regardé comme trés-difficile. Néan—
moins , on la jugera peut-étre plus curieuse qu’utile. Elle suppose ,
en effet, que 'on a au moins quatre observations complétes de lastre
dont il s’agit de déterminer les élémens; elle suppose , de plus, que

Tom. Il. b1



2 DETERMINATION DES ORBITES
Vintervalle de temps qu'embrassent ces observations n’est pas trés-con-
sidérable ; elle suppose, enfin, que ces observations sont assez exactes
pour qu'il soit permisde compter sur les troisi¢émes différences des don-
nées qu’elles auront fournies ; et 'on sent que ce sont li autant de
circonstances trés-difficiles 3 réunir.

C’est donc moins dans la vue des applications pratiques que j’in-
dique ici cette méthode, que pour montrer 1.° quelle influence exerce,
dans la solution du probleéme, la considération des lois du mouvement
auquel observateur est assujetti; 2.° quel parti on peut tirer de la
méthode des differences dans les applications de l'analise ; 3.° enfin,
combien il importe de perfectionner I'art d’observer, puisque des ob-
servations plus exactes, en méme temps qu’elles conduisent & des Té-
sultats plus précis, permettent, dans la recherche de ces résultats , de
substituer , & des talonnemens toujours incommodes et souvent trés—
compliqués , des méthodes directes extrémement simples.

Toutefois , & ne considérer méme la méthode que je vais sommai-
rement présenter que comme propre seulement 4 fournir une approxi-
mation grossitre, peut-étre serait-elle encore de beaucoup préférable
a toutes celles qui reposent sur I'’hypothése d’'un mouvement sensi-
blement rectiligne et uniforme , pendant lintervalle de temps qu'em-
brassent les observations ; hypotheése tout & fait illusoire, comme M.
Lagrange I'a prouvé dans l'un de ses mémoires sur la détermination
des orbites des cométes , et comme je 'ai fait voir, par de nouvelles
considérations, dans un mémoire que jai lu, il y a quelques mois,
3 lacadémie du Gard (*). Fajeuterai qu'en réduisant ainsi le probléme
au premicr degré , en méme tem>s qu'on le simplifie,, on élude une
discussion , toujours pcnible, et souvent tres-délicate , entre les diver-
ses sclutions que peut admettre un probléme d'un degré plus clevé;
ce qui rug parait étre un avauiage iréc-précieux,

(*) Jai prouvd, eatre actres chwses , dans ce wémoire , que, dans Vhypothése Fun

mouvenenl sersiblement 1exd me et uniionas , les mémes données pouvaient rés
bondre 4 wie mbaité de trajecteires duic.entes.
j



DES CORPS CELESTES. 3

Je montrerai, au surplus, dans la seconde partie de ce mémoire,
que ,méme en n’employant seulement que les premiéres et secondes dif-
férences des données fournies par les observations, le probléme de la
détermination des élémens du mouvement d’un astre, n’est que da troi-
sitme degré , si l'orbite de cet astre est assez alongée pour pouvoir
étre considérée comme sensiblement parabolique, et quil nest que du
second degré seulement si, au contraire , le peu d’excentricité de cette
orbite permet de la considérer comme circulaire ; de manitre que le
cas ol Pexcentricité n’est ni trés-grande ni trés-petite , cest-a-dire ,
le cas le plus rare dans la nature, est le seul ot le probléme , méme
pour une premiére approximation , soit indvitablement du septiéme
degré. Mais ces simplifications ne peuvent avoir licu qu’autant qu'on
emploie concurremment les premicres et secondes différences tant des lon-
gitudes que des latitudes observées , ce que I’extréme précision que 'on ap~
porte aujourd’hui dans les observations , semble d’ailleurs suflisamment
autoriser , du moins dans un grand nembre de cas.

Les seules suppositions que je me permettrai dans ce qui va suivre,
et elles sont indispensables pour le but que j’ai en vue, sont 1.° que
les observations sont failtes au centre méme de la terre; 2.° que le
centre du soleil est dans une immobilité parfaite ; 3.° que les masses
de la terre et de l’astre observé peuvent éire considérées comme nulles,
par rapport a la sienne ; 4.° que conséquemment ces deux corps n’exer=
cent aucune attraction I'un sur l'autre ; 5.° qu’enfin il n’cxiste , d’au-~
tre part , aucune cause perturbatrice du mouvement. Au surplus, si
Pon en excepte, peut-étre, la belle méthode de M. Gauss, il n’en est
aucune qui ne soit fondée sur ces diverses hypothéses.

A Tavenir, lorsque jemploirai les coordonnées rectangulaires , le
centre du soleil sera lorigine ; la ligne des équinoxes sera l'axe des
a ; celle des solstices sera Paxe des y ; 'axe de I'écliptique sera celui
des z, et l'angle des coordonnées positives sera compris entre Ariés,
le Cancer et le péle boréal de Iécliptique. Je prendrai le jour moyen
pour unité de temps, la distance moyenne du soleil & la terre pour
unité de longueur, et 1"angle droit pour unité¢ de mesure des angles.
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Enfin, je considérerai les latitudes comme posttives ou comme néga~
tives , suivant qu’clles seront boréales ou australes.

I. Cela posé, soient, pour une époque quelconque 7,

X, Y, Z, les coordonnées d'un astre observé, et R son rayon vec—
teur ;

&, %, les coordonnédes de la terre, et r son rayon vecteur;

« , sa longitude , ou celle du soleil augmentée de deux angles droits ;

£, v, les longitude et latitude géocentriques de 'astre.

1l est aisé de voir qu'on aura

X=rCos.«~-ZCos.sCot.y ,
Y=rSin.«~+ZSin.sCot.y ;

on aura d’ailleurs

(r) x=rCos.z |, (2) y=rSin.« ;
posant donc, en outre ,
p=Cos.eCot.y , g=3Sin.gCotsy ,
ou, ce qui revient au méme,
3) pSin.y =Cos.8Cos.y , (4) ¢Sin.y=pCos.y ,

les deux équations ci-dessus deviendront

®) X=a+pZ ,

(6) Y=y+q¢Z .

IL. Soit considéré le temps comme variable indépendante, et soient
adoptees , pour plus de simplicité, les notations de M. Lagrange. Eh
di,Yérentiant trois fois chacane des deux équations (5, 6), il viendra

(7) X =al pl Z+pZ’

(8) Y =y —g" Z+q92/ ;

(9) XV =l S-plt Z-op! ZI-pZ" ,

(10) Y/ =g/ gl Z—-}wzy’ Zi-qZ!

(1) A= x///+P/// Z+3p” Z/4-3p/ Z! pZ

(1 2) I'///_--;y///+7///Z+37//Z/+3q/Z//+qZ/// -
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Mais , par le principe des aires, on a
(13) XY"—YX/=o, (16) XY"—Y X4 X1 Y1=Y' X/ =0 ,
(14) YZ/'—ZY'=o0,\dous (17) YZ'"—ZY""{-Y'Z1!—_Z/ ¥V =0 ,
(15) ZX"—XZ!"=o0, (18) ZXM—XZ!M4-Z/XN— X711 =0 .

Dans chaque colonne , chacune des équations est comportée par les
deux aatres , en sorte que les six équations n’équivalent réellement
qu'a quatre ; mais , réunies aux huit équations (5,6, «.v0.0, 11, 12),
clles sont en nombre suflisant pour déterminer les douze inconnuecs

X, X, X, X,

Y, »w,xyr, ymw,

Z,Z, 7", Z,

IIl. On a aussi, en vertu du méme principe,

(19> xy//‘yx//:o N d’O“l (20) xy///___yx///—i—x/y//_y/x//_—_0 3
et, bien que ces deux derniéres équations n’expriment que de simples
relations entre les données du probléme ,leur considération n’en est pas
moins trés-importante , & raison des simplifications qu’elles introdui-
sent dans la recherche des valeurs des inconnues.

IV. Pour parvenir aux valeurs de ces inconnues d’une maniére sim-
ple, soient d’abord substituées , dans I'équation (19), les valeurs de
@, 2", y, ¥/ ,données par les équations (5, 6, g9, 10), il viendra

(Xemp Z) (Yt Zimmi ! Zil e Z e Y e Z0) (X1l Zomeap! Zmepp Zi) =0
équation qui, en vertu des équations (5, 6) , peut étre derite ainsi

’ 17/
(X=pZ YY" —qZ! ) —a(q"" Z~+-29'Z")
=0
N N /
—(Y—9Z(X/'—pZ/ )y (p/'Z-2p'Z)

En développant la partie
(X—pZ) (¥ 20— (Vg ) X2

de cette dquation , et P'ordonnant par rapport & p et ¢, on voit quelle
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s'évanouit, en vertu des équations (13, 14, 15), en sorte que I'équa-=
tion devient simplement

(21) (p"y—g"2)Z~+2(p'y— g'®)Z'= 0.
V. Soient, en second lieu, substituées dans l’équation (20) pour
@, al, &l , a
[ A N

leurs valeurs donndes par les équations (5, 6 ,...., 11, 12), il viendra

(X—pZ)( Y”"—q N 3 g1 2l =31 Zil e g Z Y e (X! Zmep Z) (X Vg Z2 Zleg Z") —
— Y——q 2 X”’——p”’ Z—3p” Z/_,3P/ Z”-—p 21 Yo Y/__.qf Z—q Zny(Xt—p" A p’Z /-—pZ//)

Cette équation peut d’abord ,en vertu des équations (5,6,7,8,9,1 o),
étre écrite ainsi:

(X—f? ) (Y"/""'l] Z///)_(Y_q zZ) (X/”"'"P Z”’)-{—(X/—-p ZN( Y//__q 2y Y/_.q Z (X”'—P Zm l
__,x(q//,/z+3q//Z/+3q/Z//)__(x/+p/Z) (‘]”Z+2f7’Z')"'P'}’”Z ==
+}’(P///Z+3P/"Z/+3PIZ”)+(j"+fi’Z) (Pllz_‘_:plzl),i_qlxllz S

En deiveloppant la premi'ére ligne , et Vordonnant par rapportap etg,
on voit qu'elle s’évanouit, en vertu des équations ( 16, 17 ,18);le
surplus de I’équation est , en réduisant,

(p"ly =g ) Z4-3 (ply=—y ) Z/+3 (pcy.-q la) ol 'y ”—-q’p”) Z2=0.

(22) +(P’b"—¢]”x') +2(Pf}”—t]’~1‘/)

—(plyl—g /")
V1. Soit enfin différentide I’équation (21) ; on aura ainsi ‘
(Pm)""llmx) Z+3(p’(7'—-q”x) Z/+2(Pb,_9/x)Z//=0.
(=3) :
@y g )L H2ply—q'x)

- 1 s L atl "
Eliminant alors Z”, entre les équations ( 22, 23 ) , il viendra
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(p"ly=—q'1x) | ZA3@y=gx) | Zid2(plqmgipt) Zos=0:
GH H @y—ge) | d2py—g'e)
+2(ply"—g'x"

Eliminant enfin Z’ entre les équations { 21 , 24 ) , et divisant par Z 1'é-
quation résultante , on en tirera

3Py =g/ )4 (ply=—q'x) (ply""—q 2 J==2(p'q/ =g P’ ) (Xy'==y &) —2(py—q'2) (p' gt ')
4Py =Py =4 ‘ '
VL Pour calculer cette valeur de Z, il faudra d’abord , & l'aide des
valeurs de 7 et « qui répondent a Uépoque 7, et que donneront les
éphémeérides , et par les lois connues du mouvement de la terrc, déter-
miner 7/, 7/ et «/; d'ou, par les équations (1, 2) , et leurs différen-
tielles premiéres et secondes, on conclura, pour la méme- époque,
les valeurs de @/, %/, 2/, y//, dont les dernieres , en vertu de I'équa-
tion (19), ne renfermeront pas «”.

Y

Ensuite , 3 Paide de plusieurs longitudes et latitudes observées,
dans le voisinage de 1’dpoque #, on calculera, par la méthode que
M. Laplace a indiquée (*) , les valeurs approchées, toujours pour
Vépoque ¢, de &, 8/, g, 675 v, o, ¥, ¢/”. Recourant alors
aux équations (3, 4), et 4 leurs différentielles des trois premiers ordres ,
on en conclura les valeurs correspondantes de p, p/, p”, p'’, g,
9’5 g, ¢/’ ; au moyen de quoi tout se trouvera connu dans la
valeur de Z.

Z ¢tant ainsi déterminé, Péquation (21) fera connaitre Z/, et on
obtiendra ensuite X', X/, ¥, ¥7, par les équations (3,6, 7, 8)
Appelant donc 22 le rayon vecteur , pour I'époque ¢, on aura

R= X142
de plus, en formant la quaniité
XX--YYV 22,

() Yoyea Méanique coleste , tom. 1, pag. Igj
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suivant qu'on la trouvera positive ou négative , on saura que 1’épo--
que ¢ suit ou précede celle du périhélic.

VIIL. Ces préliminaires établis , rien ne seera plus facile que de
déterminer les élémens de lorbite, en suivant la marche tracée par

Villustre auteur de la Mécanique céleste (*) et qul revient a peu prés
A ce qLu suit :

Soient posés

YZ'—ZY'=A, Xg —(Y/2+Z/2)§+X/(YY/+Z'Z/)=D ,

3
H
ZXN—XZ'=E, ¥ gi“‘(Z’2+X’z)§+f’(ZZ/+XX’)=E ,
XP—¥N=C, 7} % (T2 XAV T)=E 5

équations dans lesquelles, en désignant par § la durée de Vannée syn
dérale, on a -

4=
e==

KRR
posant , en outre,
A-B4-C =6, D4-EA-F:=H" ,
on trouvera

it
2pu—H (X2 X 2 Z112) ?

1.° demi-grand axe =

2.° rapport de Pexcentricité au demi—grand axe =

|

A
3.° Tang. Long. du neeud ascendant =—=

\A4B?

C >

4.2 Tang. inclinaison de Porbite =—

(*) Voyez Mécanique céleste , tome 1, page 160.

5.°
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5.2 Tang. Long. du périhélie sur écliptique = %‘_ ;
DX+4EY+4FZ

HR ’
enfin, désignant par ¢ le demi-grand axe , par e le rapport de l'ex—
centricité & ce demi-grand axe, par ¢ I'anomalie, ct posant

I_e T 1
Vl—-_;e Tang.;¢v=Tang.1u ,

6.° Cos. anomalie vraie =

on aura

7.° Epoque du périhélie ;'lj:(u—eSin.u)Vi; ; le signe 4~ ou le

signe — devant étre pris, suivant que I’époque # précéde ou suit celle
du périhélie.

DEUXIEME PARTIE.

Détermination des orbites des corps célestes , par trois ou un plus
grand nombre d'observations yoisines.

Dans la premiére partie de ce mémoire, je n’ai fait uniquement usage
que du principe des aires, et il m’a fallu, pour suppléer aux autres
circonstances connues du mouvement des corps célestes , recourir aux
troisiémes différences des longitudes et latitudes observées, ce qui sup-
posait quatre observations au moins. Ici j'aurai indifféremment recours
4 toutes les lois qui résultent du principe de la gravitation, ce qui
n’exigera plus que l'emploi des secondes différences, et ne supposera
pas conséquemment que les observations doivent étre au nombre de plus
de trois. Je conserverai d’ailleurs les conventions et notations déja adop-
tées dans la premiere partie.

VIII. L’équation (21) donne

/] 1f iy /1 22
(25)  Z/=-— zﬂ(p{y—_"q—/ﬁz ,
d’od résultent, par les équations (7, &)
Tom. II. 2
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(26) X/ = x/—-l-{ ﬂ_M% zZ,

2(ply—q'x)

( g(py——=g''x)
o /=l /.__________g .
(27) Y=yt 9= =% 5

si ensuite on substitue dans I’équation (13) les valeurs données par les
équations (5, 6,9, 10) , en ayantégard aux équations (19, 21) ,il
viendra

(py—q2)2"'=(py"—g2") 2+ (pg"—qp") Z°~-2(pg'—gp"\ Z 2’

multipliant cette équation par p/y—g¢’z et éliminant Z/ au moyen de
Péquation (21), il viendra

(Py—g42)(py—g'2)Z=
Py =) Py g5 ZA (pq P Py =g Xy —(pg =g Py =g 0}
équation qui se réduit a
(py—g2)ply—q'x)2" =
Py—g'2)py—g2) 2@ 9" —q'p" Npy—q2) 2" ;
mais , en vertu de ’équation (19), on a
substituant donc et divisant par py——qx' , On aura

;_Z{(p’j’"—l]’x”)"l'-(}?'l}”—l]'P”)Z} .

‘ Z
(28) Ply—g'x 7

d’ott on conclura , par les équations (g, 10) et par la formule (25),
en ayant toujours égard a 1équation (19) ,

XV = (a,+rz)§ (p y’/ —q'x//)+(p q”——q’p”) Z}
Ply—y'x

(29)
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(30) yr="Y 12Dy~ PN ZY
Py—q'x
Voild done X, Y, X/, Y7, Z/, X, ¥, Z/, déterminés en fonc-
tion de Z; etil est essentiel de remarquer 1.° que les valeurs de X,
Y, X/, Y sont complétes du premier degré en Z ; 2.° que celle de Z/,
aussidu premier degréen Z, ne renferme point de terme sans Z; 3.° que
les valeurs de X/, Y7, sont completes du second degré ; 4.° enfin
que celle de Z7, aussi du second degré en Z, ne renferme point de terme
sans Z.

IX. Il nous faut donc une équation de plus pour déterminer nos
inconnues , et le principe de la gravitation donne, comme lon sait,

.

Z( X Y422 =2 2

équation dans laquelle  a la méme valeur que mnous lui avons déji
assignée ( VII ). Faisant donc les substitutions et divisant par Z* il

viendra

(B0 (g g PN (o 2 22
—ype

Cette équation semble devoir monter au 8.™¢ degré; mais elle ne s'¢-

1éve réellement qu'au 7.™¢, comme nous allons le voir (*).
Le dernier terme de cette équation est .

Fy/'—g'a" )@=y Y= (Py—9'2)"

mais , les lois du mouvement étant, pour la terre, les mémes que
pour lastre observé, on a

X/ = Ladad » ] Fy 5
3
(xz_*v,z)f (x2+yz)‘;

(*) Cette équation équivaut & celle qui a été donnée par DI. Laplace. Voyez Ia
Meécanique céleste, tome 1T, page 20g.
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p/_g;//_q/)r//:-___ M ;
@yt

c¢ qui donne, en quarrant, chassant le dénominateur et transposant,
(P/x”—7/}’”)2(372'!__)’2)5—1“2 (p/y-—q/x)z =o0;

d’ou P’on voit en effet que , le dernier terme de ’équation (31) étant zéro,

elle ne doit s’élever seulement qu’au septieéme degré.

Cette équation étantrésolue , on en déduira les valeurs de 27, X, X7,
Y, Y7, comme ci-dessus , et on achevera absolument le calcul comme il
a été indiqué dans la premiére partie. ‘

X. Nous allons montrer maintenant comment le probléme se simplifie
dans les cas les plus ordinaires, c’est-a-dire, dans les cas d’une trés-grande
ou d’une trés—petite excentricité,

Supposons , en premier lieu , que le demi-grand axe soit assez grand
pour pouvoir sensiblement étre supposé infini, ou, ce qui revient au

méme , supposons que l’asire observé soit une comete ; d’apres I'expres~
sion que nous avons donnée du demi-grand axe , nous aurons alors

(32) 2p=RX*4-Y"+2Z/*) ;
ee qui donnera, en quarrant etintroduisant la valeurde R*en X, Y, Z,
(33) 4 = (XA Y A-Z (XY Z7%),

il est aisé de voir que la substitution des valeurs de X, ¥', X/, ¥7,
Z’, ne fera monter cettc équation, en Z, quau 6.™° degré seule-
ment (*) ; mais ce n’est pas la plus simple que l'on puisse employer,
dans ce cas, pour parvenir 4 la solution du probléme.

On a, en effet, par le principe de la gravitation , ainsi que nous
Vavons déja rappelé ,

(*) Cette équation équivaut & celle qwa donné M. Laplace. Voyez la Mécanique
célesie , tome 1.°% , page 216,
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AT Y =z,

et Iéquation (32) peut d’ailleurs étre mise sous cette forme
ou= (XX 2 (X427 5

multipliant donc ces deux équations I'une par l'auatre, il viendra, en
réduisant et transposant

B 22X ZNFZ(XY 2R =0 ;

équation qui, par la substitution des valeursde X, ¥, X/, ¥/, Z/,
Z", ne sélevera, en Z , qu'au troisi¢tme degré seulement; elle pourra
donc c¢tre résolue directement, par les tables trigonométriques ; et si
elle a toutes ses racines réelles, on n’admetira que celle d’entre elles
qui satisfera & peu prés & Déquation (31); Phypothése d'une orbite
parabolique pourra étre admise avec d’autant plus de fondement que
cette valeur y satisfera d’une maniere plus approchée (*).

On voit donc que , dans le cas de la parabole , on a une équation
surabondante ; on en pourrait faire usage pour éliminer les secondes
différences soit des longitudes soit des latitudes géocentriques, et c’est
ainsi gu’en use M. Laplace. Il résulte de 1a que cinq données seulement sont
suffisantes pour la détermination compléte des élémens du mouvement
d’une comete.

XI. Supposons , en second lieu, que Lorbite soit assez peu excen~
trique pour pouvoir &tre sensiblement considérée comme circulaire , ainsi
quil arrive pour la plupart des planétes , du moins lorsqu’on n’aspire
(0’2 une premicre approximation ; dans ce cas, f1 et conséquemment f22
devra étre constant ; on aura donc, a la fois,

(35) XX'+YY'+ZZ'=o0,

(") Les équations (32, 33) étant combinées entre elles, pourraient conduire & une
équation du premier degré seulement qui serait, sans doute , fort difficile a obte~
nir; mais qui, par Peffet des réductions , pourrait peut-élve devenir assez simple.
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(36) XY 2 XX A-Y YV Z 71 = 0.

Apres les substitutions , ces équations seront , la premiere du second
degré et la seconde du troisitme , en Z ; il sera donc facile d’en déduire
une équation de relation entre les données du probléme et une valeur de
Z au premier degré, Cette valeur substituée dans I’équation (31) donnera
une nouvelle équation de relation. Sices deux équations se trouvent sa-
tisfaites , on sera assuré que Lorbite est en effet circulaire ; et comme, par
leur moyen , on pourra éliminer de la valeur de Z les secondes diffé-~
rences tant des longitudes que des latitudes géocentriques , il s’ensuit que
deux observations seulement seront alors suffisantes pour résoudre com-
pletement le probleme.

XII. Considérons maintenant le cas ou la trajectoire décrite serait rec—=
tiligne : on aurait alors

X=mZ4g, Y=nZ-%,
m,n,g,k étant des constantes ; de 1a résulte
X =mZ' Y =Zn’,
X/ =mZ!" YV'=nZ" i
et par suite
XZN—ZI X! =0, Y'Z!I—Z/X'=0 ;

équations qui, en vertu des équations ( 14, 15 ) , peuvent étre changées
en celles—ci

(37 XZ2'—ZX'=o, (38) YZ'—ZY'=o;

ces derniéres prouvent qu’alors le mouvement est dirigé vers le soleil.
Aprés les substitutions , ces équations ne seront que du premier degré
en Z , et elles fourniront , avec I’équation (31) , deux équations de con—
dition qui serviront & vérifier 'hypothése du mouvement rectiligne , et au
moyen desquelles on pourra faire disparaitre de la valeur de Z les se-



DES CORPS CELESTES. 15

condes différences des longitudes et des latitudes observées ; ainsi,encore
ici , deux observations suffiront pour résoudre complétement le probléme.

XIII. Pour compléter cette théorie , il nous reste encore 4 examiner
deux cas : ce sont 1.° celui ol I’astre observé serait dans une immobilité
parfaite ; 2.° celui ot son mouvement serait a la fois rectiligne et uni-
forme. Dans le premier cason a, i lafois,

X =0, Y =0, Z/ =0,
X'=o0, Y'=o0, Z"=03

et comme les équations du mouvement sont en général
{-GX F’Y .uZ
//, —— 7/, — //, ——
Xl =0, Y4+ =0, Z/'+F=o,

on voit q’elles ne peuvent étre satisfaites qu'autant que R est infini,
c’est-a-dire, qu'autant qu’une au moins des trois coordonnées X, ¥, Z ,
est elle-méme infinie.

Les équations (7 , 8) deviennent simplement dans ce cas

x/tpZ=o, y-Aq¢Z=o0,

-d’oit on tire

N
I
I
!
I
|
I

si donc ni p ni ¢ ne sont infinis , c’est-a~dire, si v n’est pas zéro , on
devra avoir

p/=o, p=~Constante ,
c’est-a-dire
g'=o, g=~Constante ;

% =Tang.e= Consiante

V p4q:=Coty=Constante ;
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ainsi les angles 8 , v , doivent étre les mémes pour des observations faites

a diverses époques, Cest , par exemple , ce qui arrive pour les étoiles
fixes.

XIV. Dans le cas d’'un mouvement 4 la fois rectiligne et uniforme ,
on a seulement

X'=0, Y=o, Z'=o0;
ce qui suppose encore qu’une au Toins des coordonnées X, ¥, Z , est

infinie , du moins en ayant égard & toutes les lois qui résultent du prin~
eipe de la gravitation ; mais I'équation (28) donnant alors

. vl
y AT ’.J_‘Z._.._.q_._ ;
plq//_..qlpll
H . . ) L . LR ) 3 — &
si p ou ¢ ne sont pas infinis , c’est-a-dire, si 'on n’a pas =0, on devra
avoir

7’9" —qp=o0,
équation dont I'intégrale complete est
Mp~+-Ng=13;
ou, par les équations. (3, 4 ) ,
MCos.e~4-NSin.g=Tang.y 3
on aura pareillement , pour deuX autres observations ,
MCos.p,-+NSim.p, =Tang.y, ,
MCos.p,-+NSin.g,=Tang.y, ,

iminant les deux constantes I/ et N entre ces trois équauons s On arri—
vera a I'équation de condition

Sin.(8,~¢, ). Tang.y=Sin.(# ;«=5).Tan gw.Sin.(g—p,) Tang.y, =0}

et Uhypothése d’'un mouvement rectiligne et uniforme ne pourra étre
admise qu’autant que les données fournies par trois observations vérifie~
ront cette dernitre équation.

GEOMETRIE.



