ANNALES

DFE. MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES,

FERRIOT

Géométrie. Application de la doctrine des projections a la
recherche des principales propriétés de I’ellipse

Annales de Mathématiques pures et appliquées, tome 2 (1811-1812), p. 240-248
<http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1811-1812__2_ 240 _0>

© Annales de Mathématiques pures et appliquées, 1811-1812, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de Mathématiques pures et appliquées » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1811-1812__2__240_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

240 PROPRIETES

GEOMETRIE.

Application de la doctrine des projections ¢ la recherche
des principales propricles de Lellipse ;

Par Al. FerriotT, Licencié &s sciences , professeur de
mathématiques au lycée de Besancon,
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1. J ’APPELLE E/lipse la projection orthogonale d'un cercle sur un
plan qui n’est pas paralltle au sien. Jappelle Centre de cette el-
lipse la projection du centre du cercle sur son plan. Jappelle en-
fin Diamétre de Uellipse toute droite qui, tracée sur son plan , passe
par son centre, ct se termine de part ct d’autre 4 la courbe. Tout
diametre de Vellipse est donc la projection d’un diametre du cercle.

Toutes les projections d’'une méme- figure sur des plans paralléles
entre eux étant dgales, je supposerai , & I'avenir, pour fixer les idées ,
que le plan de Tellipse passe par le centre du cercle , de maniere
que lellipse et le cerele auront le méme centre. Je désignerai par
a le rayon du cercle , par ¢ linclinaison de son plan & celui de
Iellipse , et je ferai , pour abréger, aCos.te=5.

2. On voit par la que Uellipse a avec le cercle un diamétre commun
égala 24, et que le diamétre de Dellipse perpendiculaire & celui-la est
2aCos.0=24. 1l est de plus facile de démontrer que le premier de ces
diametres est le plus grand, et que le dernier est le plus petit de
tous les diametres de Vellipse. Je les appellerai & Pavenir /e grand
aze ct le petit aze.

3. Soient pris le grand axe pour axe des z et le petit axe pour axe des
y,de maniére que le centre de la courbe soit lorigine des coordonnées.
z et y élant les coordonnées d'un point quelconque de Dellipse, les

coordonnees
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coordonnédes du point correspondant du cercle seront z et Cl- ; on
0s.¢

aura donc, par la propriété du cerele,
2

2 Ly - =a’, ou 2*Cos.*¢-4y*=a*Cos.20. ;
08,2

ou , en multipliant par 2,
a*2*Cos.*t+-a*y*=a*Cos.*s ;

ou enfin

bzxz+azy::a253 3

équations connues de lellipse d’ott on déduira que les quarrés des
ordonnées , soit au grand axe, soit au petit axe, sont aux produits
des abscisses correspondantes dans un rapport constant qui est celui
des quarrés de ces deux axes.

4. Soient menées dans lellipse , sous une inclinaison quelconque,
tant de cordes paralléeles qu'on voudra ; les cordes du cercle dont
elles seront les projections seront aussi paralléles; ces derniéres auront
donc leurs milieux sur un méme diamétre qui sera perpendiculaire a leur
direction commune, et les tangentes aux extrémités de ce diamétre seront
paralleles & ces cordes.

Les projections , tantdu diametre que des tangentes, seront un diamdtre
et des tangentes a lellipse ; ce diameétre de Dellipse passera donc par les
milieux des cordes paralléles, et les tangentes 4 ses extrémités seront
paralléles & ces cordes.

Ainsi, Dans lellipse , des cordes paralléles ont toujours leurs
milieux sur wun méme diamétre , et les tangentes aux extrémités
de ce diamétre sont paralléles @ ces cordes. De cette propriéié
résulte le moyen de déterminer le centre d’'une ellipse donnce.

De méme qu'une suite de cordes paralleles ont toujours leurs
milieux sur un méme diameétre de Vellipse , réciproquement tout
diametre de lellipse coupe en deux parties égales un systeme de
eordes paralléles. En effet ce diamétre étant la projection d’un diametre

Tom, 11, 34
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du cercle, et ce dernier coupant ea deax parties égales toutes les
cordes de ce cercle qui lul sont perpendiculaires , sa projection cou-
pera aussi en deux parties ézales les projections de ces cordes.

5. Parmi toutes les cordes quun méme diametre de Dellipse par~
tage en d:aux parties égales , il en est une qui , passant par le
centre , est elle-méme un diam3tre. Lies diamétres du cercle dont ces
deux-1i sont les projections ¢tant perpendiculaires entre eux, les tangen-
tes aux extrémités de chacun d’eux sont paralleles & 'autre; il enest done
de méme des projections de ces tangentes 4 I'égard des projections des dia-
metres. Ainsi, Dans Uellipse , un diaméire étant mené arbitrairement ,
on en peut tovjours mener un second de maniére que les .langenfes
aux extrémilés de chacun d’eux soient paralléles & lautre; Alors

aussi chacun de ces diamétres partagera en deux parties égales les
cordes paralleles & l'autre.

Deux diamctres ainsi disposés sont ce que nous appellerons
Yavenir des Diamétres conjugués de Vellipse. Ces diamétres conju-

guds sont donc les projections de deux diameétres rectangulaires dans
le cercle.

6. 1l est aisé de voir , d’aprds cela, que,dans Tellipse, il ne peut
y avoir quun seul systtme de diametres conjugués rectangulaires ,
et que ces diameétres sont les deux axes de Dellipse.

7. Pour que deux diamétres conjugués de l'ellipse soient épaux
entre cux, il faut que les deux diamétres rectangulaires du cercle
dont ils sont les projections soient également inciinés au plan de
cette ellipse 5 ils doivent donc aussi dtre également inclinés a la
commune scction des plans des deux courbes. De 14 ils est aisé
de conclure que les deux diamétres du ccerele dent les projections
sont des diameétres conjugués égaux de Uellipse, doivent dtredirigds suivant
les diagonales du quarré circonscrit dont deax cotés opposes sont
parallcles et les deux autres perpendiculuires au grand axe de lel-
Jdipse. De la résulte la propesition suivante :

Dans [cllipse, les diamétres conjuguls dgaur sont diriges suivant
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les diagonales du rectangle circonscrit dont les cétcs sont paralicles
aux deux axes.

8. Soit circonscrita lellipse un paraliclogramme dont les cotés soient
paralleles & deux diametres conjugués; ce parallelogranime sera /5)
la projection d'un quarré circonscrit au cercle. La're de ce quarié
étant 4a* , celle du pa'mfidngramme seta 4o Cos.b= Jeb=1na.2b.

Ainsi, Tous les purallelojremmes circonserits a ellipse, de ma-
niére que leurs cotés sofent paralléles & deux diamétres conjuguds
sont équz’m[@ns enire eux ¢t au recfzmgle consiruit sur ses deux
axes. (*)

9. Scit 24/ un diamétre quelconque de ellipse , projection d’un
diamdtre du cercle faisant un angle « aves le dinmetre de ce cercle
perpendiculaire au gravd axe; syit o Uabseisse commune au cercle
eta lellipse répondaat a Uexwremite du diamétre 247, et soient enfin y
Pordonnée de Tellipse et .y l'ordennee du cercle répondant & cette
méme extremnité , on aura

x=aSns , y/=aCoss, y=y/Cos.0,
donc
a”:x’+y":a’Sin.zs—l—y/’Cos.za:aZSIn.=a+a’Cos"z.Cos.20 s
c’est-a~dire ,
a”=a*S'n.*~+Cos.%:Cos.%0).
Si, ayant ensuite mené dans le cercle un diametre ’perpendicuhfre’
au premier, on designe par -4/ ca projection sur lellipse , laquelle

sera le conjugud du diameétre 24/, on trouvera, par des considéra-
tions semblables ,

(" Ilfaut bien se garder de dire , comnie on le tro.uve dan. quelques traitds élé-
mentaires , que tous les parallélogrammes circonscrits & une méme ellipse sont
équivalens. Loin que celte proposition soit vraie , on peut toujours se propescy de
circonscrire 4 une ellipse donnée un paraﬂélogram@e dont Paire et les angles soient
donnés.
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b*=a*{Cos.*+4-Sin.*Cos.?0) ;

1

done
a’*4-b* = a*(1+4Cos.*y=a*+4-b* ;
ou
4a* 30 =440 ;
c’est-a-dire :

Dans lellipse, la somme des quarrés de deux diaméires conju=
gués quelconques est une quantité constante et égale & la somme
des quarrés des deux axes.

10. Désignons par « et g les angles que font les diamétres con-
jugués 24’ ct 25/ avec les diametres du cercle dont ils sont les
projections. Soient 2/, ¥/ les coordonnées d’un point de Dellipse
rapporté 4 ces deux diamétres, et x, y les coordonndes correspon=
dantes du cercle, on aura "

x! v
xr= I e 3
Cos.a’ ¥ Cos.B ’

mais on a
2*~yr=a* :
substituant donc, il viendra
x/*Cos.” g+y/*Cos.*e=a*Cos.*aCos.?8 ;
mais on a aussi A
a’=aCos.« b’=aCos,s ;
substituant donc, il viendra
b/zx/z+a/:y/z =a’?b’,

Ainsi; L'équation de lellipse rapportée & deux diaméires conju~
gués quelconques , est de méme forme que léquation aux axes.

11, On sait que laire de la projeciion de toute figure plane sur
un plan incliné au sien,est ie produit de Vaire de cette figure par
le cosinus de linclinaison des deux plans. En remarquant donc
que laire du cercle est we®, et désignant par E laire de lellipse,
on aura

E=%a*Coss=w=ab= ‘H(\/a_l».-)'
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c’est-h-dire :

Laire de Uellipse est égale a celle d’'un cercle dont le diaméire
serait moyen proportionnel entre ses deux azes.

12, On appelle cordes supplémentaires d’une ellipse , deux cordes
qui partant d’un méme point se terminent aux deux extrémités d'un
méme axe ou d’'un méme diametre. Il est aisé de voir que deux
pareilles cordes sont les projections de deux cordes supplémentaires
du cercle, lesquelles étant essentiellement perpendiculaires entre elles
sont conséquemment paralltles & deux diamétres rectangulaires dont
les projections sont des diamétres conjugués de Dellipse.

Ainsi, Dans lellipse , deux cordes supplémentaires sont toujours
paralléles & deux diamétres conjugués.

De ce principe résultent 1.° le moyen de mener une tangente 3
Pellipse par un point pris sur la courbe ; 2.° le moyen de déter-
miner deux diamétres conjugués qui fassent entre eux un angle
donné.

13. Soient p , g les angles formés respectivement d'un méme .
c6té , avec 'axe des z, I;ar les deux diameétres conjugués 24/ et 24/ ;
et soient p/, ¢’ les angles formés avec le méme axe par les deux
diametres rectangulaires du cercle dont ceux-la sont les projections:
on aura,comme l'on sait

1+Tangp/Tang.g’=a ;
mals on a aussl
Sinp=Sinp'Cos.¢ , Sin.q:Sin.g’Cos.o ,
Cos.p=Cosp’ ; Cos.g=Cos.g’ ;
d’ou
| Tang p=Tangp/Cos.¢ , Tang.g=Tang.g’Cos, ,
ce qui donne

‘TangpTangg a*
Tangp/Tang.q/= e =;Tang.pTang.q ;

il viendra donc en substituant,

b ~-a*TangpTang.g=o ;
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relation connue et dont la combinaison avec les théordmes énoncés
(8) et (9, fournit la sclutien de tous les problémes relatifs au rap-
port de grandeur et de situation des diameétres conjugués et des
axes.

14. Par le petit axe de lellipse scit cenduit un plan faisant avee

'

. . . b . . .
le sien un angle dunt le cosinus scit — , et soit projetée lcilipse
a

orthogonalement sur ce plan ; soient &, 5 les ccordennées d'un point
quelconque de lellipse, et 2/, y/ ccles du point correspondant de
sa projection, on aura .

mais, on a d’ailleurs
brtatyr=a*b;
substituant donc , il viendra, en divi:ant par a2,
ﬂ/3+.)’/2:52 :
ainsi la projection de lellipse est un cercle dont le rayon est 5.

15. Par les deux extrémites du grand axe de 1'é1!ipse et par l'une
des extrémités du petit, soit fait passer un arc de cercle ; ces trois
points seront les seuls points communs aux deux courbes, puisqu’elles
ne peuvent se couper en plus de quatre points, et que, si clles
avaient quatre points communs, & cause de la symctrie de la higure,
elles en auraicnt au meius cing. 1L est en cutre ais¢ de voir que
le centre du cercle étant sur le petit axe de Peilipse au-deld du
centre de cette courbe, les tangentds menées a ce cercle par les
extrémités du grand axe coupcront Ueilipse , puisqu’ellés formeront
des angles aigus avec ce grand axe.

Aivsi, L'arc de cercle qui pesse por les deux  extrémités du
grand axe et par l'une des eatrimiics du pelit est intérieur &
Lellipse. , o .

Oa dimontrera , par 4 semblables esn<idérations , que L'arc de
eercle qui passe par les devv extremités du petit axe et par l'une
des cxirémités du grand est extériewr a4 lellipse.
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De 1d il est facile de conclure, 1.° Que de tous les angles ins-
crits qui s'appuyent sur le grand axc ,le plus grand est celul qui
a son sommet & [lexirémité du petit 5 2.° Que de tous les angles
inscrits qui s'appuyent sur le petit axe,le plus petit est celui qui
a son sommet a lextrémité du grand.

De l'une et de Pautre de ces propositions et de ce qui a été dit,
(7) , résulte que Zangle obtus formé par les diaméires conjugués
égaux de lellipse estle plus grand que puissent former dwwx dia-
métres conjugués.

16. Soient une suite de cercles égaux situés dans des plans diffcrens ,
sc¢ coupant tous suivant un diamétre commun. Sion les projette sur un
plan quelconque passant par ce diameétre, leurs projections seront une suite
d’cllipsesayant le néme grand axe. Soit pris cet axe pouraxedesabeisses ;
si, pour une abcisse quelconque , on mene les ordonnées correspondantes
de tous les cercles, les projections de ces ordonnées se confondront en
une seule droite qui sera une ordonnée commune a toutes les
eli'pics. Que par les extrémités des ordonnées aux différens cercles on
mene des tangentes a ces cercles, ces tangentes iront toutes se
terminer au méme point du prolongement de leur diamétre commun ,
c’est-a-dire , du grand axe des ellipses; et les projections de ces
tangentes , lesquelles seront des tangentes aux cllipses , concourront
aussi en ce point,

Ainsi , 8¢ une suite dellipses ont le méme grand axe , les
tangentes menées @ ces ellipses par les points ou elles sont cou-
pées par une perpendiculaire quelconque a ce grand aze, concourront
toutes en un méme point de son prolongement. On démontrerait
facilement, & I'aide de ce quia éié observé (14), que la méme pro-
priété a lica par rapport & une suite d’ellipses qui auraient toutes
le méme petit axe.

Ce qui precede suffit pour montrer combien la doctrine des pro-
jections est propre A simplifier la d¢monstration d*un grand nombre
de propositions de géamétrie. Nous terminerons par observer qion
se procurcrait plus de ressources encore en recourant aux princi es
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de la perspective , comme quelques géometres en ont déji fait
Vessai. Iin particulier, il secrait trés-facile de déduire de ces prin-
cipes les methodes connues pour mener, avec Ja régle, une tangente
3 une section conique, soit par un point extérieur, soit par un point

pris sar la courbe (*).

(* Voy. la note de la page 338, du L.¢f volume des Annales.
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