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QUESTIONS

Troisiéme solution ;

Par M. TEDENAT, correspondant de la premitre classe de
I'lnstitut, recteur de l'académie de Nismes.

Soient A et B les deux joueurs, m et n leurs adresses respec—
tives, p et ¢ le nombre des jetons qu’ils ont chacun.

Soicnt, dans un état quelconque du jeu, 2 le nombre des jetons
de A ct Z, son espérance; au coup suivant, cette espérance devien—
dra Z,,, ou Z,, ; or, la probabilit¢ qu'elle deviendra Z,,,

n

m oy
t la probabilité gqu’eclle deviendra Z,._ st
estm+n, e pr q -1 € s
donc, en vertu d’un principe connu (*),

. On aura

m Z + n 7
x—m+n it B x-1 9

ou

mZ, —m+n)Z A+nZ, ,=o ;
équation linéaire du second ordre, aux différences finies, entre les
deux variables x et Z.

Pour lintégrer , nous ferons usage de la méthode donnée par
M. Lagrange, dans les Mémoires de l'académie de Berlin , pour.
1775 ().

Posant done

Zy=o", dou Z. =&+ | 7. =}
il viendra, en substituant, et divisant par «*! ;

ma*—(m=-n)etn=o ,

(*) Voyez ci-dessus page 341,
(**) Voyez aussi le Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul integral de
M. Lacroix , deaxicme édition, Pages 575 et suivanles,

( Notes des éditeurs. )
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ou encore
(ma—n) u—1)=0 ;

ce qui donne pour « ces deux valeurs

d’ott on conclura

et par conséquent
Z.= G+H(-"— ) :
m

G et H étant des constantes arbitraires.

Pour déterminer ces constantes , nous remarquerons 1.° que, si A
n’avait plus aucun jeton , son espérance serait absolument nulle ,
puisque la partie se trouverait terminde au profit de B ; a.° qu’au
contraire il avait p~-g jetons; son espcrance se trouverait changée
en certitude , puisque la partie se trouverait terminée a son profit,

On voit donc que

=0 doit répondre Z,=o ,

[

(R

x=p-¢q doit répondrec Z,=1 ,

eec qui donne les deux équations

o=G-+H, 1=6+H(~ )”“ 5

mP+1 mp+9
C=——— He———

T Pt 9e—nf+1 mP+9e—pP+9

substituant donc dans la valeur de Z,, clle deviendra

mX—n*

- . P+9-3 .
Sl r R R >
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or, lorsque A ax jetons, B enap—-g—a ; désignant donc par y le
nombre de jetons de B lorsque A ena x, on pourra écrire

mY (m¥—nXx)
Z= T

me T e—pt’ T

Si T'on désigne par Z, lespérance correspondante de B, on aura

pareillement

n¥ m¥—n")
Zy= it
Telles sont donc les espérances respectives de A et B, lorsque le
premicr a z jetons et le second y ; si donc on designe simplement par X
et ¥ lcurs espérances respectives lorsque le premier a p jetons et
le second ¢, ainsi que la question le suppose , on aura

., mimP—r?) nP (m9—n)
= e————_—_—— = —————,
7,1P+‘Z_..ni-"+‘l ’ nzp"l’q-—nl)"l‘q

Dans le cas particulier ot 'on a n=m, ces valeurs semblent
devenir 2; mais, si on les reduit d’abord a leur plus simple expression ,
on a pour ce cas

A= L , Y= LA
Pty Pty
comme on pouvait bicn le prévoir.

Les résultats auxque!s nous venons de parvenir servent i résoudre ,
non seulement la question proposée, mais encore les deux questions
suivantes:

1.° Quelles dofvent étre les adresses respectives des deux joucurs
pour gi’en leur disiribuant un nomlre de jelons donné d'une maniere
deterininde , lours esplrances respectives soient proportionnefics o des
nombres donnds ?

2.° Les adresses respectivres des dewuxr joucurs étant conmves, de
quelle nanicre fuut~il ripartiv entre eux un pombhre de jeions donné,
pour gue leurs esperances respeclives soicnt proporifonuclles d des

nomlies donids 2
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Nous allons donner un exemple de chacune de ces deux questions.
Exemple I. On donne 4 jetons & A et 2 3 B ; quelles doivent
dtre leurs adresses respectives pour que l'espérance de A soit a celle
de B comme 850 est & 81 ?
Ona idXzégi’%:;%OnadePlu5P=47'(]=2,etp+q:6;donc
830 me(mi—ni) _ mi(m>+n?)

got mb—nb mi-f-mani--nt

ou, en chassant les dénominateurs, transposant, réduisant ct divi-

81 ( 7;—)4—1-81(—:?- >2——850=0 .

Cette équation donne d’abord

( m \2 —81=45-31
) 162 ’

. . . . . m . . . . -
rejetant la racine négative qui rendrait — imaginaire, il vient
n

sant par n*,

m 2 2l . 5
(-—-—):-—— d’ou =
n 9 3

ainsi 'adressede A doit étre & celle de B dans le rapport de 5 & 3,
Exemple 11 Tiadresse de A ¢tant & celle de B dans le rapport

2 \

de 3 4 2, de quelle maniére faut-il repartic 5 jetons entre cux
pour que leuars espérances soient dans le rapport de 135 4 56 2

133 135

— = m=3 n=2 =5 ‘ot
135476 211 ? » P > dlod

Onaict XY=

g=5--p; done

155 S5-I Py DS 35-P
2.:;—— PO 211 ?
GUu
135=a 3=z 2Y
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d’or
2 \p_ 4 2 \2
(57=5=G:)
donc p=2 et conséquemment ¢=3; ainsi il faut donner 2= jetons
aAet3 3 B.

Quant a la question proposée dans la note de la page 224 de
ce volume , sa résolution complette exigerait une discussion dans
laquelle nous n’avons pas actuellement l2 loisir de nous engager. (*)

Nous nous bornerons donc a remarquer que, # désignant toujours
le nombre des jetons de A, & un coup quelconque, et z expri-
mant le nombre des coups qu'il reste encore a jouer, pour que la
partic finisse; si l'on représente par Z, , la probabilité¢ que la partic
finira précisément aprés ce nombre de coups , cctte probabilité, au
coup suivant , deviendra Z_,, ,., ouZ, , ,.,;or, la probabilité

m
u’elle prendra la premiére de ces deux valeurs est —— , et la -
q P P matn pro

o n . .
babilité qu’elle prendra la seconde est ———_*—:-; on doit donc avoir
m 2]

m n
Z, = — R e/
xst e X5 , ¢ l+m+n X-E,t-1 93

équation du second ordre aux différences finies et partielles entre
les deux variables indépendantes x, ¢ et leur fonction Z. En posant,

pour abréger ,
m=M(m~+n) , n=N(m+nr),
elle devient

Zx,r=JM'Zx+x ;t-!+NZ “ry to1 - (A)

Pour intégrer cette équation , on peut encore fairc usage de la

(*) Cec probléme a été aussi traité par M, Laplace: voyez les Mémoires des

Savans étrangers; tome VIL, page 153.
( Note des editeurs. )
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méthode de M. Lagrange deja indiquée (*). Posant donc

x N — -
nytza“ gty dloll Z,yr,p=aartrigrt y Laets gy =aa™1p00
il viendra, en substituant , divisant par g«*"'4*"% et transposant ,
T
ﬂ[&’——-ﬁx—i—z\ =0,

cette équation étant successivement résolue par rapport 4 « et
a 8 donne

_ peETIN _ MedN |
—_ T, B= 3
2M “

de 13, en développant en série,

x —3
e v e — MNﬁ""—I—f—f—-—M Nagr-4 e [, ... !

pt=Mta'4- z Mt Net 4 - -E:I'M"zlv'“'""*" seeee 3
1 1 2 ?
done

Z”t__ 7&;{ ﬁr+l_ — M_N‘B’-H‘z_l__ . —-M’N’[S"+x' —_— ; ,

Z., ,=,,{ Mfux+r+—'- Mot Nt 2D s gty
N I 1 2

or, on sait qua ces va]eurs on peut substituer celles-ci

x x=—3 N2
T 0L X‘p\ =)t et

z o @t-t)—

"‘"-—M" 1

2= Mt (o) o = M-t N (z4-1—2) - } : L‘;’.Mf- N2 (-4,

puis encore celles-ci

1 *x N xr x=—3 N3
= -J:‘-;;-Zo,x.q_t""‘-l-'ﬁ;'rzgsx-w.z'}' _I-

Z

0 X4t-47 ">
2 D3 +1-4

(*) Voyez le Traité de calcul différentiel et de calcul intégral de M. Lacroix;
tome 1%, page 248, n.® 1o1a,
( Note des éditeurs. )
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4 . ti—r .
Zx, t-—‘l\'Ith.;.f ’ Q+TIT’IP‘.Z\ZI+1_“°+ -1— ———_’rlt 1-‘:\3Zx+t-4 , °+..;

s

voila donc deux intégrales de I'équation (A), et il est méme aisé

de s’assurer , @ prior: welles la rendent identigue ; mails on voit
? > q 2

qu’elles supposent que l'on connaisse I'une ou lautre des premicres

bandes horizontale ou verticale de la table & double entrée dont cette

¢quation exprime la loi.

= —




