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RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS. 5:

ANALISE.

4

Doutes et réflexions , sur la meéthode proposée par
M. Weronskr , pour la résolution generale des équa-

tions algebriques de tous les degres ;

Par M. GERGONNE.

[ v S Vi Vo Vi W Vo V]
&

DEUX mémoires , sur la résolution géndrale des équations, viennent
de paraitre successivement , dans lintervalle de quelques mois.
M. Coytier qui, peu avant, avait déja publié quelques observations
sur les équations algébriques (*), est l'auteur du premier de ces

(*) Brochure in-4.° de 16 pages , chez Eberhart, rue du Foin-St-Jacques,
n.e 12, a Paris, :
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deux mémoires (*) , dont jaurais , trés-volontiers , rendu compte
dans ce recucil , si lauteur avait exposé ses idées d’une maniére
plus précise, et qui prétat moins a larbitraire. M. WWronski, déja
connu par un ouvrage irés-remarquable (**), est l'auteur du
sccond (***). Ce dernier mémoirz renferme proprement une méthode;
et cetie méthode , dont auteur promet de développer les principes

dans un ouvrage plus étendu, s’y trouve exposée avec autant de
netteté que de concision. M. Vronski admet en principe que # , 5,
Py ser Py désignant les m racines m™¢ de l'unité, et m étant le
degré d’une équation en x, privée de son second terme , les racines

Ly oy Xyy Xyyeeead, de cctle équation peuvent toujours étre mises
sous cette forme

&=y R4 2+P:\"}5_;.+""°+PT-' \’7%;::7 (A)

xm: PmVZ+P:;0§+P;&Z+"“+Pm- ! ‘”7 me 19

£1 9829 B3 90 esEm., €tant des quantitds & déterminer , que M. Wronski
appelle les parties constituantes des racines , et qu'il suppose devoir
étre , dans tous les cas, les racines d’'une méme dquation du
(n—r1)™° degré’, qu’il appelle la réduite , parce qu’en effet c’est a la
résolution de celle-ci que doit se réduire celle de la proposée.

(*) Brochure in-4. de 16 pages et deux tableaux, chez le méme libraire.

(**) Voyez le 2.2 volume de ce recueil, page 65.

(***) Brochure in-4.° de 16 pages, chez Klostermann fils , rue du Jardinet,
ne 13, & Paris.

.
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1l n'est donc question que de former cette réduite , et voici,
pour cela, comment Vauteur proceéde. Il pose; sans les démontrer,
m équations, qu’il appelle fondamentales, entre deux classes distinctes
de fonctions des racines de la proposée. Les fonctions de la premiére
classe, au nombre de m™ ", sont celles que M. VWronski a désignées
par la caractéristique hébraique Aleph , dans sa Plhilosophie des
mathématiques : ce sont les développemens des 72™* premiéres puis—
sances de la somme des racines de la proposée , dont les termes
seraient privés de leurs coefliciens numériques. Les fonctions de la
seconde classe , au nombre de 7™ * seulement, que l'auteur désigne
par le symbole £, et sur lesquelles je reviendrai tout & 'heure, sont
telles qu'en y substituant pour »,, x,, #,,....2, leurs valeurs
hypothétiques , données par les formales (A), elles deviennent des
fonctions rationnelles et symétriques des élémens £, , £, , £, 5.« fm.y 3

2

et comme, d’un autre coté, les fonctions A/eph sont réductibles en
fonctions dés coefficiens de la proposée, soit immédiatement , par
les principes connus, soit, plus commodément , & Vaide d'une loi
de dérivation que M. VWronski indique , il en résulte que les équations
fondamentales peuvent étre amenées 4 mne plus renfermer que les
ccefliciens de la proposée , combinés symdtriquement avec les élé~
mens £;, £, 5 E35000Em.

Ces équations , ainsi transformées, se trouvant en nombre supérieur
d’une unité a celui des élémens qu’elles contiennent ; l'auteur prescrit
d'en éliminer tous ces élémens , excepté un quelconque, qu’il désigne
simplement par £, et pour la déterminstion duquel il obtient conséquein-
ment deux équations, dont les degrés , en supposant que I'on procede
2 Délimination de la manitre la plus simple, paraissent devoir étre
1.23....(m—1) pour Pune, et 1.2.3....(m—2)m pour lautre.
M. Wronski affirme que les premiers membres de ces deux .e’quatiorm
auront un commun diviseur q.ui sera du (m—1)™®¢ degré sculement,
et qui, égalé & zéro, serala réduite cherchée.

Ce procédé réussit complettement pour le troisitme degré; mais

je Wai pas eu,.je l'avoue , le courage d’en terminer lapplication
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au quatriéme, ot l'on est obligé de calcul‘er 16 fonctions £ et 64
fonctions A/cph. 11 n’y a méme guere- d’apparence que personne
songe A D'étendre au cinqui¢me degré, poar lequel les € doivent
étre au nmombre de 125 et les Aleps au nombre de 625; et ou il
faut finalement chercher le plus grand commun diviseur entre deux
polynomes, I'un du 24™° et l'autie du 30™¢ degrés.

Quant aux fonctions désignées par le symbole & ; sans expliquer
ici en détail la loi de leur formation, ce qui ne se pourrait sans
donner A cet article plus d’étendue que le mémoire de M. VVronski
n’en a lui-méme, je me bornerai a dire qu’elles sont formdées , d’une
maniére réguliere, avec les sommes de puissances des degrés m ,
2m, 3my....,m™ " *m des valeurs hypothétiques des racines de la
proposée , exprimées par les formules (A); en supposant qu’aprés
avoir développé ces sommes de puisances, on supprime dans leurs
développemens tous les termes irrationnels. Cette précaution est au
surplus inutile , pour le troisitme degré , ol les termes radicaux
s’évanouissent d’eux-mémes par les propriétés des racines de 'unité ;
mais il n’en est plus ainsi pour les degrés plus élevés. Si'donc M.
Wronski n'avait déja donné des preuves de son profond saveir, on
serait tenté de-craindre qu’il ne se fut laissé égarer ici par I'analogie ,
et qu'il n’ait cru trop légérement que, les termes affectés de radicaux
disparaissant d’eux-mémes dans le troisitme degré , ilsidevaient
également disparaitre dans les degrés plus élevés.

M. Wronski croit étre le premier . n’avoir pas fait subir de
modifications 3 ses méthodes , pour les appliquer au 4.™° degré;
mais il me semble qu’en cela il se trompe. La forme qu’il assigne
aux racines , dans tous les degrés, est, en effet, exactement celle
que DBezout leur avait assignées avant lui (*), avec cette seule
différence qu’au lieu des quantités £, , &3 5 £; y+-o+ Zm.q » Ce sONt les

’quantités Vi, ‘m/—g:, {7?:, sV #m-; que Bezout cherche i déter~

(*) Voyez le volume Jd’algebre de son Cours, 2 l’{]sage de la marine. Voyez
aussi les Mémoires de U'académie des sciences de Paris, pour 1762 et 1765,
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miner. Cela doit, & la vérité, élever un peu plus le degré des diverses
€quations ; mais en posant

_ _ .
a=— s s b=V =T s

on rendra tous les calculs de Bezout immédiatement applicables aux
formules de M. VVronski.

Ce rapprochement entre les deux méthodes semblerait nous autoriser
4 douter du succés de la dernitre , méme des le 4.™° degré. 1
parait, en effet, résulter de I’analise de Bezout que , dans ce cas
particulier %, , %,, %, ne sauraient étre , comme l'annonce M.
Wronski , les racines d'une méme équation du 3.™° degré;
mais que , tandis que £, est donné , & part , par une équation
du 3¢ degré, g, et ¢; se trouvent donnés simultanément , par
une équation du 6. Il pourrait se faire , au surplus , que la
méthode de M. VVronski, exacte seulement lorsque 72 est un nom-
bre premier, dit étre modifide dans le cas contraire.

M. WWronski observe, en terminant son mémoire , que, dans la
question qui vient de loccuper, le point capital est la connaissance
de la forme que les racines doivent affecter. 1l est trés-vrai, en
effet, que si, pour tous les degrés , les racines devaient avoir la
forme que lauteur leur ‘assigne , et si sur-tout les quantité-s 2o s
%25 &5 5e..e%m., devaient &tre , comme il le prétend , les racines
d’une méme équation du (m—1)™¢ degré; le probléme de la résolution
générale des équations algébriques pourrait, par cela seul, étre regardé
comme complétement résolu. On va méme voir que , dans cette
hypothése , on pourrait, pour chaque degré, parvenir 2 la réduite
par une méthode qui, en méme temps qu’elle serait incomparable-
ment plus courte que celle qu’indique M. WWronski, aurait en outre
Pavantage de porter avec elle sa démonstration,

Soit, en effet, » un nombre entier quelconque , moindre qué
m  Soient muliiplides respectivement les équations (A) par (7, (7,
fi>eevepme En prenant la somme des produits, et se rappelant que
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n+1+Pu+1+Pr;+l+” +Fn+;_o ,
+1+F7:+1+Fn+2+”” +Pn+z__.o R

o . @ s 8 ¢ s s ¢ s e s s e s “ e e s 00 3

m

P, +P, ATt =m
+I+PM+1+Pm+1+ +Pm+¢

3

2

4 ¢ 4 4 ® o 8 & e s 8 4 s e B s e s s e s 22 e s

il yviendra
m ===
P’x’xx+P’zlxn+P':x;+ see +P;;xm=m \/ %m-n L]
d’our
Em. gpx+rx+px+ etz 1"';

faisant successivement, dans ce dernier résultat, n=rm-—1
m—3,....2, 1, il viendra

) 4

' \
t, = -7;-;‘% S Tt ... +p$“.xm %m

b 4
g. -_ Tn—zg m-z,x +Pm-"nx +Pm—‘.x +..-- +Pm- §m

L = #zg\r”x""-x,-l"f',’""x."‘h"’.x,-l-....+FZ"’.x"’}’"  (B)

R I R I I T T S O R B B I B I L Y

I
im-:=;ﬁ;§h.x, 02, —I—-p;.x, +....+pm..x'"§”’

/
Avec ces valeurs il sera facile de former, en fonction de z,, z,,

Xy yeveay, les divers coefficiens de la réduite ; et, si les asser—
tions de M. VWronski sont exactes, ces coefficiens devront , aprés
le développement et les réductions résultant des propriétés des racines
m.*2¢ de P'unité, se réduire & de simples fonctions symétriques de

Ly Xyy &y,.... Ty , exprimables conséquemment par des fonctions
rationnelles des coefficiens de la proposée.

Quelque
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Quelque simple que soit cette méthode, comparée i celle de M.
Wronski , elle est susceptible encore de quelques perfectionnemens
il convient de ne pas négliger. En premier lieu , en affectant
les seconds membres des équations (A) du dénominateur commun
m, ce qui est permis, tant que les élémens £, £,, £, ,0.008, .,

pY

ne sont pas encore déterminés , on parvient évidemment 2 délivrer
.
» . I .
les valeurs de ces élémens du ceeflicient — qui les affectent toutes,
mw

En second lieu , soit désignée simplement par p une racine m™®
de l'unité qui ne soit pas, en méme temps, racine de l'unité, d’un
degré inférieur & 7, ainsi qu’il pourrait arriver si, ¢ étant pris au
hasard , m n’ctait Ppas un nombre premier. On poarra remplacer
Pr s Pas Pg oe-eepm PAT g, ¢*, ¢°, e.p” ou 1. Il nentrera donc , dans
les calculs, qu'une seale racine de I'unité ; et Pon n’aura besoin,
pour opérer les réductions, que d’avoir égard aux seules ¢quations

pm:-l et 1+P+p2‘+ P1+....+Pm-l:O.

Ainsi, en posant, pour les valeurs hypothétiques des racines,

oV Y Bt ey ™ V bmer } -

——— mo

s
{

x,zé{ﬁ{?'g,-{—p‘vz,—!— V2t ‘r‘fﬂm'”\/gm-zg s
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sur quoi il faut remarquer qu’en vertu de I’équation pm=1, on pourra

sabstituer aux exposans de ¢ supéricurs & m—~1 le reste de leur
division par m.

Si I'on veut appliquer cette méthode 2 4 Iéquation du troisitme degré,
sans second terme, 2’4prtg=o ,

'?eﬂ/é 4760}
=:{ ‘/2 ~+r V/éz)
~;§ Vit Vil
il yiendra ainsi ¢ =Fr, 2, 42,) ,
t, =z, Frx, a3 s

d’olt on conclura , en développant , et faisant usage de l’equatxon
14-rp*=o0 ,

on poscra

i -

s

2(ai-Fai-Fa)

—3(@\ @t 2 T2 2 a2, 7))
“r1ox, 2,7, , 4

Lt = {22} — (12 a2 2, 2P

vemplacant les fonctions symétriques des racines de la proposée par
les fonctions équivalentes des coefficiens p et ¢, il vigndra

zl+zl =

bt =—279 , at,=—270";
la réduite cherchée sera donc

. Ptargz—27pi=o0,
Maintenant donc que M. WWronski a entre les matns un moyen
-beaucoup plus court, et peut-étrc plus direct que le sien , pour
former ses diverses réduites, c’est 4 lui de voir si, en eflet, ses
principes se vérifient au deld du troisitme degré, 1l ne s’agit ici,
jen conviens , que d’un travail purement mécanique; mais ce travail

est néanmoins nécessaire pour légitimer A nos yeux les méthodes

de D. Wronski, jusqu’a ce qu’il nous ait clairement développé les
principes sur lesquel il les a fonddes.
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Fapprends, 3 linstant, que le méme géomdtre vient de publier
le Prospectus d&’uvne REFUTATION de la Théerie des fonctions
analiiigues de M. LAGRANGE. Jignore ce que peut signifier le mot
réfutation , dans la langue de M. VVronski, laquelle, comme Von
sait , n’est pas celle de tout le monde. Mais , suivant l'acception
commune , pour qu’un ouvrage soit susceptible d’¢tre réfuzé , il faut
non seulement que cet ouvrage renferme des erreurs, mais que, de
plus , ces erreurs y soicnt prédominantes, et qu’clles en constituent,
pour ainsi dire, lessence et le fondement; or, je ne sache pas que
rien de pareil existe dans le livre des Foncitons. Que M. VVronski
consacre un ouvrage a défendre la méthode de Leibnitz contre celle
de M. Lagrange, 4 lui permis, sans doute. Il pourra méme trouver
beaucoup de gens de son parti, aujourd’hui sur-tout , ot I'on aime
tant A rétrograder en toutes choses. Mais un tel ouvrage ne sera
point proprement une réfutation du livre des Fonciions. Son illusire
et modeste auteur a moins cherché, en effet , dans ce livre , 3 faire
prévaloir ses idées qu'd montrer simplement qu’a la métaphysique
obscure , et souvent trompeuse, sur laquelle on avait établi jusqu’ici
le calcul différentiel , il était possible de substitrer des idées trés—
exactes et trés-lumineuses, et j’ai peine a croire que lon puisse

jamais parvenir & nous prouver qu’il n’y a pas complétement réussi.




