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DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAN. 319

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Théorie analitique de la ligne droite et du plan

Par M. Brer , professeur de mathématiques d la faculté
des sciences.de I'académic de Grenoble.

(o Sa Vo Vo Vo Vi g Yo )

Novs avons déjd employé dans ce recucil (*), pour exprimer
analitiquement une droite dans D'espace , trois équations telles que
a=a-ar3,

'}’=ﬁ+‘57° ’

z. = y+tcr* ,
nous avons observé que «, g, » étaient les coordonnées- d’un point
fixe , pris 4 volonté sur la droite; que r ¢était la distance variable
de ce point fixe & un point mobile de la méme droite ; et qu’enfin
a, b, ¢ étaient trois constantes , déterminant la direction de la
droite dont il s’agit, et ne variant pas conséquemment lorsque cette
roite se meut parallélement & elle-méme. Ces trois constantes doivent
d’ailleurs étre lides par une relation que nous avons donnée alors ,

mais que nous allons enseigner A déterminer directement.
Substituons d’abord ‘i notre droite sa paralléle passant” par Porigine ,
et dont les. équations seront conséquemment’

x=qar,
y=br, ()
z=cr ;

et supposons, pour un moment , que les coordonnées soient recfan-
gulaires ; 7 sera alors la diagonale du parallélipipéde rectangle
construit sur x, y, z; dou il suit qu'on aura:

(*) Voyez notamment la page 93 da IV.® volume,.
Tom.V , n° XI, 1.°% mai 1815.. 44
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2y =r
c’est-i-dire , en substituant et divisant par r*,
a-b4cr=1 .
Soit ensuite une autre droite
x/'=alr!
y/=br! (r)
z/ =¢'r’
rapportée aux mémes axes; nous aurons pareillement
a* bt =1
et ensuite, par un théoréme sur les triangles rectilignes,
(w—ap4-(y—y') (22— ) =r*~-r/*—2rr/Cos.(r, ') ,
ou , en substituant, ayant égard aux rclations ci-dessus , réduisant,
divisant par 2r7/ ct trans[;osant
Cos.(r , ry=aa’-bb'4-¢cc’

Cela posé, concevons présentement que les équations (r) appar-
tiennent & un systeme d'axes non rectangulaires, Par la méme
origine concevons un systéme rectangulaire ; soient ¢, u , ¢, les
projections de r sur les axes de ce systeme; en sorte qu'on ait -

P—utAet=rt
soient de plus 2, y, z les projections obliques de 7 sur les axés
‘Primitifs; et solent enfin
v o, u o, v, A x

2, w', ¢ , % les projections respectives de { y ,

/ 77 /7 :
i”, 172 > v/ N zZ ,

sur les axes rectangulaires, ce qui donnera conséquemment
v otul ey r=at
/. —_—
17 2+u / z+v// z__yz ,
P ull e gl =

et en outre, par ce qui préedde,
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-
P31 Gy ! !t 11 — yzCos.('y y Z)
1 uy Attt = z22Co0s(z , x) ,
Y thtuw w ! ¢! =ayCoslxz, y) .

Présentement r est diagonale commune de deux parallélipipédes
Pun rectangle ayant pour ses arétes #, u, v, et l'autre obliquangle’,
qui a pour arétes x, y, £ dont nous connaissons les projections
sur celles du premier ; or, comme on peut aller d'une extrémité
de r & son autre extrémité en parcourant ces lrois arétes, il s'en-
sutt qu'on doit avoir

l:l/—l—-t”—l—i/” y

u= v/l ul

p=pl gt/ Fpltl
En prenant la somme des quarrés de ces équations , et ayant égard
3 toutes les relations ci-dessus, on aura

r*=g*+y*4z*4-2yzCos.(y, 2)4222Co0s.(2, #) 422y Cos.(x , ¥),

substituant enfin pour z, ¥, z leurs valeurs donnédes par I'équa-
tion (r) et divisant par r*, on aura, pour la relation demandée,
a*+-b*-c*4-25cCos.(y , 2)F2¢aCos(z, x)+}2abCos.(x, y)=1. (R)

Il est aisé de voir qu’en supposant.

a=1, b=o, ¢c=o0 , )
b=1,c=0, a=o, r deviendra Yo M
c=1t , a=0 , b=o0 ; S

Soient

=atdp , a=atgg,
y=step , y=ps+hq,
z=y+fp , z=o+kqg .
Les équations de deux droites passant par um méme point. Si
par ces deux droites on coengoit un plan, et que sur les grandeurs
et directions de p et ¢ on construise un parallélogramme , son
sommet variable opposé au point de concours des deux droites sera
donné par les trois équations. '



332 LA LIGNE DROITE

z=wtdp-tgg ,

y =#-teptbg ,

z =o+fpt+tkg .
Or comme, en variant les grandeurs et les signes de p et g, ce
sommet peut devenir un quelconque des points du plan o il est
situé, et n’en peut jamais sortir; il s'ensuit que ces équations sont
- celles de ce plan.

Dans le cas particulier ol «, 8, » sont nuls, le plan passe par

Porigine , et ses équations sont sim'plement

r=dp+gq »
y=epthq . ) (P7)
z.—:fp+kq .
Ce plan passe alors par deux droites dant les équations sont
a=dp , x=gq ,
y=e (P y=hy, (9)
z=fp; z=hq ;

d’ol il suit qu'on a, entre les six constantes d, ¢, f, g, %, k,

qui déterminent la direction du plan pg, les deux relations
d>~erfofenef Cos.(y » 2)4-2fdCos.(z , x)4-2deCos.(x , y)==1 , ®
>+hkie2hkCos.(y , 2)4-2kgCos.(z , x)~+28hCos.(x , y)=1 ; Q

miis les trois dernidres sont tout 4 fait indépendantes des trois
premiéres. .
On doit remarquer encore que, lorsqu’on a,

{,e:,x,f::zo,d;:o,g\ »

k=1, 8==0 , h==0 ; Yz s

f=1 s d==0 4 e==0 R ) . .
{ 8~1, h==xo , k=o0; } , pq  devient %y, ) an
d==1 , e=0 , f=m0 , <
' xy o
h==1 ) k=0 » §==0 ; L . ’

Cherchons l'angle de deux droites 7, 7/ ; si Fon joint leurs ex~
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teémités par une droite on formera un triangle rectiligne , dans
lequel on aura, par.ce qui précede,

(z—a)~-2(y—y")(z—2"}Cos.(y , 2)
r*~-r/*—rr/Cos.(r , r’)=‘ ~d(y—y’)4-2(z—2z")(@—2a’)Cos.(z , x) -
| F(z=z')*~-2(x—2")(y—y")Cos.(x, ¥)
En substituant pour z, .y' y 25 &, ¥y 2/ leurs valeurs ar , or,
e, or' by | r’ , ayant égard aux relations (R), (R/), ré-
duisant et divisant par —277/, on aura
aa’-4(bc’4-cb)Cos.(y , z) !
Cos.(ryr\= { =bb/+(ca’t-ac’)Cos.(z, x) ) . ¢y
A-ce’+(ab'+ba’)Cos (2 , ¥)
Si, au moyen des conditions (I) , en fait successivement coincider
la droite 7/ avec chacun des axes, on aura
Cos.(r , x)y=a-+4bCos.(z , y)4cCas.(z, z) ,
Cos.(r, y)=b4-cCos.(y , z)+aCos.(z, y) , ) (2)
Cos.(r , z2) =c+aCos.(z , 2)+bCos.(y, 2) ;
mais I'équation de relation (R) peut étre derite ainsi
a§a-+bCos.(x 5 y)+4cCos (2, )}
-4 b4-cCos.(y , z)+aCos.(x, y)}
¢ §c4-aCos.(z , 2)+6Cos.(y , 2)}
elle pourra donc (2) étre remplacde par celle-ci
aCos.(r , #)+5Cos.(r , y)~+cCosr , z)=1 . (3)
Pareillement , on peut écrire ainsi la formule (1)
@’§a=bCos.(x , y)+cCos.(z, 2)} |
Cos(r, r')= { '} b=4cCos.(y , 2)+aCos.(z, IRE
¢/ { c+aCos.(z, z)4+bCosy , z)}

on pourra dong (2) lui substituer celle-ci

Il
L)

“e
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Cos(r ; r')=a'Cos.(r , £)=b/Cos.(r , y)+-¢’Cos.(r, ;. (4)
et il est clair qu'on pourrait écrire pareillement
Cos.(r ,r')=aCos.(r, x)+ZCos.(r’ y ¥)cCos.(r/ , z) « (5)
" En posant, pour abréger,
Ar=1==Cos.2(y, z)=—Cos.2(z, x)—Cos.2(x , y)+2Cos.(y , 2)Cos.(z, ) Cos.(x, 7) »
les équations (2) donnent

1 { Cos.(r,x)Sin. 2(y,z)==Cos. (r,y)§Cos (¢,y)=—Cos.(y,2)Cos.(z, x)}§
Az z ~—Cos.(r, 2),Cos.(z, 2)=—Cos.(x, y)Cos.(y,2)

\

a

—_

1 {Cos (r,y)Sm 3z ,2)—Cos.(r,2){Cos.(y,2)—Cos.(z,x) Cos.(x, y)

}E, ¢ (©6)
A ~Cos.(r x){Cos.{x,y)-—(‘ 05.(7,2)Cos.(z x)}
3

1 sC«os.(r,z)Sm 2(x,y)—Cos. (r,x){Cos (z,6)y="Cos.(x, ¥)Cos.(y, ;
- AZQ_ ——Cos.(r,){Cos.(y,2)—Cos.(z, x)Cos. (a7} }
Si lon substitue ces valeurs dans l'équation de relation (5),
obtiendra la suivante qui exprime la relation entre les six angles
que forment deux 4 deux quatre droites  , ¥, z, r dans l'espace
ou, ce qui revient au méme, entre les six distances deux & deux
de quatre points quelconques d’une sphere ,
Cos.z(r,x)SinB(y,z)-zCos.(r,y)Cos.(r,z){Cos.(y,z)-Cos.(z,x)Cos.(x,y)} ]
Ar={4-Cos.2(r,y)Sin.2(z,x)~2Cos.(r,z) Cos.(r,x) Cos.(z,%)-Cos.(x,y) Cos.(y,2)} . (7)
+Cos.2(r,z)Sin.2 (x,y)-2Cos. (r,®) Cos. ()] Cos.(x,y)-Cos.(y,z) Cos.(z,0)}
Les mémes valeurs substitudes dans la formule (5; la change en
celle-ci, qui fait connaitre angle de deux droites 7, 77/ en fonction
des angles qu’elles forment avec trois autres droites x, ¥y, z ou,
ce qui revient an méme, la distance entre deux points d’une sphére
en fonction des six distances de ces deux points & trois autres.
points, gris arbitrairement sur cette sphére

42Cos.(r;ry=Cos.(r;)Cos.(,)Sin.2(y,2+Cos.{r, ) Cos.(r', 1) Sin.2(z,xy4-Cos.(r,2)Cos.(,)Sin2w,) ).
—{Cos.(r,2)Cos (7, 7)+Cos.(r, y)Cos. (r',z)} Cos.( ¥2)=—Cos.(z,2) Cos. (x, )}

8).
—~Cos.(r,x)Cos.(r",z)4-Cos.(r,z) Cos.(r,x)  { Cos.(z,x)=—Cos. (x,7)Cos.(y,2)} p O

={Cos.(r,5) Cos.(r/,2)4-Cos.(r,x) Cos.(r/, )} {Cos.(x, y)~Cos.( y,z) Cosiz,x) 3
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Cherchons présentement I'angle d’une droite r avec un plan pg;
et d'abord occupons-nous des conditions de leur perpendicularité.
Pour que r soit perpendiculaire & pg, il est nécessaire et il suffit
quelle le soit & la fois aux deux droites p et ¢ ou , ce qui
revient au méme , que les cosinus des angles qu’elle forme avec

ces deux droites soient nuls, ce qui donne (5)

aCosp, 2)+bCos.(p 5 ¥)+cCos..p, z)=o0 ,
aCos.(q, xH—i—ﬁCos.( 7 > ¥)+cCos.(g,z)=o0 .

Si I'on combine ces conditions avec la relation (R) , en posant,

(9)

pour abréger ,

X=Cos.(p, y)Cos.(7 , 2)—Cos.(p, 2)Cos.(7, ) »
Y=Cos.(p, z,Cos(¢ , )—Cos.(p, x)Cos.(g , z) ,
=Cos.(p , x,C05.(¢,y)—Cos.(p,¥)Cos.(g , ) ;

et ensuite
2= 21-5 { Xoof- Y2222 Y ZC08.(y 5 2) 422X Co5.(z 4 2)4-23XYCos.(x, ) }

il viendra

X Y z
a== . b=, =1 (10)

Mais on a (2)
Cos.(p , x)=d+eCos.(z , y+4fCos.(z, z) ,
Cos.( pr, y)y=e—+fCos.(y, 2)4dCos.(x, ¥) ,
Cos.(p , 2)=f+4dCos(z , z)4eCos.(y , 2) ;
Cos.(q , x) =g+hCos(x, y)+kCos.z , x) ,
Cos.(q, y) =h=+kCos.(y , z)4gCos.(z, ¥) ,
Cos.(7 , 2) =k~+gCos(z , x)+ACos(y, 2) .
Substituant donc, ct posant encore, pour abréger,
A=ck—fh ,
B=fg—dk ,
C=dh—eg ;

il viendra
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X=ASin2(y, ’z)-—B{Cos,(x , ¥)=Cos.(y 4 2,Cos.(z, x)}-—C{Cos.(z ,%)==Cos.(x , y)Cos.(y ,z)'}f ¢
Y=BSin.2(z, x)—C{Cos.(y*, 2)=—Cos.(z , x)Cos.(x ,y)}-—AiGos.(x 1y ¥)=—Cos.(y , 2)Cosi(z y %)} »
Z=CSin.>(x , y)-—AgCos.(z , £)=Cos.(x., ¥)Cos.(y , 2)}—B{Cos.(y , 2)=Cos.(z , x)Cos.(x , )} »
et de la on conclura
A*Sin(y , z)~—2BC{Cos.(y, z)—Cos.(z, #)Cos.(z, y)}]
IT*={ +B*Sin.*(z , #)—2CA{Cos.(z , )=Cos.(x , y)Cos.(y , 2)} .
+4-C*Sinxw@ , y)—2A4B{Cos.(x, y)—Cos.(y, 2)Cos(z, x)}
Ainsi, @ , b, ¢ pourront étre exprimés immédiatement, en fonction
de dye, f, g 2,k et des angles que forment deux a deux les
axes des coordonnées.
Cherchons présentement l'angle de la droite r avee le plan pg.
Pour l'obtenir, imaginons une autre droite 7/ perpendiculaire a ce
plan ; nous aurons.
Sin.(pg , r)y=Cos.(r, 1) ;
¢’ est-a-dire (1),
a{la+bCos.(x , y)+tcCos.(z , x)}
Sin.( pg;, )= { +5/+cCos.(z , x)4-aCos.(z, )}
—-c/{ c+-aCos.(z , )+hCos.(y , 2)}

Mais ici les valeurs de 4/, &7, ¢/ sont les mémes que celles de
@, b, c dans le cas précédent; on aura donc, en. substituant’,
: X§a+bCos.(x,.y)+cCos/z, 2)}
.. I . '
Sin(pg., r):—-—A—HA ~+ Y{b4-cCos.(y , z)+aCos:(x, )} ) ;-
“+Z {c+aCos.(z:, 2)45Cos.(y , 2)}
eu, en mettant’ pour X, ¥, Z. leurs va'eurs-
) AaA4-3B4<C).
Sm:(Pf, ,)=,_£”__+E_+_‘__’ 5 (¢S5
on pourra- don¢: exprimer immédiatement Sin.(pg ,r) , en fonction
de a, b,c,d,e,f,g,h,k et des angles que forment deux.
% deux les axes dés coordonndes..

S;,.‘
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Si, au moyen des conditions (I) , on fait successivement coincider

7 avec les trois axes, on aura
Ad )
II

Sin.(pg , )=

Sin.(}W,y):énf ,» p(12)

. AC
Sin.(pg , z)= - -

/
Si, au moyen des conditions (II) , on fait successivement coincider

Pg avec les trois plans coordonnés , on aura
Aa )

>

Sin.(yz, ?‘):m

Ab
Sin.(z , x) ’

Ac

Y (13)

Sin.(zz , )=

Sin.(xy, r)= m )

Si, enfin , par le concours des conditions (I) et (II), on fait

successivement coincider le plan pg avec chacun des plans coordonnés
et la droite r avec 'axe qui lui est opposé, il viendra, en chassant

les dénominateurs,

Sin.(y, z)Sin.(yz, 2)=4 ,

Sin.(z, #)Sin(zz , y)=A4A , » (14)

Sin.(z , y)Sin.(zy , z)=A .
ces dernitres équations prouvent que, dans tout triangle sphérique,
les produits des sinus des cotés par les sinus des arcs perpendi-

eulaires , abaissés sur leur direction des sommets opposés , sont constans.
Silon compare & I'équation (r1) la somme des produits des équa~

tions (12) par @, &, ¢, on aura
Sin(pg,r)=aSinpg, x)+bSin.(pg, y)+cSin(pg , z) ; (15)
équation qu’on aurait pu, au surplus, déduire immédiatement de
Véquation (5).
dom. V. 45



338 DE LA LIGNE DROITE
En observant que , d’aprés les valeurs de 4, B, C en d, ¢;
fr8> k%, oma
dA~4-eB4-fC=o0 ,
gA+hB+kC=o ;

les équations (r2) donneront encore
dSin(pg , z)+-eSin.(pg , y)+fSin.(pg , 2)=0 ,

&Sin(pg , 2)+-ASin.(pg , y)+kSin.(pg , z)=o0 .
Laa comparaison des équations (13) et (r4) donne

(16)

Sin(yz, 1) Sin.(zx , ) __ Sin(xy, 1)

(17)

Si I'on substitue ces valenrs dans la relation (3), on arrivera & ee
théoréme

Sin.(yz, ) Sin.(zx, 1) Sin.(xy , 1) _ 8
Stz ™) Cos.(r,@)+ Sin(e% ) Cos.(r, y)+ _———-Sin‘(xy, Z)Cos.(r,z)__l . (18)

T Sin(yz,®) > SinGzx,y ’ T Sin(xy,2)

Si l'on substitue ces mémes valeurs dans la formule (5) , on aura

Sin. (yz,7r) Sin.(zx , 1)

Cos.(r,1)= ———=Cos.(r,2)} ———= Cos.(r" , ¥)
Sin.(yz, x) Sin.(zx, )
'S'MCOS.(T’ s Z) . (19)

Sin.(xy , 2)

En les substituant enfin dans la formule (15) en obtient

. Sia.(yz, ) Sin.(zx , r) \
Sin(pg, 7= g ey SPe ) g Sindpg s 1)
Sinley, D) Sinpg,2). (20)

Sin,(xy , £)

Occupons-nous, en dernier lieu, de la recherche de I'angle de
deux plans pg , p’q’. Le cosinus de cet angle n’est autre que le
cosinus de deux droites r , 7/ qui seraient respectivement per-
pendiculaires & ces deux plans, On auradonc, (1) et (10),
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XX4-(¥ Zt}Z Y7 Cos.(y, 2)
+YY/A(ZX4-XZ)Cos(z,2) p 5 (21)
+ZZ/ (XYY X)Cos.(z, )

Cos(pg,P'9)= oy
ouw
» X'{ X4-YCos.(x, y)+ZCos.(z, z)})
Cospg s p/g) == ~+ ¥ { ¥+ZCos(y , }4XCos(x, )} ). (22)
. -{—Z’{Z-i—-XCos.(z , )+ X Cos.(y, 2)} )
X,Y,Z,II et A ont été déterminés précédemment, et on obtiendra
X', Y/, Z’ en changeant dans X, ¥', Z,les quantités 4,5, C
en A7, B/, C’; on aura dailleurs
A=ek—fih
B'=fig—dlk’
Cl=dh'—egt .
On trouvera, au surplus.
X4-Y Cos.(x, y)+ZCos.(z, x)=A4",
Y+ZCos.(y, z2)+-XCos.(z, y)=A4A*B .
Z+XCos.(z , )Y Cos.(y, z) =A*C’.
En conséquence, la formule (22) deviendra
AXYBYH-CZ/ _ AXABY4CZ
n/ ._.( nn! ”

Cos.(pg7,7'7))=
ou encore
AA'Sin .y , 8)=(BC'4-CB") {Cos y , 5)—Cos.(z, x)Cos.(z, ¥)}
( Cos(pg, p'g")= _rfll? +BB'Sin*(z , 2)—(CA'+AC’){Cos.(z , #)—Cos.(x , y)Cos.(y , )} . (a3)
+4-CC'Sinxw , y)—(AB'4BA"){ Cos.(x, y)—Cos.(y, 2)Cos.(z, x)} |
Au moyen de cette derniere formule, il sera trés-aisé d’exprimer

immédiatement Cos.(pg ,p’¢’), en fonction de d', ¢, f, g, h, k,
d,e,f,g,k, I et desangles que forment deux & deux les
axes. des coordonnées.

Si , au moyen des conditions (II) , on fait successivement coincider
le plan p/g/ avec les trois plans. coordonnés, on. trouvera.
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nSin.(y,2)Cos.(pyg, yz)=ASin.2(y,z)==B§ Cos.(z,x)==Cos.(,y)Cos.(¥,2) } } ,
—C{ Cos. (x,y)=Cos.(y, 2)Cos.(z,x) }
1nSin. (z,2)Cos.(pg,za)==BSin.2{z,x)~=C { Cos.(x,y)=—Cos.( y,z) Cos.(z,%) }
{ Cos.(y,z)—Cos.(z,x)Cos.(x,_y)} §
n8in.(x,y)Cos.(pg,2y)==CSin.2(x,y)—A { Cos.(y,2)=Cos.(2,2)Cos.(x,7) } § .
—B{ Cos.(z,x)==Cos.(x, y)Cos.(y,2) }

au moyen de quoi la formule (23) deviendra
A'Sin(y, 2)Cos.(pg , y2)
Cos.(pg, p'g")= -1-_% +B'Sin.(z , 2,Cos.(pg , z22) } ; (
+C’8in(z, y)Cos.(pg , 2¥)

(8]

4)

ou encore
ASin(y , 2)Cos.(yz . »'¢’)
Cos.(pg,p'q))= -:? —+-BSin.(z, 2)Cos.(zz , p'g’) { ; (25)
~+CSin. (=, y)Cos.(zy , p'q)
mais , en éliminant A entre les formules (12) et (14), il vient

ASin.(y,2) _ Sin.(pq,x)

n - Sin.(yz,x) !
BSin.(z,x)  Sin.(pq,y)

n =Sin.(zx,y) !
CSin.(x,y) __ Sin.(pg,2)

n - Sin.(xy,2) d

substituant ces valeurs dans la forme (25), elle deviendra

n.(pgx) Sin.(pg,1)
ls / 7/ ” /
Cos. pg,p/g') = ool Sniyem COMyap' g ) g5 Cosaa s P'g)
Sin.(pg,2)
+WCOS (zy, p'g") (26)

Si, au moyen des conditions (II), on fait successivement coincider

les deux plans pg, p/q’ avec deux plans coordonnés différens ,
on titera des formules (23)
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Sin.(z,2)Sin.(x, y)Cos.(zx,xy)=Cos.( y,2)—Cos.(z;x) Cos.(%,y) ,
Sin.(x,y)8in.(y,2)Cos.(xy,yz)=Cos.(z,x)—Cos.(x, ) C0s.(y,2) »
Sin.(¥,2)Sin.(z,2)Cos.(yz,zx)==Cos.(x, y)=Cos. (y,2)Cos.(z,%) ;

On reconnait ici les équations fondamentales de la trigdnométrie
sphérigue.

Il naura pas au surplus échappé au lecteur que toutes les
formules que nous venons d’obtenir , et beaucoup d’autres que nous
aurions pu en déduire, sont des formules de trigonométrie sphérique,
auxquelles peut-étre on parviendrait beaucoup moins [acilement en
employant les voies ordinaires. -

GEOMETRIE.

Théorémes relatifs aux polygones réguliers ;



