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QUESTIONS RESBLUES. 373

QUESTIONS RIESOLUES.

Ebauche de solution du probléme de géomeélrie proposé
a lg page 128.de ce recueil ;.

Par un ABONNE,

e e et e Y Vi Y V]

.ENON CE. Démontrer que , quelles que sotent la noture et la
situation respective de deux sectzons con qz;es » -gf'éé.s; sur un méme
plan , il est loujours permzs de’ coilsidéver Yéur ystéme comme -
la perspective du systéme de deux cercles , iracés sur un autre
p]cm ? Determincr o en outre , toutes les diversgs situations de I'wil
qui donnent , en gﬁt le systtme de deux cercles pour perspective

de ces deux courbes P

Solution., 'Tout se redult eyxdergment 3 trouver deug cénes de
méme sommet, ayant tes dens” cam-“bé’s po‘ur Bases » ¢t qui soient
tels que leurs sections , par un méme plan, convenablement dirigé, soient
deux celcles

Soient pris des plans coordonnds ;e?;agaggl)&lﬁeé,g ¢t supposons
que le plan deé zy soi c,equ des deu,x Ich!Ll‘l%{:ﬁ( t il sagit 3
b § t

L0 L
soient @, &, ¢ s coor omndes i u sommet commun de deux cones
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ayant ces courbes pour bases. Si un méme plan peut couper ces
cones suivant deux cercles , il devra en étre de méme de tout autre
plan paralldle i celui-ld; d'od il suit qu'il est toujours permis de
supposer que le plan coupant passe par lorigine.

Soit donc pnseé pour équation de ce plan coupant

£

t\%aﬁ“n
Bapnt

z=pz-tqy : (1)

t

Soient #, 8, + les chordonmédes du centre- du cerclé résultant dela
section de l'un des deux cones par ee plan ; on devra avoir

y=patge (2)

PE g LT F T

Si ensuite on désigne par r le rayon de ce cercle, il se trouvera
étre lintersection du plan (1) avec la sphere ayant pour équation

A
3 B PO Y i - 8

Ay 12, 1@\3 . )
5 'ﬂ:({:g‘ t" § ey ‘:',t(z-'y)"“‘r’ . (3)

§ Cela posé ) A so“ie;ﬁ“

3. Y R ;g rn yaly o0
s=d=mli=0) ; ? ’3«({"?‘5 1 (4)

. EIPPFL AT

les équations d'une droite quelconque passant par le sommet du

odne ; emlc cdmbmant' cas &uafgons dvec T’equatlon (1) , on trouvera,
pour dés ooi‘dfdiméés ¥ Yintersec
T S A VT I -0 moef ti; de la droxte (4) et du plan (l)’
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) (Y )
e g, ST
1—pm—yn

e==pa==gb

_—
Le—pin=—qn

Si donc on veut que la droite (4) soit une génératrice du céne |
il faudra que ces coordonnées satisfassent & I'équation de la sphere
(3); ce qui donnera

meempd |2 w7 ) exanT) £y St
ga_,,._m,f__fi_f_g +g5_p~n,ﬂiﬁ_§‘+§cﬂ;yhimg’=,s ,

1==PMe=(q1? 1 =—pne=—=qn x-—pm——qn
ou, en développant et rassemblant les termes de méme nature

{(a— oy HB—BY Aoy 1"}l a— e} n(B—p) (=Y Yoo o1

I—pm=—gn
, =) g f)
rl‘“(l+m2+ﬂ=) {_c._ff_.q_ }2=0 N

“i-—pm-sqn

61 encore

{(a— ) F-(bmp) (c—y)* =11 —pm=egn)?
- 2{m(@=s)+n(b—p)+(c— 2)}(e~pa—gb)(1~pm~gn) ) (6)
A(c—pa—qb)*(1-m*4-n*)=o .
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Felle est done la relatiof qui’d ddit “éxidter entre m et 2 pour que
les équations (4) appartiennent i une géneratrice du premier des
deux coénes. , SR - g

On obtlendra, donc équation de ce premier céne , en éhmmant
m et n de l’eq"uatmn 6y, au moxen des éiuatxons (4) ; ce qui
donnera, en chassant/les dent;s, ’ -

Foo e . % .

{(0m - (o1 {pla—a gy T

£k w(kﬁ)ﬁ(&'ﬁ:@ﬂk@i@‘{:ﬁ&ﬁ'ﬂbfﬁ)ﬂsﬂﬂg"'@(&"")&

% b ¥ P
{c—pa—gb){(x—ay+(y —b)+(2—c)'y=o0 . )
— e ‘:ﬁ ﬂ,’v*’yg - ;:,: . :l.,: AT ,

En faisant z=o0, dans cette équation, on trouvera , pour Yiit-
tersec%ion du copne avec le plan, des a2y
L :

4

Kl —ep -t (e r)r | fp(a - gy~ By
the(c-pa-g8){p(a-@)+9(7-8)+c}{ a-a)(z-a)¥-G-8) (y-B)-{c-2)}
Hlo—pa—qb) (#—ay+(r—t)+ei=0 ;.

ou: en ddvcloppant ,- ordonnant- et ayant dgard’ 3 l'équation (2) ;-
an ‘verld deJaquelie o .

s
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em=pa=—gb==(cm=y)=p(@==a)==q (b==p) ;
{29 G =N PP by mpirai(a—ars
F{ (149 (c=n)—2p (3=—=2) (c—7)F(p*+g*) (@=—a) *—g>r2}(y—b)2
+2{pg(c-7)*4-p&-£) (c-7)+g(a-#) (c-)-(p*+49°) (a-) (b-£)-pgr2)(x-a) (y-b)
~+26{ p(b=p)>~4-(14-p2) (a==a) (c—1)F-pg &—B) (=)=~ (a—=a) (b —g)—pr}(x—2)

F2cfg(a—a)*+-(14-9%) (—B) (c==2)+pg (@==a) (c==)==p (a==e) (bmmR)=gr2}(y—~b)

Fe{(1hp)(am—a)bopg (a=r)G—B) + () O—By—r=0 . B

Cela posé , soient prises pour les équations de nos deux courbes,
tracées sur le plan des zy,

Az*4 By*2Cxy 42Dz 2Ey+F=o , (9)
A'z*+B'y*+-2C'zy-teD's+2Ey+F'=0 . - (10)
La premitre pourra étre mise sous la forme suivante:

A(z—a)*+B(y—b)+2C(z—a)(y—b)
F-2(da+Cb+D)(x—a)+-2(Bb~+-Ca~+E) y—0b) (11)
A-(Aa*+4Bb*+2Cab~+2Da~+2Eb+F,=o .

Cette éqnation ne devant différer au plﬁs de Péquation (8) que

par un certain facteur A, on devra avoir
Tom. VI, 51
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A LR
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o} p LB 41 ) (@B A P CI—48) (et )= (a—2i) (Bom)—~prr}

N e et -
=A(Aa+Co4+D) , (Iv)
. T . T & ‘ o
q<a:'~)’+(!+q=) (b—8) (c-y)-l-pq(a-m)<c—-y)-ep(a-¢)(b-—p)—-qr=’
- &, R L n =
=aBb4-Ca+-E) , )

cf(r4p?) (amdtyicf-2pgla—ia) Bmmp) AL Sg W) (Bmpyp F0p -2 i
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&

£quations auxquelles il fapdra joindre l(éiuattxon de gont‘ltm?}xﬁ

y=pe-tq6 « LI L e

2

~81, entre ces sept équations. . on .élimins-les e¢ing, quantités =,
£, v, 'y », on obtiendra deux équations entre @, &, ¢, p, ¢

ét les codfficiens de l'équation (9) ,- lasquelles-ipourront éire re-
présentees par :

» g H

¢@,b,¢,p,9,4,8,C,D,E, Fy=o,
‘Ka:6fc’P:9sAaB;C,D.E,ﬂae; .

(13)
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au moyen desquelles le sommet du c6ne étant donné, on déter-

minera les quantités p 2 4 qu;“?ﬁgent_i la d;gecuogn commyne des
plans qui ‘donnent des sections cxrculaxres. K inverse , la di-

rection commune de ces plans étant donnee, en changeant , dans
ces equation’s , @, b,cen zx, Y » %, respectivement, ces équations
appartiendront & une courbe a double coutbure dont chaque point
pourra étre pris indistinctement pour le sommet du céne donnant
des sections citculuires,

En raisonnant -sur la courbe (10) comme sur la courbe (g),
on obiiendra deux autres équations

¢a,b,c,p,q,4,8,C,D,E, F)=o,
Ya,b,c.prq,4 ,B8 ,C,D,E , F=o.

H

En éliminant p et ¢ entre les quatre équations (12 et 13), et
changeant @ , b , ¢ en x , ¥ , z dans les équations résultantes ;
ces deux equations appartxendmat A une courbe & double _courbure
lieu des sommets des cOnes suscepixbles d’étre coupés cxrculalrement
par un méme plan.

On voit par 13 que, généralement parlant, trois sections coniques
tracees sur un méme plan ne sauraient étre considérées commie les
perspectives de trois cercles tracés sur un autre plan ; puisqu'il
faudrait pour cela que le sommet commun des trois cones se
trouvit 3 la fois sur deux courbes & double courbure qui, engéndral ;
ne se coupent point dans lespace.

On voit aussi qu'en général , tout théoréme ou probléme de la
géometrie de la regle, relatif & deux cercles tracés sur un méme
plan, est applicable 4 deux’sections coniques quelconques, tracées
aussi sur un méme plan.



