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GÉOMÉTRIE DES COURBES.

Propriètés peu connues de la parabole, et construction
de cette courbe , au moyen de quatre conditions

données ;

Par M. L. M. P. COSTE , officier d’artillerie, ancien élève
de l’école polytechnique.

PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE.

M. BRIANCHON, capitaine d’artiîlene y ancien élève de l’école

polytechnique , a récemment publié un ouvrage intitulé : .l~~~notre~

sur les lignes du second ordre ( Paris # Bachelier , 1817 ), où il
résout tous les cas de ce problème général : Étant donnés n points
et 5-n tangentes à une conique ; trouver tant d’autres points et
tant d’autres tangentes à cette courbe qu’on voudra ~

Cet habile géomètre m’a lui-mÊme indiqué, comme objet d’exercice;
la solution de tous les cas de cet autre problème général : ,~ta’~~
donnés n points et 4-n tangentes à une parabole , trouver tant’
d’autres points et tant d’autres tangentes à cette courbe qu’on voudra.,
C’est la solution complète de ce dernier problème et l’exposition des-

théories qui y conduisent que je me propose de publier ici, en me

plaisant à reconnaître combien les conseils de M. Brianehoa m’ont
été utiles pour parvenir à mon but.

J’ai déjà, à la vérité, publié la solution de 1"tin des cas de ce
Tora. ~7Z, ~ IX, i.er mars i8x8. 36
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problème ( ~/2/7/~ ~ tom. VII, pag. 308 mais , cette solution !
fondée sur la géométrie descriptive , peut senibler , à la fois , in-
directe et trop compliquée.

Postérieurement , M. PoNCELET , capitaine du génie ~ également
ancien élève de l’école polytechnique , y a publié ( Annales, tom. VIII ~
pag. ï ) , parmi plusieurs théorèmes entièrement nouveaux , et très-

remarquables, une solution , beaucoup plus simple que la mienne,
du cas du problème que j’avais déjà traité. On doit regretter qu’il
ne se soit pas occupé des autres. 

-

Si j’ose reprendre de nouveau le problème général , t c’est uni..

,qu2ment dans la vue d’en donner une solution qui puisse se rat-

tacher d’une manière plus intime aux savantes recherches publiées
par M. Brianchon dans l’ouvrage déjà cité.

Parmi les nombreuses propriétés des sections coniques , il en est

peu d’aussi remarquables et d’aussi fécondes en belles conséquences
que celles qui se trouvent comprises dans les deux propositions
suivantes , dont on attribue la découverte à Pascal , et qu’on trouve
démontrées dans le IV.1n" volume du présent recueil ; savoir , géo-
métriquement, page 78, et algébriquement, page 381. Elles font
la hase principale de l’écrit de M. Brianchon : elles serviront égaler
ment de fondement à l’essai que l’on va lire.

I. Dans tout hexagone ABCPEF, inscrit à une coni~ue , les

points de concours G, H, K des côtés opposés AF et CD, $C~
,~t EF , AB et DE, sont tous trois sur une même droite ~ fig. I ).

II. Dans tortt hexagone ABCDEF, circonscrit à une coni9ue a
les diagonales AD , BE, CF, qui joignent les sornrnets opposés ,
se coas,~ent toutes trois en un même point 0 ( fig. Il ~’~~Q

(*) Il est essentiel de remarquer qu’il ne s’agit pas seulement ici d’hexagones
tels qu’on a coutume de les considérer dans les élémens de géométrie ; mais

~u.c , t dans le cas présent ? ces hexagones peuvent non seulement avoir des
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Supposons que la courbe soit une ellipse ( fig. 1), et que cette

ellipse s’allonge, jusqu’à devenir une parabole; supposons de plus.
que, dans cette transformation, les quatre cordes AB, BC, CD,
DE demeurent toujours d’une même longueur, et que le point F
soit toujours à une même distance finie du sommet que l’on suppose
s’éloigner à l’Infini ; alors les droites AF , EF deviendront deux

droites parallèles et seront de plus deux diamètres de la parabole
et , t en joignant les poiuts A et E par une droite, on aura le

théorème suivant :

l’HÉOPiÈ,IIE ~..~ans tout penta ,gone ABCDE, inscrit à un.-
parabole, les points de concours r~s~ec~~~s ~ , ~ des diamétre~

passar~t par detx s~~rnrn~~s A et E a~~aoens à un xné~ne côté,
avQC les côtés CD et ne ~p,~o.s~és à ces somrrrets , et le point de
concours K des de~ex autres côtes AB et DE sont situés sur une

même droite~ ~ fig. r ).
Supposons que la courbe soit une ellipse ( 6g. II ) , et que

cette ellipse s’aiionge y jusqu’à devenir une parabole ; supposons en 
outre que dans cette transformation , les côtes AB, BC , CD
demeurent toujours d’une même longueiir ; et que Je point de

contact du côté EF avec la courbe demeure toujours à unff

même .distance finie du sommet que l’on suppose s’éloigner a
rinHnI ~ alors les points E , F s’éloigneront à l’itifiiii ; les diagonales
BE et CF deviendront respectivement parallèles aux côtés DE et

AF ; e-t en appelant L le point de concours de ces deux der-

niers côtes , qui sera alors de l’autre côté du point 0 , on aura
le théorème suivant:

angtes rentrans ,. mais peu,,ent de plus étre tels que leurs côtés se coupenôangles rent-rans - mais peuvent de plus étre tels que leurs côtés se coupend
entre leurs extrémités ; et la même chose doit s’entendre des autres polygones
inscrits et circonscris dont nous aurons à nous occuper. Nous avons cependant
évité lès. intersections de côtés dans les figures., pour ne pas les com~litiz~er; et
c’est dans la même vue que no~~s avons sous-entendu les courbes qu’il est d’ailletu~e
très-facile de s5 ~ppl~er.
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~’~D’L~~.~,~~~.~ 2. Dans /?~/ pentagone ABCDI~ ; ~ireo~scrit ~ r~n~

parabole , les parallèles BE et CF, menées aux deux côtés LD,
LA d’un même sommet L , par les sorrr~nets B et C, respectivement op-
posés à ces côtés ; et la diagonale AD, qui joint les deux autres

sommets, se coupent toutes trois au même paint ~ ( fig. 2 ).
Retournons à l’hexagone inscrit ( fig. 1 ) ; supposons encore que

la courbe , d abord une ellipse, s’allonge de manière à devenir

une parabole. Supposons que, dans cette transformation , les trois

cordes AB , BC, CD demeurent toujours d’une même longueur~
et que les points E et F soient constamment à une même distance

finie du sommet que l’on suppose s’éloigner à l’iufini; alors DE

et AF deviendront parallèles, et serpnt deux diamètres de la parabole ;
le point 11 s’éloignera infiniment, sur GK , en s’écartant de K ;
BC et GK seront dore parallèles ; et, en joignant les points A et
D par une corde , on aura le théorème suivant :

7HÉORÈME 3. Dans tout quadrilatère ABCD , inscrit ’à une

parabole, les points de co~rcor~r,s respectifs G et K des diamètres
A-G et DK, passant par les extrPmftés d’un même côté AD , avec
les côtés CD et AB qui comprennent celui-là, sont sur unc p~ralléle
GK au quatriém e côté BC ~ f ~. 4. J.

Retournons à l’hexagone circonscrit (6g. II ) ; supposons toujours
que la courbe , d’abord elliptique t s"allonge jusqu’à devenir une

parabole. Supposons que , dans cette transformation, les deux côtés
AB et BC demeurent toujours d’une même longue~ir, et que les

points de contact des côtés DE et EF avec la courbe demeurent
toujours à une même distance finie du sommet que l’on suppose 

°

s’éloigner à l’infini ; alors la diagonale BE deviendra un diamètre

de la parabole ; et les deux autres AD et CF deviendront res-

pectivement parallèles à CD et- AF ; en désignant donc par L le
point de concours de ces deux derniers côtés , lequel se’ trouvera
alors à l’opposite du point 0, on aura le théorème suivant :

~’H~’O~.~l~l’,~ 4. Dans tout quadrilatère ABCL, circonscrit à
~~:e ~arac~ole ~ les ~r~r~al~,è~es AP, ÇF r~e~é~s Par deux sa~nme~~
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~pposés ~ ~ C, aux deux côtés CL, AL concourant à l’un -quel-
conque L des deux autres sommets , et le diai.,jètre BE passant
par le quatrz’èn2e sommet, sont trois dr~ates qui se coupent au
~nénae point 0 (fig. 4 ).

Ces ~~iatre théorèmes sont fondamentaux dans la théorie qui
flOUS occupe : ce qui va suivre n’en offrira plus que de faciles

conséquences.
Si l’on suppose (fige 1) que le point D , sans quitter la courbe 1

s’approche du point E, jusqu’à se confondre avec lui, alors DE
deviendra une tangente, et le pentagone un quadrilatère, et l’on
aura le théorème suivant -

~’.~~L~OI~~161.~ 5. Dans tout quadrilatère ABC (DE) t ioserit
à une para~al:e , le point G de concours du côté C(DE) avec le
diamètre passant par A, le point 1-1 de concours du côté BC avec
le diarn~tre passant par (DE), et enfin le point K de concours du
~~~é -AB avec la tangente en (DE), t appartiennent tous Ktrols ~
~un~ môrr~e drozt,e fig. 5 ) (~).

Si !’J)n suppose ( fig. 2 ) que, les deux côtés CD, LD demeurant
Jouj6urs tangens à la courbe, l’angle CDL diminue jusqu’,a de-
venir nu~ ; D deviendra le point commun de contact de CD et LD
-avec cette .courbe, le pentagone deviendra un quadrilatère 1 et l’on
.aura le théorème 5uivant:
THÉORÈME 6. Dans tout guadrilatére ABCL ;’ çi~eons~ril r~

une parabole , la droite AD qui j"oint le sommet A au point de
~c,oniact D du côtÉ LC, et les parallèles BE, CF, menées res-
pectivement aux cétés LC, LA , par les sommets B et C se ~ou~e~~
tol~tes trois au rnêrne point lig. 6 ~~*~.

’(’) Nous exprimons le poÍ¡1t de contact par une double lettre, afin de rendre

plus apparente la relation entre les figures dérivées et celles desquelles elles dérivent.
~~‘~‘3 l~ous plaç»ns au point de contact la Jettre du sommet anéanti, afin de mieu.;

fiÙ1~e eaieir la relatio~ entre le~ fiâ(ircs dérivees cicelle-5 des~ue~l~s elles dc’rivcat.
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Si l’on suppose (.6g. i que le point C , -sans quitter’ la courbe-
s’approche de D , jusqu’à se confondre avec lui ; alors CD deviendra
tlne tan,--,ente le pentagone deyien-dra. un q‘uadrilat~r~, et l’on aur~

Je théorèrne suivant:

.7’IIF-0,RÈ~PIE 7. Dans tout quadrilatère AB.BCD)E ,. inscrit
une parabole , le point G de concours du diamètre passant Pa-r-
A avec la tangente en (CD), le point H de cc~r~~ours du diamétre~
passant par E avec le côté B(CD), et enfin le point K de cor~~

cours des côtés AB et ~,i~~) , appartienl~ent tous trois à une

même dror’te ~ C~. ~ ~.
Si Iton suppose ( 6gt 2 ~ que , BC et CD demeurant toujotire

tangentes, l’angle BCD augrnente , jusqu’à valoir deux angles droits,~
le point C deviendra un point de contact, le pentagone deviendrc.

un quadrilatère. et l’on aura le théoi’èuJe suivant:-

~.,~~t~.~~,~.~~’ 8. Dans tout quadrilaière, ABDL, circonscrit ~
une p~rra~~~le , la diagonale AD, la parallèle BE menée au cc~té-

LD par le sommet B, et enfin la parallèle CF menée au côté
AL p~,r le point C de contact du côté BD, se coupent toutes

trois cn un mcW e point 0 ( fig. 8 ).
Si l’on suppose (Hg. 3 que le point B, demeurant toujours.

sur la courbe, s’approche de C jus {lU’ a se confondre avec lui
BC deviendra une tangente le quadrilatère se réduira à un triangle"
et on aura le théorème suivant :

~’~l ~~,~~’~1.~~ g, Dans tout triangle A(~C‘~D , inscrit à une

parabole , les points de concours G et K des diamètres ~ncnés

par deux sommets A et D, avec les câtc~s re~rpPctuement opposés
ID (BC) et A‘$~~ , sont sur une droite GK parallèle à la tangent.e
ar~ troisième sornm~ t (BC) (6,:’;-. 9 ~.

Si l’on suppose ( _fig.. 4 ) que AB et BC demeurant toujours
tangentes à la cou~he , l’angle ABC augolcnte ~ ii ,SC~u’’~ valoir

deux ang1~s droits" le point B deviendra un point de contact t
le quadrilatère se l’éduira à un triangle, et l’on aura le théorème
suivant -
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~~.~~1~.~~.~.~ ro..~ans tout triangle ALC circansc~r~t ~ iiiie

,~ara~ole , les parallèles AD et CF, menées c~ deux co’,.,~s I..C it

LA , par les sor,,imets respec~r’~emcJnt opposés A et C , et le c‘’a~’c~~

mètre BE mené par le poirrt B de contact du troisième coÿ~ ~~ ~ , t
se coupent toutes trois en an même point 0 (Hg. 10).

Si l’on suppose ( fig. 3 ) que le point B , sans quitter la courJ)e ,
’s ’approclie du point A jusqu’à se confondre avec lui, Al) deviendra
une tangente, le quadrilatère se réduira 11 un triant;le, et l’on aura

le théorème suivant

~.~~a~~l~’.~’ II. Dans tout triangle (AB)CD, inscrit à une
para~ole , le point G de co~acor~rs du diamètre passant par le

sommet (AB) a¢~ec le côté CD, et le point de concours K du

diamètre passant par le sornnzet ~ ac~ec la tangente en (AB), sont
sur une droite GK , parall~le au côté (AB)C ( fige 1 1 ;.

Si l’on suppose ( ~~. ~ ~ que , les côtés BG et LC restant tou--

jours tangens à la courbe, l’angle BCL diminue jusqu’à devenir

nul ; alors le point C deviendra un point de contact, le quadrila-
rère se réduira à un triangle, et l’on aura le théorème suivant :

~.~~.~~~,~~’tl~.~ 12. Dans tout triangle ABL, circonscrit à une
parabole, la parallèle au côté LB menée par le sommet A, la

parallèle au côté LA menée par le point C de contact de LB ,
et en~~n le diamètre conduit par B se coupent toutes trois au métne
point 0 ( fige 12 ).

Si l’on suppose ( fige 5 ) que le point B , sans quitter la courbe,
s’approche -du point A , jusqu’à se confondre avec lui, AB deviendra
une tangente, le quadrilatère se réduira à un triangle, et l’on aura
le théorème suivant :

THÉORÈME 13. Dans tout li-iangle (AB)C(DE), inscrit à
une parabole , le point K de concot~rs des tangentes à deux som-
mets AB et DE, et les poir~ts ~ e~‘ H où les diarnétres menés

par ces mêmes sommets concourent a~ec les côtés re.speet~~ernen~
opposés (DE)C et (AB)C , sont ~~~s trois szir une même droite

( fio. 13 ).
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Si ]’011 suppose ( fige 6 ) que , les deux côtés AB et AL, ne

cessant pas d’être tangens d la courbe , l’angle BAL diminue jus-
qu’à dev,-nir nul ; le point A deviendra un point de contact , te

quadrilatère se réduira à un triangle t et l’on aura le théorème suivant :.

~’.~~f~~~,~’~.~.~ ~ ~. Dans tout triangle BLC, cïrcdnscri~ à une

parat,ole , la corde AD ~r~i joint les points de contact de denx
cô~‘és LB et LC avec la courbe , et les parallèles CF et BE

xnenéc~s à ces mêmes côtés par les sommets ros~ectïvernent o~tpasés ~
sc coupent toutes trois en un même poi~it 0 ( fige 14 ).

Si l’on suppose ( fig.. 5 ) que le point B , sans quitter la,

courbe, s’approche du point C , jusqu’à se confondre avec lui,
BC deviendra une tangente, le quadrilatère se réduira à un triangle"
et l’on a.ura le théorèine suivant

~~H.~4I~~’~’l~ ~ 5~. Dans tout triangle A~~C~(~~~ , inscrit à-
~nA par-ab(ilé, , le point G de concours du côté (BC)(DE) avec le~

diamètre passant par lé sommet A, le point H de concours ~ de
la tangerete au sommet (BC) avec le diamètre passant par (DE) ,.
et enfin le point K de concours du côlé A(BC) avec la ’tan~ente~
au sornmct~ (DE), sont situés sur une même droite ( fige 15 ).

Si l’on suppose ( fige 6 ) que ,; AB et ne restant touj,ours tan-
gentes, l’angle ABC a1Jgmente, jusq.n’à valoir deux angles. droits ~
le point B deviendra- un point de contact, le qtiadrilat-ère se ré-
duira à un triangle, et on aura le théorème suivant =--

’ ~’~L~(~I~,ÈIYI,~ ~ ~o Dans tout triangle ALC i - circonscrit à une-
para~a~e, la droite AD qui joiiii le sommet A au point,de contact’
D du côté opposé lofC , la parallèle au côté LA menée par le~

sommet C’ qui 1-ai,est opposé, et enfin la parallèle rrze»ée au côté.

LC, par le point dé contact B du c8~é AC se coupent toutes treï,~
en un même poir~t~ 0 ( fig. 16 ~. _

Si l’on sup~os~ ~ 6g. 1 t ) que le point C , sans quitter la

courbe s’approche du point D , jusc~ri’â se confondre avec lui ; CD-

deviendra une tangente , le triangle se réduira à une corde, et

J’on aura le tb~éo-rème suivant
~’~.~ 0.~~’,~~ ~ ~ ~
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Y-HÉOR.KME 17. Les tar2 entes aux deu-,r extrémités (AB) èt

(CD) d’une corde quelconque d’une parabole, concourent avec les

diamètres passant par les ext,rcmités respectivement opposées, en
deux points G et K d’une parallèle à cette corde ( fige 17 ).

Si l’on suppose ( fig. 12) que , les deux droites AB et AL
demeurant toujours tangentes, l’angle LAB diminue jusqu’à de-
venir nul ; le point A deviendra un point de contact, le triangle
se réduira à. "un angle circonscrit , et l’un aura le théorème
suivant :

, 

THÉORÈME 18. Les paralléle,~ menées à chacun des c,6t2s

A(BL) et (BL)C d’un ata~le circonscrit à une parabole, par leurs
points de contact C et A, et le diamètre conduit par le .somrnet‘

(BL) de l’an~ le , sont trois droites ~ui se coupen ~ en un même

point 0 ( fige 18 ).
Ces deux derniers théorèmes, qui rentrent au fond l’un dans

1,’autre, reviennent à cette proposition connue , savoir ; que Le

diamétre qui passe par le sornr~ret d’un ar~~le circonscrit à une
parabole, divise la corde de contact en deux parties égales.
LEMME r..~~ar~~ donnés qiiatre points du périmètre d ~r~n’~

parabole, mener, par l’un d’er~x , un diamètre de la cor~rbe a ~
Solution. Soient A , $ , ~ , ~ ~ fig. 3 ) , les quatre pointç.

donnés , et supposons qu’il soit question de mener , par le premier,
un diamètre de la courbe.

Supposons la question résolue , et soit AG ce diamètre con-
courant en G avec CD ; l’a question se réduira à déterminer le

point G. _

Soit un autre diamètre par le point D , concourant en K avec
AB ; GK sera ( .7héor. 3 ) parallèle à BC , et le point 0-

d’intersection de AB et CD sera connu. La recherche du point
0 se réduira à celle de la distance OG ; or , les parallèles BC
et GK d’une part , et les parallèles AG et DK d’une autre
donnent

;rom. yr~~~ 3Z



270 CONSTRUCTION

OB : OK : : OC : OG ~

OK : OA : : OD : OG ;

1 

d’o&#x26; en multipliant par ordre et réduisant

A,B :. OA : : OC . OD -. U"(7&#x3E;* ; â

d’où

quantité treS- aCl e a construire ; mais , à cause du double signe
du radical, ce Lemme aura deux solutions.
LEMME ~. Étant données quatre tangentes à une parabole;

mener, par t’intersection de deux d’entre elles un diamètre de

la courbe ?

Solution. Soient AB , BC J CL , LA ( fige l~ ~ les quatre tan-

gentes données, et B le point par lequel il s’agit de mener un diamètre
de la courbe.

Par les points A et C, soient menées des parallèles respectives
~ LC et LA , se coupant en 0 ; alors la droite BO sera ( Tl~~or. ~ ~
le diamètre cherché.

Ce Lemme qui , comme l’on voit , n’admet qu’une solratzo~a ,
peut être résolu sans l’intervention du compas. Il n’exige ~ outre

la règle , t qu’un instrument à tracer des parallèles, tel qu’une équerre-
à angles quelconques.
LEMME 3. Étant donnés trois points du ~érim~tre d’une

parabole , et une tangente à cette courbe par l’un d’eux ; d~ter~
miner la direction commune des diamètres de la parabol-- ?

Solution. Soient A , C D ( fig. 1 t ~ les points donnés, et

6oi,t AO la tangente donnée, passant par le premier ; et proposons-
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nous de mener , par le point de contact A , un diamètre de la

courbe (*). _

Supposons la question résolue. Soit G le point de concours de:

CD avec le diamètre mené par A ; et soit K le point de concours
de la tangente avec le diamètre mené par D , la droite GK devra

( 2~~r. 1 t ) être parallèle à AC ; et , comme les deux diamètres
sont aussi parallèles, on aura

OC:0&#x26;::OA:OKr:OG:OD ~
d’où

on pourra donc déterminer OG , et conséquemment le pomt G ~
duquel menant une droite au point A , cette droite sera un dia-

mètre, auquel conséquemment tous les autres devront être païal-
lèles.

3ilais , a raison du double signe de OG y qu’on peut ainsi porter
de part ou d’autre du point 0 y le problème aura deux so~r~t~or~s~
De ce que l’expression de OG est indépendante de la situation

du point A sur la tangente y on peut conclure la proposition sui-

vante , dont nous ferons à l’avenir de fréquentes applications.
Corollaire. Si une parabole varie de forme sur un plan de-

manière à passer toujours par les deux mêmes points et à toucher

toujours la même droite ; le diamètre mené à la courbe par som

point de contact , quoique variant sans cesse de situation , tour-

nera constamment autoùr d’un même point fixe.

Il faut pourtant observer qu’il y aura réellement deux points
fixes distincts , correspondant aux paraboles qui touchent la droite

donnée de part ou d’autre de la droite qui joint les deux points.
donner.

(~) Désormais , nous ne désignerons plus les points marqués de deux lettr-si

que pour la prexuière d’entre elles, .


