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RECHERCHES SUR LES POLYEDRES. 34
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Recherches sur les polyédres , renfermant en particulier
un commencement de solution du probléme proposé
a la page 256 du VIl: volume des Annales ;

Par un ABONNE,

[ Za Vo S0 Vo Vo ¥

ON donne le nom de polygone régulier & un polygone dont
tous les angles et tous les cotés sont égaux; et il suit clairement
de cette définition que, méme en faisant abstraction des polygones
éroilés de M. Poinsot , les polygones réguliers sont en nombre
infini , et que le nombre de leurs cétés peut éire quelconque.

11 a d’ailleurs déja été remarqué, dans ce recueil (tom. VI, pag.199),
quau nombre de ces polygones on ne peut se dispenser de com-
prendre la ligne droite, considérée comme double : c’est un polygone
de deux coétés, ayant deux angles nuls, et pour lequel le cercle
circonscrit a pour diamétre l'un des cotés, tandis que le cercle
inscrit se réduit & un point

Les limites extrémes des polygones réguliers de cette sorte sont
d’une part le point, pour lequel les cercles inscrit et circonscrit
se confondent , et deux paralleles indéfinies qui ont un cercle
circonscrit d'un diamétre infin1, tandis que le cercle inserit a pour
dramétre la distance entre les deux paralléles.

Nous ajouterons qu’au nombre des polygones réguliers on doit
encore comprendre le cercle , considéré comme polygone régulier
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d’une infinitd de cbtds infiniment petits, et pour lequel , comme
pour le point, les cercles inscrit et circonscrit se confondent.

Nous dirons que deux polygones sont conjugués l'un & lautre,
lorsque chacun d’eux aura autant de sommets que l'autre aura de
¢btés ; et comme, dans tout polygone, le nombre des sommets est
égal au nombre des c6tés ; il s’ensuit que tout polygone est conjugué
2 lui-méme.

Si I'on fait des cOtés d'un polygone régulier les bases d'autant
de triangl-eswisocéles‘ et égaux, ayant leurs sommets hors du po-
lygone, ces triangles , avec le polygone donné, formeront. un nou-
veau polygone, dont le nombre des cétés pourra indistinctement,
suivant la nature des triangles ajoutés , é&tre égal au nombre de
ceux du premier ou en étre double ; et qui, dans Fun et dans
Yautre cas, pourra étre régulier -comme lui.

Un polygone régulier étant donné, si 'on en retranche tous les
sommets par des perpendiculaires aux droites qui divisent ses angles
en deux parties égales, de telle sorte que les parties retranchées
soient des triangles isocéles égaux; ce qui restera du polygone scra
un nouvcau polygone, dont.le nombre des cotés pourra indistine-
tement, suivant la grandeur. des triangles retranchés , étre égal au
nombre de ceux du premier ou en étre double ; et qui, dansl'un
et dans l'autre cas, pourra &tre régulier comme lui.

On donne le nom d'angle polyédre régulier i tout angle polyedre
dans lequel les angles plans et les angles ditdres sont égaux entre
eux 5 et 1] suit clairement de cette définition que , méme en faisant
abstraction des angles polyedres étoilés que l'on pourrait former,
3 I'imitation des polygones ¢toilés de M. Poinsot , les angles po-

lyedres réguliers sont en nombre infini, ct que le nombre de leurs
faces peut étre. quelconque (*),

*) Il y a, au surplus, cette distinction a établir entre les angles polyédres
réguliers et les polygones réguliers que ces derniers sont donnés d’espice, dis
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Il faut remarquer quau nombre des angles polyddres réguliers
on doit comprendre l’angle plan, considéré comme double ; cest
en effet un angle polyédre & deux faces , ayant deux angles di¢dres
nuls, et pour lequel le céne circonscrit a un angle générateur,
moitié de Pun des angles plans , tandis que le céne inscrit se
réduit & une droite.

Les limites extrémes des angles poly&dres réguliers de cette sorte
sont d’une part la ligne droite , pour laquelle les cénes ins-
crit et circonscrit se confondent , et l'angle diédre dont le cone
circonscrit est un plan, tandis que son cone inscrit a un angle
générateur , moitié de l'angle di¢dre.

Nous ajouterons qu'an nombre des angles polyédres réguliers on
doit comprendre aussi le céne de révolution, considéré comme un
angle polyédre ayant une infinité d’angles plans infiniment petits,
et pour lequel , comme pour le point, les cones inscrit et circons-
crit se confondent.

Nous dirons que deux angles polyédres sont conjugués l'un &
Z'autre, lorsque chacun d’eux aura autant d’arétes que l'autre aura
de faces; et comme , dans tout angle polytdre , le nombre des
faces est égal au nombre des ardtes , il s'cnsuit que tout .angle
polyédre est conjugué a lui-méme.

Si Pon fait des faces d’un angle polyédre régulier les bases d’autant
d’angles triddres isoctles et égaux, de méme sommet que lui,
ayant l'ardte opposée i la base hors de I'angle polytdre; ces angles
triedre , avec l'angle polyédre donné, fermeront un nouvel angle
polyeédre , dont le nombre des faces pourra indistinctement, suivant
la nature des angles triédres ajoutés , étre égal au nombre de celles
du premier ou en étre double; et qui, dans 'un et daas l'autre

-cas , pourra étre régulier comme lui.

qu'on donne le nombre de leurs cbtés; tandis qu’avee un nombre de faces
donné on peut faire des angles polyedres réguliers dune inkinité d'espéces
différentes.
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Un angle polyddre régulier dtant donné , si 'on en retranche
toutes les arétes, par des plans passant par son sommet et res-
pectivement perpendiculaires aux plans qui divisent ses angles diédres
en deux parties égales ; de telle sorte que les parties retranchées soient
des angles triddres isocéles et égaux ; ce qui restera de l'angle po-
lyédre sera un nouvel angle polyedre , dont le nombre des faces
pourra indistinctements, suivant la grandeur des angles triédres re-
tranchés , étre égal au nombre de celles du premier ou en étre double ;
et qui , dans I’un et dans l'autre cas , pourra étre régulier comme lui.

Les notions que nous venons de présenter , ou plutét de rappeler,
sont extrémement élémentaires , et pourraicnt méme passer pour
triviales. Nous pensons toutefois qu’elles sont une utile introduction
3 ce que nous nous proposons de dire sur les polyedres.

Nous dirons, & Vavenir de deux polyédres qu'ils sont conjugués
Pun & lautre, lorsqu’ayant le méme nombre d’arétes, le nombre
des faces de chacun sera égal au nombre des sommets de lautre ,
.et qu'en outre le nombre des cotés de chaque face de I'un quel-
.conque sera égal au nombre des faces du sommet homologue de
Pautre. Nous ne donnons , pour le moment, aucun exemple de
ces sortes de polyadre , la suite devant en fournir d’assez nombreux.

On est convenu de n'appeler polyédres réguliers que les polyédres
dont toutes les faces sont des polygones réguliers égaux et dont,
en outre, tous les sommets présentent des angles polyedres réguliers
dgaux; d’ol l'on voit qu’un polyedre régulier peut fort bien avoir
pour conjugué un autre polyeédre régulier.

Mais, attendu l'excessive exigeance de cette définition , on est
raisonnablement fondé 4 se demander s'il peut réellement exister -
des polyedres réguliers. Avant de traiter cette question , on peut
s’en proposer une autre moins circonscrite , et se demander §'il peut
exister des polyedres, réguliers ou non , dans lesquels toutes les

faces aient le mdme nombre de sommets, et tous les spmmets le
méme nombre de faces,
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La maniére la plus naturelle de traiter cette derniére question
parait étre la suivante : Soient A4 le nombre des arétes du polyédre,
I le nombre de ses faces, et § le nombre de ses sommets ; sup-
posons , en outre , que chacune de ses faces ait s sommets et
conséquemment s c6tés, et que chacun de ses sommets ait f faces
et conséquemment f arétes.

Si 'on compte, tour-d-tour, les c6tés de toutes les faces, on
les trouvera au nombre de sF; mais, de cette maniére, on aura
compté deux fois chacune des arttes du tétraédre, puisque chacune
d’elles sert de c6té a deux faces consécutives ; donc

5F=2A .

Si ensuite, on compte , tour-a-tour, les arétes de tous les sommets ;
on les trouvera au nombre de f§, mais, de cette maniére, on aura
encore compté deux fois chacune des arites du tétraddre , puisque
chacune d’elles sert d’aréte 3 deux sommets consécutifs; donc

SfS=24 .

Enfin , par le théoréme d’Euler ( Annales, tom, III, pag. 169) ,

on aura, en outre

Voild donc trois équations , au moyen desquelles on peut déterminer, .
4, F, S, en fonction de f, s.

Avant d’aller plus loin , nous ferons remarquer que, ces équations
restant les mémes lorsqu’on y permute 4 la fois fets, FetS ;il s’en=
'suit que, s’il existe des polytdres dont toutes les faces aient e
méme nombre de sommets et tous les sommets le méme nombre
de faces; & chacun d’eux il en doit répondre un autre , qui eR
sera le conjugué,

De ces trois ¢quations on tire
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-

_ & .
F= 2(f)—fs * §= 2(ftn—f ?
2f

= Udo—

11 s’agit donc présentement de savoir s'il y a des nombres entiers
positifs , plus grands que l'unité , qui, mis pour f et s dans ces
formules, donnent pour F, §, A4 des valeurs entires et posi-
tives. Nous disons plus grands que l'unité, et non pas plus grands
que deux, puisque , suivant les remarques faites ci-dessus , un po-
lygone peut fort bien n’avoir que deux sommets , et un angle
polyédre deux faces seulement.

Il faut.donc, en-.premier leu, que le dénominateur commun de
-ces trois. formules:ne sait point négatif; or, si 'on pose , 4 la fois,

F=64f,  s=34s,
on aura

2(fs)=fsmfi—ds' 'S ;

qui sera négatif, toutes les fois qu'on n’aura pas en méme temps
J'=0, s=o. Pareillement, si-I'on pose, a2 la fois,

f=3+r, s=6-4s" ;
on aura

2 fhs)—fomms—f —f'"

quantité qui est pareillement négative, toutes les fois que f7 et s/
ne sont pas tous deux nuls.

Ainsi, les deux nombres f et s ont une limite de grandeur qui
est 6, et encore ne faut-il pas, lorsque 'un d’eux a atteint cette
limite , que l'autre soit supérieur a 3,
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Si, dans le méme dénominateur commun , on fait f ou s=35,
i1l deviendra

10—3s ou 10—-3f,

et , pour qu’il ne soit point négatif, il faudra encore que s ou f
ne soit pas plus grand que 3.
Si, dans le méme dénominateur , on fait fou s=4, il deviendra

24—s)  ou  2(4—) ;

et, pour qu’il ne soit point négatif, il faudra que s ou f n’excdde
pas 4.

Si nous supposons f=2 , nos formules deviennent
F=2 , S=s , A=s ;

valeurs qui scront toujours entiéres et positives , quelque valeur
entitre et positive qu'on donne a s. Cest qu'en effet, tout poly~
gone peut étre considéré comme un polyédre 4. deux faces, dans
fequel les faces ontle méme nombre de sommets , et ol les sommets
ont le méme nombre de faces qui est ici dewx ; mais c’est un po-
lyédre qui renferme un espace nul.

Si nous supposons s=2 , nos formules deviendront

F=f, S=2, A=f;

valeurs qui seront toujours entidres et positives ; quelque valeur
entitre et positive qu’on prenne pour f. C'est qu’en effet tout prisme
indéfini peut étre comme un polyedre 4 deux sommets , dans lequel
les sommets ont le méme nombre de faces, et ot les faces ont le
méme nombre de sommets qui est ici dexz ; mais c’est un polyédre qui
renferme un espace infini.

On peut remarquer de plus qu'un polygone et un prisme tels
gque le nombre des sommets du premier soit égal au nombre des
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faces du second , considérés comme polyedres, sont des polyédres
conjugués l'un a lautre.

Ces cas ainsi écartés , il ne nous restera plus & faire que les
suppositions suivantes,

f=3 ’f=3 ’f=4 2f=4 ,f=3 7f=5 » [=3 ’f=6 ’

s=3 , s=4, =3, s=4,s=5, s=3, s=6, s=3 ;

lesquelles donneront , pour les valeurs correspondantes de F, S, 4,
F=4, F=6, F=8, F=w , F=1a, F=20, F=«» , F=n ,
§=4,85=8, §=6, S=» , §=20, S=12 , S=e, S=w ,

=6, d=12, A=12, d=%, A=30, A=30,A=w, A==,

Ainsi, en édcartant les valeurs infinies, sur lesquelles nous revien-
drons tout-i-’heure , nous trouvons

1.° Un polyédre de 6 ardtes ayant 4 faces triangulaires et 4
sommets triddres ; €’est le tétraédre qui est ainsi conjugué a lui-
méme,

2.° Deux polyédres de 12 ardtes, dont I'un a 6 faces quadran-
gulaires et 8 sommets triédres, tandis que I'autre a 8 faces trian-
gulaires et 6 sommets tétragdres. L’un est un tronc de pyramide
quadrangulaire , & bases non paralléles ; 'autre est formé de deux
pyramides quadrangulaires opposées base 4 base ; ils sont. conjugués
Pun A Fautre.

3.° Enfin, deux polyédres de 30 arétes, dont I'un a 12 faces
pentagonales et 20 sommets triedres, tandis que l'autre a 20 faces
triangulaires et 12 sommets pentaddres; ils sont donc aussi conjugués
Pun & l'autre.

Quant aux trois cas pour lesquels nous trouvons des valeurs in-
finies , il est clair que, si nous supposons les faces d'une grandeur

finie »
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Binie, le polyédre sera d’'une grandeur infinie; si donc on le suppose con-
vexe , une poriion finie de sa surface pourra étre considérée comme un
plan; ces trois cas nous indiquent donc de combien de maniéres on peut
couvrir un plan avec des polygones, de telle sorte que tous ces poly—-
gones aient le méme nombre de cotés et qu'ils soient réunis en méme
nombre autour de chaque sommet ; on peut donc parvenir a ce
but , savoir;

1.° En couvrant le plan, soit de triangles se réunissant au nombre
de 6 autour de chaque sommet, scit d’hexagones se réunissant au
pombre de 3 autour de chaque sommet ; et ces deux systemes de
polygones seront conjugués 'un a lautre.

2.% En couvrant le plan de quadrilatéres, se réunissant au nombre
de 4 autour de chagque sommet; et un tel systéme sera conjugué
A lui-méme,

On peut encore envisager Ja chose sous un autre point de vue
on peut supposer les polygones infiniment petits et alors le polytdre,
qui sera d’une grandeur finie deviendra un corps terminé par une
surface courbe. Ainsi, une surface courbe se refermant d’clle-méme,
telle , par exemple , qu'un ellipsoide peut étre découpée en portidns
infiniment petites , soit triangulaires se réunissant au nombre de
6 autour de chaque sommet , soit hexagonales se réunissant au
nombre de 3 autour de chaque sommet, soit enfin quadrangulaires
se réunissant au nombre de 4 autour de chaque sommet.

On voit donc que, s'il peut exister des polyedres réguliers, ce
ne saurait étre que parmi ceux que nous venons de rencontrer; et
la maniére la plus simple de s’assurer qu’ils existent en effet, et .
en méme nombre, est celle qu’emploie M. le professeus Ehuilier
( Annales , tom. 111, pag. 233 ), et qui consiste & rechercher de
combien de maniéres on peut réunir , par leurs sommets, des
pyramides réguliéres égales entre elles, assemblées en méme nombre
autour de chaque aréte latérale , de telle sorte que ces pyramides
remplissent l'espace entier autour de leur sommet commun , et

Tom, IX. 44
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forment ainsi , par leur réunion , un polyédre unique qui sera
évidemment régulier.

Soit ¥ le nombre des faces du polyddre, lequel sera en méme
temps le nombre des pyramides; soient § le nombre de ses sommets
et A4 le nombre de ses arétes; soient enfin s le nombre des som-
mets de la base de chaque pyramide; et f le nombre des pyra-
mides qui se réunissent autour de chaque ardte latérale ; désignons
enfin par 2 chacun des angles ditdres latéraux de ces pyramides,
rapporté 3 l'angle droit ditdre ; I'angle polyédre du sommet aura
pour expression ( pag. 275 de ce volume ) sz —2(s==2) ou
s(#—2)=44 , Vangle droit triddre étant I'unité. Il faudra donc, d’une
part, que la somme des angles dit¢dres , autour de chaque artte
latérale , fasse quatre angles droits, ce qui donnera

Jz=4;

et il faudra, en outre, que la somme des angles polyddres autour

du semmet commun fasse 8 angles droits tri¢dres ; ce qui donnera
encore

Fls(z—2)4-41=8 ;
€liminant z entre ces deux équations , on en tirera, comme ci-dessus,

4f
F= a(f+)—f’

et, comme d’ailleurs on aura encore, comme alors
sF=24 , F4+S=A4+42 ,

les valeurs de § et 4 seront aussi les mémes que ci~dessus.
&insi, les polyddres réguliers sont,
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1.° Le tltratdre, conjugué i lui-méme;

2.° L'hexaddre et Voctaédre, conjugués 'un & lautre;

3.° Le dodécaidre et Vicosaddre , conjugués V'un i l'autre ;

4.° La sphere divisée en compartimens triangulaires équilatérauz
infinimens petits , et la sphere divisée en compartimens hexagonauz
réguliers infiniment petits , conjuguées aussi I'une a [lautre , ct
auxquelles on pourrait substituer deux plans indéfinis , en donnant
aux compartimens une grandeur finie ;

5.° Enfin la sphére divisée en guarrés infiniment petits , conjugude
3 elle-méme, et A laquelle on peut subtituer un plan indéfni, en
donnant aux quarrés une grandeur finie.

Mais il faut encore joindre & cela, 1.° tous les polygones ré-
guliers, & partir de la ligne droite et & finir par le cercle ; 2.° tous
les prismes réguliers, 3 partir de deux plans paralltles et & finir
par le cylindre de révolution ; ces derniers étant les conjugués des
premiers ; ce sont en effet de véritables polyédres réguliers, dont
les premiers embrassent une étendue nulle , tandis que l'étendue,
embrassée par les derniers, est infinie.

Il est donc vrai de dire que , rigoureusement parlant, et méme
en faisant abstraction des polyédres étoilés de M. Poinsot, les po-
lyddres réguliers sont en nombre infini, et constamment conjugués
soit 3 eux-mémes soit deux i deux, ce qui n’avait pas encore été
remarqué ; mais parmi ces polyddres il n’y en a que 8 seulement
qui renferment un espace réel et fini; et parmi ces 8 il en est 5
seulement dont les faces ont une grandeur finie.

Deux polyddres réguliers corijugués peuvent étre inscrits ou cir-
conscrits I'un A l'autre ; et méme le probléme de linscription ou
de la circonscription d'un poly¢dre régulier 4 son conjugué est un
probléme indéterminé, & moins pourtant qu'on ne demande le plus
petit des inscrits ou le plus grand des circonscrits; auquel cas les
sommets de l'uu devraient étre les centres des faces de lautze,
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L’indétermination du probléme dans les autres cas donne lien aux
deux questions suivantes.

PROBLEME 1. Quel est, sur les faces dun polyidre régulier
donné , le lieu des sommets de tous les polyédres réguliers con-
Jugués qui peuvent lui étre inscrits?

PROBLEME 11. Quelle est, pour un polyddre domné, la sur-
Jace enveloppe de Uespace parcouru par les faces d'un autre po-
lyédre régulier , conjugué & celui-ld , et variable de grandeur , qui
dui est constamment circonscrit P

Le premier de ces deux problémes, résolu seulement pour le
cas du cube et de l'octaddre , par Mairan , dans le volume de
P'académie royale des sciences pour 1725, a été déji proposé dans
le présent recueil : l'autre ne I'a encore été nulle part.

—

Concevons que l'on érige sur chacune des faces d’'un polyédre
régulier quelconque, comme sur autant de bases, des pyramides
régulitres et égales, ayant leurs sommets hors de ce polyedre ;
ces pyramides, jointes au polyédre donné, formeront un mnouveau
polyédre qui, généralement parlant, ne sera pas régulier. Si, dans
deux pyramides consécutives, on considére les deux faces latérales
qui ont pour base commune une méme aréte du polyedre primitif;
suivant la hauteur commune qu'on aura donné aux pyramides,
ces deux faces pourront étre dans un méme plan ou dans des plans
différens ; dans le premier cas, les faces du nouveau polyedre ,
en nombre égal & celui des arttes du premier, et ayant ses arétes
pour diagonales seront des rhombes; dans le second, elles seront
en nombre double de celui de ses arétes et seront toutes triangu-
laires. Dans ce dernier cas, on pourra méme donner aux pyramides

une hauteur telle que tous les sommets du nouveau polyédre soient

réguliers ; mais ils n’auront pas tous, en général, un méme nombre
de faces.

Concevons ensuite qu'au contraire on retranche tous les sommets
du polyddre primitif , par des plans tellement dirigés que les parties
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retranchées soient des pyramides régulicres égales entre elles; ce
qui restera du polyédre donné sera un nouveau polyddre qui, géné-
rilem:nt parlant, ne sera pas régulier. Les plans coupant s’avan-
ce ont ou ne s’avanceront pas jusqu'aux milieux des arétes du po-
lyédce primitif ; dans le premier cas, les sommets du nouveau po-
ly*dre , en nombre égal a celui des arétes du premier seront
tétraédres ; dans le second , ces sommets seront en nombre double
et seront tous triedres. Dans ce dernier cas, on pourra méme faire
en sorte que toutes les faces du nouveau polyédre soient des poly-

gones réguliers; mais, en général, ces polygones n’auront pas tous le
méme nombre de cotés.

Ces sortes de polyédres, ou plutét ceux de la premiére sorte ;
car il n’est pas a notre connaissance qu'on se soit encore occupé
de ceux de la seconde, ont été désignés par quelques géométres
sous la dénomination de Polyldres semi-réguliers ; et nous adopte=
rons cette dénomination ; mais , puisque nous en reconnaissons de
deux sortes, afin de nous rendre plus facillement intelligibles , nous
dirons des premiers qu’ils saat semi-réguliers par excés , et des
derniers qu’ils le sont par défaxt. En outre , puisque nous avons
distingué deux cas , pour les uns comme pour les autres , nous
en aurons de premiére clesse qui auront le moindre nombre de
faces ou de sommets, et de seconde classe , pour lesquels le nombre
de ces faces ou sommets, sera double.

Cela posé, conservons aux lettres 4, I, §, f, s, pour le
polyedre primitif, la signification qu’elles ont déja regue , et voyons
quels seront, en géuéral, le nombre et la nature des faces, som-
mets et arétes des quatre polyédres semi-réguliers auxquels un
polyedre régulier quelconque pourra donner naissance.

SEMI-REGULIER PAR EXCLS. Premiére classe.

A faces, toutes rhombes;

F45 ou A--2 sommets, dont F des faces et § de f faces;
£'s ou 24 artes.
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Seconde classe.

24 faces, toutes triangulaires;
F+S ou A-4-2 sommets , dont I de s faces et § de 2f faces ;
Fs+4+.4 on 34 arttes.

SEMI-REGULIERS PAR DEFAUT. Premidre classe.

A sommets, tous tétraddres ;

F+S§ ou A-f-2 faces , dont § de f sommets et F de s sommets;
Sf ou 24 arétes.

Seconde cldsse.
24 sommets , tous triédres ;
F4-S ou A2 faces, dont § de f sommets et F de 25 sommets;
Sf-+A4 ou 34 ardtes,

Faisons d’abord Vapplication de ces formules aux cinq corps
réguliers qui, ayant des faces d’une grandeur finie, enferment une
portion finie de Pespace.

Pour le tétraédre, ona A=6 , S=4 , F=4 , s=3, f=3 ; ce
polyedre fournira done

1.° Un hexaddre rdgulier.

2.* Un corps & 12 faces triangulaires, ayant 8 sommets dont 4
triddres et 4 hexaddres, et 18 ardtes.

3.° Un octaddre régulier.

"~ 4.° Un corps &4 12 sommets triédres , ayant 8 faces , dont 4
triangulaires et 4 hexagonales, et 18 arttes.

Pour 'hexaddre, on a A=12 , S=8 , F=6 , s=4 , f=3; ce
polyedre fournira donc

1.° Un corps 4 12 faces rhombes , ayant 14 sommets, dont 6
triddres et 8 tétraddres, et 24 ardtes.

2.° Un corps a 24 faces triangulaires, ayant 14 sommets, dont
6 tétraddres et 8 hexaddres, et 30 arétes.

3.° Un corps i 12 sommets tétraddres, ayant 14 faces, dont 8
triangulaires et 6 quadrangulaires, et 24 artes,
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4° Un corps & 24 sommets triddres , ayant 14 faces , dont 8
triangulaires et 6 octogonales, et 36 arétes.

Pour Voctaddre, ona A=12 , §=6, F=8 , s=3 , f=4;ce
corps fournira donc

1.° Un corps & 12 faces thombes, ayant 14 sommets, dont 8
triedres et 6 tétratdres, et 24 ardtes.

2. Un corps & 24 faces triangulaires , ayant 14 sommets , donc
8 triedres et 6 octaédres, et 36 arctes. '

3.° Un corps & 12 sommets tous tétraddres , ayant 14 faces,
dont 6 quadrangulaires et 8 triangulaires, et 24 ardtes.

4.° Un corps a 24 sommets triédres, ayant 14 faces , dont 6
quadrangulaires et 8 hexagonales, et 36 ardtes.

Pour le dodécaidre , ona A=30, S=20, F=12, s=5, f=3;
ce corps fournira donc

1.° Un corps & 3o faces, toutes rhombes, ayant 32 sommets,
dont 12 pentaddres et 20 triedres, et Go arétes.

2.° Un corps 4 6o faces, toutes triangulaires , ayant 32 sommets,
dont 12 pentaédres et 20 hexaddres, et go arétes.

3.2 Un corps & 30 sommets , tous tétraédres, ayant 32 faces,
dont 20 triangulaires et 12 pentagonales, et 6o arétes.

4.° Un corps & 6o sommets , tous trizdres, ayant 32 faces , dont
20 triangulaires et 12 décagonales, et go ardtes.

Enfin, pour Vicosaédre ,ona A=30,8=12, F=20,s=3,f=5;
ce corps fournira done

1.* Un corps & 30 faces, toutes rhombes , ayant 32 sommets ,
dont 20 triédres et 12 pentaddres, et 6o ardtes.

2.° Un corps 2 6o faces, toutes triangulaires, ayant 32 som-
mets, dont 20 triédres et 12 décaddres, et go ardtes.

3.° Un corps 3 30 sommets tétraddres , ayant 332 faces, dont
12 pentagonales et 20 triangulaires, et Go arétes.

42 Un corps 3 60 sommets triddres, ayant 32 faces , dont 13
pentagonales et 20 hexagonales , et go ardtes.

On aurait pu s'attendre que les corps réguliers que mous venong
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de considérer étant au nombre de 5 , et chacun d’eux pouvant donner
naissance 4 quatre corps semi-régulier , ces derniers auraient da
¢tre au nombre de 20; mais d’abord nous avons rencontré parmi
eux ’hexatdre et 'octatdre réguliers; de plus, en passant les autres
“en revue , On en rencontre qui sont répétés ; de sorte qu'en ne
tenant comple que de ccux qui sont essentiellement différens, sans
étre réguliers , leur nombre se réduit a4 dix ; de telle sorte que
ceux qui dérivent de polytdres réguliers conjugués l'un a l'autre
sont les mémes. De plus ces dix polyedres semi-réguliers sont, deux
4 deux, conjugués I'un A lautre ; de maniére que le semi-régulier
par excés de P'une quelconque des deux classes est conjugué avec
le semi-régulier par défaut de méme classe qui dérive du méme
polyédre régulier , ainsi qu'on en peut juger par le résumé que voici.

faces triangnlaires
1.° Un polyédre 3 18 arttes , ayant 12 i 8 .
sommets triedres

ommet triedr hexagdres
et8§s ms}dont4§n res §e: 3 .

faces triangulaires hexagonales
{ faces quadrangulaires
z sommets tétratdres

sommels ) triedres ) tétratdres §
n et .
ot I4§ faces § dont 6 % triangulaires § gquadrangulaxres

2.* Un polyédre & 24 ardtes , ayant 12

3.° Un polytdre & 36 arttes , ayant 24 {

faces triangulaires §

sommels tricdres

t tétraedres hexaédres
et14§sommes§dont6§eraex }etSi }

faces quadrangulaires hexagonales

( faces quadrangulaires
4.° Un POlyédre a 6o ardtes , ayant 30 isommZts tétriedres %

t triédre entacdres
et32§sommes§d0nt:{0§ riedres )et 12§P ¢ z.

faces triangulaires $ pentagonales
faces triangulaires
5.0 Un polyédre & go ardtes , ayant Co | gt 2

{ sommets tri¢dres

. sommets hexakdres )* pentaédres
et 32 dont 20 et 12
faces hexagonales pentagonales

Si nous passens présentement aux trois cas de la sphire divisée

réguli¢rement
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réguliérement en polygones infiniment petits, ou du plan indéfini-
divisé régulicrement en polygones finis; nous rencontrcrons des di-
visions semi-réguli¢res analogues pour cette sphére ou pour ce plan,
winsi quon va le voir

La sphere ou le plan, divisé en #riangles, nous donnera,

1.° Une sphére ou un plan divisé en rhombes, ayant leurs grands
angles réunis 3 & 3 et les petits 6 4 6.

® Une sphére ou un plan, divisé en triangles isocdles , ayant
leurs grands angles réunis 3 4 3 et leurs petits 12 2 12,

3.2 Une sphére ou un plan, divisé en triangles équilatéraux et
hexagones , présentant 4 chaque point de réunion deux angles de
triangles et deux angles d’hexagones alternds.

4.° Une sphére ou un plan, divisé réguliérement en hexagones,

La sphére ou le plan, divis¢ en kexagones, nous donnera

1.° Une sphére ou un plan , divisé en rhombes , ayant leurs
grands angles réunis 3 4 3 et les petits 6 3 6.
~ 2.° Une sphére ou un plan, divisé régulierement en triangles.

3.° Une sphére eu un plan, divisé en triangles et hexagones , pré-
sentant, 3 chaque point de réunion, deux angles de triangles et
doux angles d’hexagones alternds.

4.° Une sphére ou un plan, divisé en triangles et dodécagones.,
présentant, & chaque pomnt de réunion, un angle de triangle et
deux de dodécagones. '

La sphére ou le plan, divisé en guarrds , nous donnera

1.° Une sphére ou un plan, divisé réguliérement en quarrés.

2,° Une sphére ou un plan, divisé en triangles rectangles isocéles
rédunis 4 & 4, par leurs grands angles , et 8 a 8 par leurs petits,

3.° Une sphére ou un plan divisé réguliérement en quarrés.

4.° Une sphére ou un plan, divisé en quarrés et octogones, pré—
sentant, 3 chaque point de réunion un angle de quarré et deux
angles d’octogones.

Ep examinant ces différens cas, on voit que nous n’avons pas
32 divisions semi-réguli¢res , tant parce que, parmi elles, il s’en

Tom. IX, 45
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trouve de réguliéres , que parce qu'il en est qui, bien que d'origine
differente , rentrent pourtant les unes dans les autres. Elles se ré-
duisent toutes 3 six distinctes, conjuguédes deux & decux, et telles
que les conjuguées sont de méme classe , 'une par exces et 'autre
par défaut, et déduites de deux divisions réguliéres, conjuguées
elles-mémes 'une & l'autre, comme on le voit par le tableau suivant.

compartimens adrangulaires
1.° Une surface dont les % partimen § sont g a gl %

sommets tétraedres

1 sommets triedres et hexaedres
et dont les .
X

. sont alternativement
comparumens

triangulaires et hexagonau

compartimens triangulaires
2.° Une surface dont lesg P sont ¢ .. 8 2 et dont
sommets triedres

sommets . triedres et dodécaedres
les . sont alternativement { . . ]
compartimens triangulaires et dodécagonaux

compartimens triangulaires
3+° Une surface dont les sont { 8
sommets triédres

2 et dont

. tétraedres et octaédres
sont alternativement . .
quadrangulaires et octogonaux

Passons enfin aux polyédres réguliers A faces de grandeur finie,
enfermant un espace nul ou infini, c’est-d-dire aux polygones et

prismes réguliers ; chaque polygone régulier donnera, en ddsignant
par m le nombre de ses sommets

1.° Un prisme régulier indéfini de m faces.

2.° Un corps formé de deux pyramides réguli¢res opposées base
3 base, ayant 2m faces, 3m arétes et m-}-2 sommets.

3.° Un polygone du méme nombre m de cotés.

4.° Un polygone d’'un nombre de c6tés double ou 2m.

Quant au prisme régulier indéfini de m faces, on en déduira

1.° Un autre prisme régulier du méme nombre m de faces.

2.° Un prisme régulier d'un nombre de faces double ou 2m.

3.° Un polygone régulier de m cotés.

42 Enfin, un prisme régulier d’une longucur finie, ayant 2m
sommets, 3m arttes et m-t2 faces dont m quadrangulaires.

On voit par 13 que ces deux derniéres sortes de polyédres réguliers

; sommets

compartimens
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ve donnent récllement naissance qu'a deux classes de pcﬁyedres
semi-réguliers , conjugués les uns aux autres, savoir;
faces triangulaires §

Des polyddres de 3m arttes , ayant am g

sommets triédres
faces }

sommets dont { tétratdres t2d
ontl m ct 2 de m
etm+2 { faces } quadrangulaires } gcéte’s

®

Voild ce qu'on est convenu d'appeler jusqu’ici polyédres semi-
réguliers , et I'on voit qu’en rigueur ils sont, comme les re’guliers‘
en noembre infini. Mais on pourrait concevoir d’autres polyédres
qui , peut - étre a plus juste titre que ceux-ci, pourraient étre
appelés semi-réguliers ; on pourrait concevoir, en effet,

1.° Des polyédres dont toutes les faces seraient des polygones
réguliers égaux , et dont les sommets, en nombre pair, présenteraient
aussi des angles polyedres réguliers ; mais moitié d’une sorte et
moitié d'une autre sorte.

2. Des polycdres dont tous les sommets présenteraient des angles
polyédres réguliers égaux , et dont les faces , en nombre pair,
seraient aussi des polygones réguliers ; mais moitié d’'une sorte et
moitié d’une autre.

3.° Enfin, des polyédres dont & la fois les faces seraient des
polygones régulisrs et les sommets des angles polyédres réguliers ;
n.ais , o les uns et.les autres , en nombre pair, seraient moitié
d'une sorte et moitié d’une autre,

Parmi les polyédres semi-réguliers précédemment considérés, nous
en avons déja rencontré quelques-uns de cette sorte ; et tels sont
rotamment, 1.° le polyédre a4 18 arétes, ayant 12 faces triangulaires
et 8 sommets , dont 4 tricdres et 4 hexaédres ; 2.° le polyédre 2
18 ardtes, ayant 12 sommets tricdres et 8 faces, dont 4 triangu-
laires et 4 hexagonales, Mais on congoit qu’il est possible qu’il en
existe d’autres encore ; et le probléme de la recherche de leur totalitd
est un probleme qui a été proposé a la page 256 du VIL® vg»
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lume de ce recueil. Voyons quelles sont les formules qui doivent
en donner la solution. -

1.° Soient F' le nombre des faces d’un polyédre , toutes de s
sommets ; 25 le nombre de ses sommets, dont § de f et § de f/
faces ; et enfin 4 le nombre de ses arétes; en raisonnant comme

nous l’avons fait dans la recherche des polyedres réguliers , nous
aurons les trois équations

sF=2ad ,
(fHf)S=24 ,

FtaS=A4a ;

desquelles nous tirerons

A BN )
- hs—s—2) (S !

P AU
T fsm(s=—2) (SN

S= (N
hsm(s=2) (SN

M

—

5.% Soient S le nombre des sommets d’'un polyédre, tous de f
faces; 2F le nombre de ses faces , dont F de s et F de s/ faces;
et enfin A le nombre de ses arétes; nous aurons les équations

SS=24 ,
(s4s)F=24 ,
S42F=A+42 ;

desquelles nous tirerons
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A= 2 f(s=4-s") \
bS=(f=2)(s+s)
4Gsh
S= 11
T=u=aein ' |
e &
IR VSIS

3.° Soient enfin 2F le nombre des faces d’un polyidre dout F
de s et F de s/ sommets; 25 le nombre de ses sommets , dont

8 de fet S de f7 faces; et enfiu 4 le nombre de ses arétes; nous
aurons les équations

(s+s)F=24,
(J+S/)S§=24,

2F+2S=A+.‘: H

desquelles nous tirerons

A= 2( [/ s+
4IRS D= S s4s)
4O
F= , Tl
LS ) SHsO1=CS S s+ (1

S— 4(s-+5")
T AL I= S D+

Il s’agit donc présentement de satisfaire & ces trois systémes de
formules avec des nombres enticrs positifs ; mais auparavant nous
remarquerons que les formules (1, 11) se changeant les unes dans
les autres, lorsqu'on y change Fen §, fen s et f/ en s/ ; chaque
solution des formules (I) nous donnera une solution des formules (II);
et , de plus , ces solutions correspondantes appartiendront 3 deux
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polyédres conjugués. En second lieu, les formules (IIT) demeurant
les mémes lorsqu’on y permute simuitanément F avec §, favecs,
Jf avec s’ ; chaque solution de ces formules pourra étre considérée
comme double , et nous fera connaitre deux polyédres conjugués,
On voit par la que le travail se trouvera réellement réduit & moitié,

Mais ce travail sera plus difficile qu'il ne le parait; il ne suffira
pas, en effet , d’obtenir des nombres entiers positifs satisfaisant
aux formules analitiques; il faudra savoir de plus si les polyedres
que ces vombres indiguent sont géométriquement possibles ; et, au
cas qu'ils le soient , il sera de plus nécessaire de saveir si les
polygones et les angles polyédres dont ils se composeront devront
&tre réguliers ou irréguliers ; comment les faces ou sommets de
méme nombre et d’espéces difféerentes devront étre distribuds et
répartis sur le polyedre, et enfin si ce polyédre devra ou ne pourra
pas étre entiérement convexe.

Nous abandonnerons donc au lecteur cette discussion qui ne
pourrait étre que fort longue ; et ncus nous bornerons & indiquer
la marche qui parait la plus facile & suivre pour résoudre le
probléme numérique , qui est d’abord celui dont il convient de
s’occuper. .

Pour les formules (I) , en posant, pour abréger , f4f=¢ ,
nous aurons

4 25¢ 49 4s

= =

= , F S .
fS==—(s~—2)@ bs ——(s==2)@ ’ hs==(s==2)9

Si I'on veut des polytdres effectifs , tels qu'on les congoit ordi~
nairement , c’est-a-dire , des polyédres dont les faces , d’'une grandeur
finie et en nombre fini, n’aient pas moins de trois céiés, et dont
les sommets n’aient pas moins de trois faces , il faudra chercher
toutes les valeurs enticres et positives de s, plus grandes que 2,
qui , jointes & des valeurs enti¢res et positives de ¢ , plus grandes
que 3, donnent pour A, F',§ des valeurs enticres et positives;
o0 pourra prendre , par exemple, s=3, ¢=y, ce qui donnera
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A=18 , F=12, §=4.

Il s’agira ensuite de décomposer g, valeur de ¢, en deux parties
JS et f7, dont aucune ne soit moindre que 3. Prenant, par exemple,
Jf=6, dou f/=3 ; on obtiendra un polyédre de 12 faces trian-
gulaires , ayant 4 sommets hexacdres et 4 sommets triédres, et 18
arétes, polyedre possible; car c’est un des deux que nous avons
cité ci-dessus pour exemple.

Pour les formules (II), en posant s--s==<, nous aurons

Az_ifj'.___, 5=_4_’___' F__.._.___4i__ :
bf—(f=2)e bf=f=2)e bf—=(f=21¢

et il faudra trouver des valeurs enti¢res et positives de f, plus grandes

que 2, qui, jointes 3 des valeurs entiéres et positives de «, plus

grandes que 3, donnent pour A4, §, F des valeurs enti¢res et

positives : on pourra prendre , par exemple, f=3, ¢=9, ce qui

donnera

A=18 , S=12, =4,

Il s'agira ensuite de décomposer g, valeur de ¢, en deux parties
s et s/, dont aucune ne soit moindre que 3. Prenant , par exemple,
s=6, d’ol &/=3 , on obtiendra un polyédre de 12 sommets triedres,
avart 4 faces triangulaires et 4 autres hexagonales, et 18 arétes.
C'est précisément le conjugué du polyédre que nous venons de
signaler ci-dessus ; et que nous aurions pu méme en dédaire immé-
diatement,

Enfin, pour les formules (11I) , en posant 2 la fois f4f=0,

s-}s/=¢, nous aurons

2¢¢ 4o 4o

A= o= ' = eto=t °7 =g *
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1l faudra d’abord trouver des valeurs entiéres et positives de ¢ et ¢,
plus grande que 5 , qui rendent A4, F , § entiers positifs ; on
peut poser, par exemple, ¢=7, «=7; il en résultera

A=14 , F=4, §=4 .

Il sagira ensuite de décomposer 7, valeur de ¢, en deux parties
S et f/, et 7, valeur de ¢, en deux parties s et s/, dont aucune
ne soit moindre que 3. Prenant, par exemple, f/=4, s=4, d'od
f=3, &=3; on obtiendra un polyddre ayant 4 faces quadrangu-
laires , 4 faces triangulaires , 4 sommets tétracdres, 4 sommets trié—
dres et 14 arétes.

Ce polyédre est possible, et, pour s’en convaincre , on peut con-
cevoir d’abord deux prismes triangulaires égaux ayant des quarrés
pour faces latérales. En appliquant en effet ces deux prismes I'un
contre 'autre par deux faces latérales de telle sorte que les arétes
latérales de chacun soient perpendiculaires aux arétes latérales de

Yautre , on obtiendra ainsi le polyédre dont il s’agit, et dont toutes
les faces pourront étre régulicres. ‘

e —




