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282 NOMBRE DES TERMES

ALGEBRE ELEMENTAIRE.

Recherche du nombre des termes d’'un polynome complet ,
d'un degré quelcorque, compos? dun nombre de
lettres aussi quelconque;

Par M. GERGONNE.

e s T s o T o s e e e s

J‘AI donné, & la page 115 du 1V® volume de ce recueil , d'aprés
M. G. Fornier, un procédé fort simple, pour parvenir a la for-
mule générale qui donne le nombre des termes d’wn pelynome com-
plet d’un degré quelconque, composé d'un no:ubre de lettres aussi
quelconque. En revenant de nouveau sur ce sujet, je me suis
apercu que la recherche dont il sagit pouvait étre présentée sous
une forme plus régulitre, et par consér;uentfplus simple, et c’est
A la reproduire sous cetie nouvelle forme que je destine Pariicle
que Pon va lire,

Soit un polynome complet du m.™® degré composé des lettres
a, b, ¢, ..., au nombre de 7. En svpposant tous les cocfliciens
positif et égaux a l'unité, il devra d'abord renfermer le terme 1.
Soient ensuite P, lensemble de ses termes d’une scule di-
mension , P, lensemble de scs termes de deux dimensions;
et ainsi ce suite , P; lcnsemble de ses termes de % dimensions,
P,.. Vensemble de ses termes de m-—1 dimensions , et enfin
P, lensemble de ses termes de m dimensions , ce polynome sera
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P, 4+-Pm. ik Pitont Pyt-Potr ()

dont il s'agit d’assigner le nombre des termes.

Ce nombre ¢tant évidemment déterminé, dés que m et n sont
connus , ne saurait étre qu'une fonction de ces deux mnombres;
fonction encore inconnue, que nous pouvons disigner par ¢m,n)
Tout se reduit donc 4 assigner la forme-de Ia fonction désignée par o,

Soicnt multipliés

L'ensemble des termes P,,  par g°~4-4°~4-c°+-..... ou 2,
L'ensemble des termes Pp., par g 44 ¢ F.u.,

N
L] L L] L] . . . - - 3 Ld . . . L] . L] y

. - [ L3 - L) - 9

L’ensemble des termes P, par gm=2f-fm=24cm=24, .
L’ensemble des termes P, par gm-t-}-5m=tf-cm=tde ...}

Et enfin le terme 1 par @® 87 ™ e

et soit prise, sans faire de réductions,la somme des différens pro-
duits, que nous désignerons par §.
Comme chacun des termes du polynome (1) aura été multiplid
" par un polynome de =z termes , il s'ensuit que § aura n fois
autant de termes que (1), et qu'ainsile nombre des termes de §,
avant toutes réductions, sera exprimé par

ne(m , n)
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De plus, dans chaque multivlication, le multiplicande et le mul.
tiplicateur étant homogénes, et la somme de lenrs dimensions étant
constamment dgale & m, m sera ausst le nombre des dimmensions
des diffirens produits, et par snite de leur somme § qui - sera
ainsi un pol.nome homogone de m cunensions , formé avec lesn
lettres @, 4,¢, ...

. Or il est aisé de voir que, non scufement le polynome § re
fermera tous les termes de m dunensions que  lon peut forme
avec les n lettres @, b,c, .y mais gue de plus chacun de ces

termes s’y troavera répété m4-n fois; car soit un de ces termes
a®o e L
avee la condition adgdstin.=m, on sura obicnuen mulipliant,

savoir

a” par b8 ... » b3 par a®? ..., i par a%LB coey e

a® ' par alBu.., UFTY par @%b, ¥ par abPea,, e

@* par a* b cv..., b* par a%bf v ., ¢* par @%LBcv?

© a2y 282

@ par @®" 0P, b par a®bB rp¥,.. . ¢ par obBoy-r ...
s P ’

aee e

e par a® DR.¥.., D° par a%b® (v.., ° par a*b8c”

10 3 abse

on l'aura donc obtenu un nombre de fois exprimé par

‘, ()04t D) F=lat st ot ) (11 14 )=mton ?

comine nous Vavions annoncé.

Ainsi la somme § sera, aprés les réductions faites, un polynome
)"I 3 s H 4
homogéne complet de sm dimensions, formé avee les 7 lettres

a,
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a, 5, ¢, et dont tous les termes seront affciés du cocfficient m =+ ;
de sorte qu'on aura

S=(m+4-n)S,

§/ étant un parcil polynome dans lequel tous les coefficiens sont
égaux 4 Tunité. D’olt Pon voit qu'avant les réductions § devait
avoir m-n fois antaht de termes que %

Présentement si, dans 8, on fait une des lettres 2,5, ¢, ...}
a , par exemple égale a I'unitd, le nombre de ses termes n’en sera
pas changé; mais il deviendra alors évidemment un polynome com-
plet du m™e. degré, formé des n—i1 lettres &, ¢, &, ..., dontle
nombre des termes devra ét® exprimé par o¢(m, n—1); dont tel
était aussi-le nombre des termes de 3/ avant d'avoir fait a=r;
d'ont il suit qu’avant toutes réductions le nombre des termes de §

devait étre

(m-n).0lm, n—1).

puis donc que nous venons de trouver, tout a I'heure, que Ie nom-
bre de ces termes devait éire

nem,n),
il s’ensuit qu’on doit avoir
n.o(m, n)=(m-4n).om,n—1). (2)

Si U'on considére présentement qne cette derniére équation doit
avoir lieu quel que soit le nombre entier 2, en observant que,
d’aprés la nature de la fouction ¢, on doit avoir ¢(m, 1)=m-+1,
on pourra derire cette suite d’équations

nelm,n ='m+n ).om,n—1),

(r=—1)2i2, Bn— 1)-= (m—~+-n—19(m, n—:2),
Tom. Xill. 4o
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| (Rem2).0(m, nm2)=(m +n—‘2}'¢(m ’ n—?’) 2

3.0(m, 3)=(m+3)9(m , 2) ,
2.0(m , 2)=(m-+2)$m, 1) ,

vo(m, 1)=/m<+1) ,
L
en les muliipliant done meMmbre 3 membre, supprimant les facteurs

communs dans I'’équation résultante et résolvant enfin cette équa-
tion par rapport 4 ¢(m,Rr) on aura

m-f1 m$2 m-§;3 m-n _ (m-}-n)!

@(m,n): X a 3 n _ ma " (3)

telle est la formule générale cherchée.
On conclut évidemment de R

) n-tt1 nd-2 n-43 md
#m, my=pn, my= == ()

on peut donc choisir, entre ces deux formules, celle qui se com-
pose d’un moindre nombre de facteurs. Il résulte aussi de Jeur
équivalence gu'il y @ autant de termes dans un podynome complet
du n™¢ degré formé avec m letires qu'il y en a dans un polynome
complet du m™® degré formé avec n letires. Cest ainsi, par exem-

ple, que I'équation compléte du 3.° degré 3 deux variables et I'é-

quation compléte du 2° ‘degré 4 trois variables ont également diz
termes.
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Si daus le polynome {1) on suppose a=1, le nombre de “scs
termes ne changera pas , et sera toujours ¢(m, n); mais alors les
polynomes P, Pp..y By, weeP, 5 P, deviendront des polynomes
complets des degrés marqudés par leurs indices respectives formés
des n—1 lettres restantes &,¢,d, ou.; le nombre des termes de
chacun d’eux pourra donc étre représenté par @ (m, n—i),
o(m—1,n—1), Pk, n=1), wed(2 ,n=1), $(1, 2=1 ); de sorte
qu'on doit avoir

o(my =141 , n—1)F-4(2 , n=1) e @(m==1 , n==1)} ¢(m , 1—3); (5}
en changeant m en m—1, on ‘aura parcillement
¢(m—1,n)=1-+}0(1, n—1)+¢(2, n—1)F et p(m—1, n—1);
ce qui donne, en retranchant,
" o(m, n)—¢(m—1, n)=e(m, n==1)
eu en transposant
¢(m ,n)=¢(m , nm~—1)+¥m—1,n) (6)

LY

formule qui justifie la construction du triangle arithmétique de
Pascal.

La formule (4) donne successivement

01, B=—1)=

-]y

n n-fr
o2, amr)= "0
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substituant ces valeurs dans I'équation (5) et mecttant dans son
premier membre pour ¢(m,n) sa valeur (4), on aura

1 )
..on
+y
4 2. ,
1 2 _ntt nd2 nd3 ndf M+ﬂ§
n nftv nd2 b a ‘3 4 w
S Lo it B
1 2 3

formule utile pour opérer des rcductions dans divers xésultais
algebnques



